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The successful solving of problems is influenced by the utilized strategies. The essence of the algorithmic and
heuristic strategies, its applications in solving of distinct problems and, in particular, of the more difficult problems
make up the object of the present research.

Rezolvarea problemelor si creativitatea sunt considerate culmi ale performantei cognitive. Invitarea prin
rezolvarea de probleme (problem-solving) sau, altfel spus, prin explorarea alternativelor, este o variantd a
euristicii, o altd modalitate, mai complexa, de aplicare a teoriei Tnvatarii prin descoperire. Deci, prima si cea
mai importantd sarcind a profesorilor de matematica este de a acorda atentia cuvenita ,,metodologiei rezol-
varii problemelor”.

O strategie de rezolvare a unei probleme reprezintd un ansamblu de reguli extrase din volumul de cunos-
tinte insusite anterior.

In problemele de demonstratie exista situatii in care regulile concrete ale rezolvirii nu sunt cunoscute de
elev, nefiind inca descoperite. In aceste cazuri este necesar a gisi un mod concret de a rezolva problema,
adica, un plan euristic bazat pe metode si procedee euristice. Un bun cunoscétor al problemelor matematice
se apropie de solutia unei probleme pe cale euristica si abia apoi o prezinta algoritmic.

O strategie reusitd reduce la minimum numarul de incercari necesare in rezolvarea unei probleme, cautan-
du-se metoda mai simpla, mai directa, apoi se trece la alegerea altor procedee.

De altfel, acestea sunt si functiile euristicii — disciplina ce reuneste procedeele menite sa conduca la des-
coperire si inventie. Metodele euristice sunt mijloacele cu ajutorul cérora se elaboreaza planuri de rezolvare.

In general, in rezolvarea oricirei probleme, strategiile euristice se impletesc cu cele algoritmice, prin care
primele sunt probate, ajungandu-se treptat la o strategie tot mai clar conturata.

Exemple:

< < . 2 a2 ) n<4n2 —1)
1. Sa demonstram ca pentru orice n,n eN*, 1+ 3"+ ..+ (2n-1)" = -
Demonstratie:
Metoda I:
Este evident ca: P=4-1"-4-1+1,

33 =4.2"-4.2+1,

(2n-1) =4-n* —4-n+1.
Adunand membru cu membru aceste n egalitati, obtinem:

12+32+...+(2n—1)2 :4~(12+22+...+n2)—4-(1+2+...+n)+n.

Cum 1> +2* +...+n’ :M si 1+2+....+n=—n'(n+1),obginem;
. . . (4n* -1
P +3 +..+(2n-1) —4.1 (n+1)6(2n+1)_4.n (’;H)Jrn:" ( ’; )
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Metoda II:
(2n+1)-(4n+1
Deoarece 12+22+...+(2n—1)2+(2n)2:n ( n+3) (4n+1) si 22+42+...+(2n)2=4-<12+22+....+n2):
2n-(2n+1)-(2n+1 (2n+1)-(4n+1) 2n- 1)-(2n+1 (2n+1
= n(n+)(n+), rezultd ca: 12+32+...+(2n—1)2:n(n+)(n+)— n(n+)(n+):n("+).
3 3 3 3
{(2n+1)-(2n-1) n-(4n* -1
-(4n+1—2n—2)=n( nl)-(2n=1) (4 )

3 3
2. Sa demonstrim ca 8-(a4 +b4) >(a +b)4 .
Demonstratie
Metoda I:
Deoarece (a+b) =a' +b* +4a’b+6a*h* +4ab’, atunci 8 (a*+b")> a' +b* +4a’b+6a’h* +4ab’ =

©7a* + 70 —4a’b— 64’ —4ab’ 2 0 3-(a* ~b*) +4-(a* +b* ~a’b—ab’)2
>0 3-(a*~b*) +4-(a=b)-(a’ =) 20. (1)
Deoarece diferentele (a—b) si (a’~b’) au acelagi semn, rezultd ca (a—b)-(a’ -5*)=0.

Prin urmare, membrul stdng al inegalitatii (1) este nenegativ, deci, inegalitatea (1) este adevaratd, fiind
adevirata si inegalitatea initiala.

Egalitatea se obtine numai dacd a =5.

Metoda II:

a*+b* :%~(a2 +b2)2 +
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de unde 8~(a4 +b4) >(a+b)".

Metoda I1I:

Avem 2(a2 +b2)2 (a+b), )
deoarece a’ +b* > 2ab.

In mod analog 8-(a4 +b“) > [2(0;2 +b’ )]2 3)

Din (2) si (3) rezulta ca 8~(a4 +b4) >(a+b)".

In ambele exemple s-a utilizat o strategie euristico-algoritmizata.

Céand analizdm strategiile de rezolvare a problemelor ele nu sunt nici pur standardizate, nici pur euristice,
doar uneori pot fi, cu precddere, euristice sau algoritmice, In functie de natura situatiei problematice; sau
»intre limitele extreme ale algoritmicului §i euristicului se interpune o gama largd de forme intermediare,
mixte”.

Strategiile de tip algoritmic au importanta lor in rezolvare: cunoscand anumite relatii intre necunoscuta si
date in rezolvarea unei probleme, acest fapt ne scuteste de descoperiri repetate.

In general, o strategie algoritmica reprezinti o inlidntuire secventiala finitd de etape desfasurate sistematic
intr-o ordine prestabilitd, standard, care conduce in mod cert la rezolvarea unei probleme. Strategia algoritmi-
ca are o deosebita importanta la rezolvarea problemelor geometrice de optimizare care constd in urmatoarele:

1. Evidentierea marimii de optimizare (adicd marimea pentru care urmeaza sa calculim cea mai mare sau
cea mai mica valoare) pe care o notam printr-o litera y (sau S, p, r, R etc., in dependentd de enuntul
problemei).

2. Una dintre marimile necunoscute (latura, unghi etc.) o numim variabild independenta si o notdm prin
X; stabilim limitele reale de variatie ale lui x.

3. Pornind de la conditiile concrete ale problemei date, exprimam y prin x si prin datele cunoscute ale ei
(etapa de rezolvare geometrica a problemei).

4. Pentru functia obtinuti in etapa precedenti y = f (x ) gasim cea mai micd sau cea mai mare valoare

(in dependenta de conditiile problemei) pe domeniul de variatie a lui x.
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5. Interpretam rezultatul din punctul 4 pentru problema geometrica data. in primele trei etape compunem
modelul matematic, adicd modelul analitic al problemei geometrice date, care std la baza algoritmului de
rezolvare a problemei concrete.

Deseori succesul rezolvarii depinde de alegerea chibzuitad a variabilei independente. La etapa a patra mo-
delul matematic compus, de cele mai multe ori, se cerceteaza cu ajutorul calculului diferential, iar uneori prin
metode elementare.

In procesul cercetirii insdsi problema geometrica, care a servit drept punct initial pentru modelul matema-
tic, nu ne intereseaza. Si numai cand terminam de rezolvat problema in cadrul modelului matematic alcatuit,
rezultatul obtinut il interpretdm pentru problema geometrica initiala.

Exemple:

1. Sa demonstram ca din toate triunghiurile isoscele, inscrise Intr-un cerc dat, triunghiul echilateral are:
a) cea mai mare arie; b) cel mai mare perimetru.

a) Marimea de optimizare este aria S a triunghiului isoscel. Notdm
B EC =x( figura 1) . Este evident ca O<x<R. Exprimdm aria S a triunghiului

ABC prin x si R. Avem: OB=0C =R,EC =x,4AB=BC,BE L AC. Din triun-
| R ghiul dreptunghic OEC avem OE’=R’-x’sau OE =~ R’ -x’. Obtinem

0 R
BE=R+0E=R+\JR —x ; S:%-AC-BE:%-Zx-(\/RZ—xZ +R):x(R+\/R2—x2).

R-AJR* —x* + R* = 2x?

A wc Calculam: S’ = — . Punctele critice ale functiei S le
R —x
o A . . > Coyte

vom gasi, rezolvand ecuatia S’ =0 sau ecuatia RVR’—x*+R’
Fig.1

=0,RVR* - x*—=2x*—R*. In domeniul —s x <R aceastd ecuatie este echi-
2
= . 2 2 2 4 2 21 4 4 2.2 2 2 2 R\/3
valentd cu ecuatia R (R —-x ):4x —4R°x" +R",4x" -3R°x" =0,x (4x -3R ):0, de unde x, =0,x, ==
X, :i Din aceste puncte critice numai x—RT\E apartine L;; R]
2
Calculam valorile functiei S in punctele i, R\3 , R. Obtinem: §| —— RV2 K (\/5 +1); S = R—\/g =
V2702 2 2 2
2
= 3\ER ; S(R)=R’. Deoarece i) \/7;1, rezultd cd cea mai mare valoare a functiei S este egald cu
3W3R R3
2 pentru x :T.

Prin urmare, AC =2x = R+/3 . Din ABEC rezulta:

2
2 2 2 2
BC2:BE2+CE2:(R+\/R2—x2) +x2:(}e+,/R2—3{4e J +3’: =[§j 31: —3R%.

Deci, BC = R\/3_; deoarece AB=BC =R\3 , rezulta ca acest triunghi este echilateral.
b) Marimea de optimizare este perimetrul P al triunghiului ABC. Utilizdm aceleasi notatii ca si in punctul a).

Obtinem: AC = 2x; AB:BC:\/(R+\/R2—x2)Z+x2. Deci, P:2x+2\/(R+\/R2—x2)2+x2:2x+2\/2R2+2R\/R2—x2.
\/(Rz—xz) (2R2+2R Rz—xz)—Rx

\/(R2 -x’) (2R2 L 2RVR —xz)

Punctele critice le vom afla, rezolvand ecuatia P’ =0 sau ecuatia \/(Rz -x )(ZR2 +2RVR - X ) -Rx=0,

Calculim: P’ =

de unde obtinem: (R2 —xz)(2R2 +2RVR* -x° ) =R’x’ sau 2(R2 —xz)x/R2 -x* =3Rx* -2R’.
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in domeniul R\/g <x<R, notdm x* =¢ i obtinem ecuatia 4(R2 —t)3 =9R** —12R*t+4R® sau 4+’ =3R**

3R> ) RV3 .. . ) R3

. Asadar, avem x=0 §i x= iT ; din aceste puncte critice numai x = > apartine

[R\E } Calculam valorile functiei P in punctele R\/7 —— si R. Obtinem P[ R \/g j %[\/ﬁ /2+iJ
3

(R\/_ ] 3R\3;P(R)=2 (\/5 +1). Dintre aceste numere cel mai mare este 3R+/3, care se obtine pentru

R

¥=—= . Astfel, A4C =2x=R+3; prin urmare AC = 2x = R\/3; AB = BC = R+/3 . Rezulti ci triunghiul dat este

deunde =0, ¢t=

echilateral.
2. Sa calculam inaltimea §i raza bazei unui cilindru circular drept cu cel mai mare volum inscris intr-o
sferd cu raza R.
Marimea de optimizare este volumul cilindrului V. Notam DC = x,
B /\C O < x <2R. Exprimam volumul V prin x si R. Fie datd o sferd de raza R,

iar centrul in punctul O si in aceasta sferd Inscriem un cilindru Tniltimea

O, cruia este x. Atunci ¥ =n-x-(0,D)’. Notim prin O, si O, respectiv

centrele bazelor cilindrului. 0,0, este perpendicular pe planul bazei
O R si trece prin centrul sferei. Prin dreapta O;0, ducem un plan care taie
din sferd un cerc cu raza R cu centrul in punctul O, iar din cilindru un

dreptunghi ABCD (figura 2). Obtinem DC = 4B =x, 0O, :g; OD =R.

2

Din AOO,D avem  (0,D) =R’ _XT = i(4R2 - xz) . Deci,

A 0, D
V= Tc~x~l(4R2 —xz):E(4R2x—x3) .
Fig.2 4 4 . . .

Problema se reduce la aflarea valorilor lui x pentru care functia

V=%(4R2x—x3) obtine cea mai mare valoare pe [0; 2R]. Calculam derivata V' =%(4R2 —3x2). Punctele

” 2R . 2R . . 2R . < . . axsa
critice sunt x =—=— si x ==~ dintre care numai x=-= apartine (O; 2R). Calculam valorile functiei V in

3 NEN 3
2
punctele O, 2R . Obtinem ¥ (0)=0; V(ZRJ ﬂ,V@R):O.
ﬁ J3) 33
Deci, functia ia cea mai mare valoare in punctul x=%. Astfel, cel mai mare volum are cilindrul cu
. 2R . . 1 1 4R* 1 |8R? 2
inaltimea == si raza bazei O,D==+4R* —x* :—\/4R2 - :—\/— =R, |=.
’ N 7 2 3 2\ 3 3

Kepler Johann (27.XI1.1571-15.X1.1630), astronom §i matematician german, a demonstrat cd raportul

) < <
—, iar problema rezolvatd ii poartad

N

dintre Inaltimea acestui cilindru si diametrul bazei lui este egal cu

numele.
La rezolvarea problemelor 1 si 2 cautarea solutiei a inceput dupa modelul algoritmic, continudndu-se

dupa modelul euristic si terminand printr-o strategie de tip algoritmic.
Prin metoda euristicd Intelegem o cale specificd de rezolvare a problemelor nonstandard. Metodele si
procedeele pe care le utilizeaza elevii la rezolvarea problemelor cu caracter nonstandard, menite sa conduca

la inventie si descoperire, se numesc euristice.
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Procedeele euristice sunt mecanisme ale géandirii creatoare care sugereaza idei eficiente in procesul
rezolvarii problemelor.
Exemplul 3
Sa rezolvam ecuatia:
x*-2 |x - a| +2 |x - 2| =0.
Ecuatia aceasta reprezintd o problema nonstandarda, pe care elevii nu o pot rezolva prin utilizarea
algoritmilor deja cunoscuti.
Sa examinam cateva cazuri:
1) x<a<2. In acest caz ecuatia ia forma:
x>-2a+4=0, 4)
deoarece |x—d|=a-x,|]x—a|=2-x, care nu are radicini, fiindcd x’=2(a-2)<0 (a<2).
2) a<x<2 . Ecuatia ia forma:
x2-4x+2(a+2)=0, 5)
care are radacinile x; ,=2+ J-2a.
Este evident ca x; si X, vor fi numere reale numai atunci cand a<0.
Expresia 2++/—2a >2, ceea ce contrazice conditia x<2. Astfel, daca ecuatia (5) are radacina reala, atunci
aceasta este 2-v—2a .
Pentru ¢ x=2-+/—2a este necesar ca 2-+/—2a >a sau 4-2a+a>>0, (a-2)>>0 — inegalitate adevirati pentru
orice a.
Deci, daca a<0, x=2-y/-2a .
3) a<2=x. Ecuatia ia forma:
x*+2a-4=0, (6)
de unde x; ;=++/4-2a.
Deoarece 4-2a>0, pentru a <2, atunci X; si x4 sunt reale.
Insd x>2, deci, ecuatia (6) are radacina x=+/4—2a , care trebuie sa verifice relatia v4—2a >2, sau 4-2a>4,
de unde a<0.
Prin urmare, ecuatia (6) are radacina reald x=~/4—2a numai pentru a<0.
Radicina x=-/4—-2a este inadmisibild, deoarece x=-+/4 —2a <0 si nu verifica restrictia x>2.
4) x<2<a. Ecuatia data ia forma
x*-2a+4=0, (7)
de unde xs5¢= ++/—4—2a, ambele reale, deoarece a>2. Insa x<2 si, pentru ca radicina pozitiva sa verifice
ecuatia (7), este necesar ca +/2a—4 <2, sau a<4.
Deci, in acest caz x=£+/2a—4 , pentru 2<a<4 §i x=-+/2a —4 , pentru a>4.
5) 2<x<a. Ecuatia ia forma:
X’ +4x-2a-4=0, (8)
de unde x;g=-2++/8+2a ambele reale, deoarece x>2.
Insd x=-2-+/8+2a <0 nu verifica restrictia x>2, deci, nu este radacina ecuatiei (8), iar x = -2++/8+2a
apartine intervalului 2<x<a, pentru a >4.
6) 2<a<x. Ecuatia ia forma:
x’=4-2a, 9)
care are radacini reale numai pentru a=2, x=0 neacceptabila, deoarece x>2.
Deci, 1n acest caz ecuatia (9) nu are radacini reale.
Raspuns:  pentru a<0, x=2- J=2a,x=4-2a;
pentru 0<a<2, @;
pentru 2<a<4, x=+/2a-4 ;
pentru a>4, x=-/2a -4 , x=-2++/8+2a .
Exemplul 4
Si rezolvam ecuatia cos'x+2sin*x=a.
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Din conditiile initiale rezulta ca pentru a<0, ecuatia datd nu are solutii. Ulterior vom considera a>0.

. 1- 2 1 2 . g .
Deoarece sm2a=$, cos’ o = y , ecuatia data o scriem astfel:
2 2
2 [l‘c;’s 2)‘] +(”°§SZ’“) _ 4, sau 3c0s*2x-2c0s2x+3-4a=0, (10)

Discriminantul trinomului din stdnga ecuatiei (10) (in raport cu cos2x) D=48a-32. Daca 48a-32<0, adica

2 . ..
a<g. Ecuatia (10) nu are solutii reale.

Fie azé, atunci ecuatia (10) are 2 radacini: cos2x=%(1 +23a-2), (11)

Ecuatia (11) va avea solutii atunci si numai atunci cand -15@ <1.

Inecuatia —IS@ <1 este verificata de %ﬁ a <1, iar inecuatia —15@ <1 de %ﬁ a<?2.

Prin urmare, pentru %S a<l1, ecuatia (11) are radacinile X=kni%arccos@, ke Z, iar pentru
1<az<2, X=kni%arecos@, keZ.

Prezinta interes trei cazuri particulare:

1) Daca a=§, atunci cos2x=% , de unde x=kni%arccos% ,keZ.
2) Pentru a=1, cos2x=1; cos2x=—% , de unde x=km, keZ; x= kni%arccos(—% ), keZ.

3) Pentru a=2, cos2x=-1; de unde x=(2k+1) g ,keZ.

+ —
Raspuns:  pentru %Saﬁl, x=kni% arc cos M;
pentru 1<a <2, x=kn+ % arc cos, % keZz

pentrua e (—oo;%j U(2;40),9 .

Conversatia euristica ca metoda determina elevii sa utilizeze prin efort personal informatiile existente deja
in mintea lor, punand in actiune procesele psihicele afectiv-motivational-volitive ale elevului.

Exemplul 5. Sa demonstram cd in A4BC cu laturile a, b, ¢, m’ +m, +m’ = %(az +b° +c2) .

Profesorul: experimentati vectorii m,, m, si m, prin

vectorii ;,Z_J,E (figura 3).
Elevul: din A4BM :m_a:E-i-%;; din ABCN:m_b:EJr%E;
din ACAE:m_C=1;+%E.

Profesorul: calculati patratele scalare ale vectorilor

m,,m, $1 m, .
Elevul:

— - |- - = ]| = ——-— = 1= --
2=c’ +Za2+c am; =a’ +—-b>+a-bym’ =b2+zcz+b c
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QA=

Profesorul: calculati m_j + m_,f + m_f

—_ —_ —_— _ _ —_ 1 —_ _— _— PR —_ = —_ =
Elevul: m’ +m; +m’ = (az +b +c2)+z(a2 +b +c2)+(c~a+a-b+b~c) .
Profesorul: din figura 3 determinati relatia dintre vectorii a, b si c.
Elevul: a+b+c=0.

Profesorul: calculati patratul scalar (E +b+ 5)2 .
Elevul: (Z+Z+Z)2 :a_2+b_2+c_2+2(2~5+5~2+5-2).
Profesorul: cu ce este egal (c_z+l_)+5)2 ?

— (=2 -2 =2 - - = = -
Elevul: (@ +b +¢ )’ =0. Deci, (a +b +c )+2(a-b+a-c+b-c)=0.

I 1(— —2 -2

De aici a-b+a~c+b-c=—5(a +b +c )

— 5 5 5(—2 =2 =2\ 1[(—2 =2 = 3(— =2 =
Elevul: astfel m; +m, +m. :Z(a +b +c )_E(a +b +c ):Z(a +b +c )
Profesorul: ce proprietate poseda patratul scalar al unui vector?

—2

Elevul: 52 =|al .

Profesorul: treceti egalitatea m_j + m_j + m_f = %(52 +h te ) din limbajul vectorial in limbajul geometric.
2 3 (1—2 =2 -2
=l Bl ).
4

AM? + BN? + CE? :%<a2+b2+cz).

—_2 —_2 _
Elevul: ‘m,‘ +‘m,,‘ +|m,

Astfel am obtinut:

Asadar, rezolvarea problemelor este un proces superior de invatare a matematicii.
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