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The methodical issues of treating the modeling process in the lyceum course of computer science are analysed.
Some didactic solutions regarding the examined subjects are proposed.

Expunerea procesului de modelare raméne a fi o problema majora pentru scoala si institutiile superioare
de invatamant atat din punct de vedere metodic, cat si stiintific. In acest scop, intentiondm sa elucidim unele
momente care tin de aspectul metodic al procesului respectiv.

1. Notiuni generale

In prezent se cunosc mai multe definitii ale informaticii, insa noi vom evidentia definitia care, in opinia
noastra, este destul de reprezentativa si functionald. In acest sens, informatica se defineste ca unitate a trei
componente: Informatica = Hardware + Software + Brainware.
tehnic necesare pentru realizarea scopului formulat. Software reprezintd softul, programele, mijloacele care
permit prelucrarea datelor initiale si bazelor de date in dependenta de obiectivele propuse. Brainware repre-
zintd componenta intelectuald, dar nu numai algoritmii de prelucrare a bazelor de date, ci si cunostintele spe-
ciale si generale care sunt ,,implantate” atat in mijloacele tehnice, cat si programele elaborate. Datoritd acestei
componente, informatica nu se reduce la insusirea dispozitivelor calculatorului si programarii. Deseori se
mentioneaza, in acest sens, ca a treia componenta a informaticii este modelarea. Ce se intelege prin modelare?

Modelul este sistemul care nu se deosebeste de obiectul real, fenomenul examinat, privind unele pro-
prietiti, considerate esentiale si se deosebesc dupa alte proprietiti, considerate neesentiale. In acelasi timp,
lipsa in modelul construit a elementelor neesentiale nu este mai putin importanta decat prezenta elementelor
esentiale [6, p.8]. Procesul de elaborare si aplicare a modelului construit se numeste modelare.

2. Tendinte referitor la predarea modelarii in cursurile liceale
In opinia noastra, in procesul de predare a cursurilor liceale, se sesizeazi cinci directii legate de procesul
de modelare:
v Prima directie se referi la constructia modelelor dupi caracteristicile generale ale obiectului de mode-
lare. In acesti categorie putem include:
a) modele de comportament. Exemple: graficul unei functii, program pe calculator, cresterea populatiei;
b) modele de structurd. Exemple: structura calculatorului, structura frunzei, structura scheletului uman.
v A doua directie tine de constructia modelelor dupa sfera de activitate a subiectului modelarii. in cate-
goria respectiva sunt incluse:
a) modele aplicate direct in activitatea practicid. Exemple: calcularea ariei, volumului diferitelor figuri
geometrice;
b) modele de instruire. Exemple: harta geografica, programe demonstrative, diverse aparate si utilaje
fizice sau chimice.
v A treia directie se referd la elaborarea modelelor dupi rolul pe care il au in dirijarea obiectului de
modelare. Astfel, avem urmatoarele modele:
a) modele de optimizare. Exemple: algoritmul pentru repartizarea optimald a resurselor, optimizarea
devizului de cheltuieli;
b) modele de simulare. Exemple: simularea fulgerului la lectiile de fizica, simularea unui proces economic;
c) modele de prognozare. Exemple: clasificarea diverselor semne ale naturii privind prognozarea
temperaturii, presiunii; semne naturale vizavi de evolutia anotimpurilor;
d) modele-etalon. Exemple: etalonul kilogramului, etalonul metrului.
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v A patra directie se axeazi pe factorul de timp. Din acest punct de vedere deosebim:

a) modele statice. Exemple: fotografia unui elev, programul de activitate pentru o saptimana, formula

pentru calcularea ariei triunghiului;

b) modele dinamice determinate. Exemple: algoritmul lui Euclid, algoritmul de solutionare a ecuatiei

patrate;

c) modele dinamice probabilistice. Exemplu: evolutia unei populatii de brotacei.

v A cincea directie tine de elaborarea modelelor dupi componentele principale ale obiectului de modelare.
In acest sens deosebim:

a) modele informationale. Exemple: formule matematice, ecuatii chimice, programul de televiziune,

schema logica a algoritmului;

b) modele ideale (abstracte). Exemple: examinarea gazului ideal in fizicd, simbolul infinitului in matema-

tica;

c) modele mininaturale (reale). Exemple: macheta unei cladiri, unui avion, vapor.

Mentionam ca diferite modele pot fi ilustrate prin unele si aceleasi exemple. Astfel, graficul unei functii
este model: informational, de comportament, de instruire si dinamic determinat. Algoritmul lui Euclid este
model: informational, de comportament, de instruire, dinamic determinat si aplicat direct in activitatea practica.

Unele chestiuni interesante privind clasificarea modelelor sunt expuse in [7].

In toate cazurile mentionate, elaborand modelele respective, sunt cultivate abilititi si sunt atinse perfor-
mante care tin de intelegerea procesului de modelare, formarea eruditiei computationale §i cresterea culturii
algoritmice.

In continuare, ne vom referi la modelele informationale.

Modelele informationale reprezinta informatia despre obiectul cercetat, descrisa intr-o anumita forma, ce
reflecta proprietatile esentiale ale acestuia.

Vom considera modelele informationale ale caror obiect examinat este descris cu ajutorul simbolurilor
matematice. Acest tip de modele se mai numesc modele matematice. Atare modele se intalnesc la modela-
rea proceselor studiate la diferite discipline: matematica, fizica, biologie, geografie etc. Modelele de lucru se
reduc la construirea prin intermediul aparatului matematic cunoscut a unei asemanari simplificate abstracte
a sistemului ori a procesului cercetat. Astfel, se evidentiaza cativa parametri si, schimbéand valoarea lor, in
functie de scopul propus, se studiazd comportarea sistemului respectiv. Succint, constructia modelului mate-
matic, presupune realizarea urmatoarelor etape fundamentale:

1. Se formuleaza exact intrebarile la care modelul trebuie sa dea raspuns. Se identificdA componentele
principale si se determina relatiile dintre ele. in cazul cand nu se stabileste legitura, dependenta functionala
intre componentele evidentiate, este imposibila construirea modelului adecvat.

2. In etapa a doua, utilizind aparatul matematic cunoscut, se descrie procesul studiat. Relatiile dintre
componentele fundamentale, stabilite anterior, sunt ,,expuse” intr-o forma matematica exacta. Astfel, modelul
construit reprezintd o expresie, o relatie matematica stricta a ipotezei formulate anterior.

3. In ultima etapa se verifici modelul construit, confruntindu-se rezultatele obtinute cu realitatea prin
schimbarea valorii unor parametri. La o diferenta substantiald a rezultatelor, modelul respectiv se perfectio-
neaza sau se respinge. Prin intermediul calculatoarelor se verificd foarte eficient corectitudinea modelului
obtinut. Schimband datele initiale, pot fi controlate, verificate diferite variante care se refera la simplificarea
ori complicarea structurii modelului cercetat.

Unele aspecte metodice privind predarea modelarii au fost examinate in [1-5].

3. Elaborarea modelelor matematice

Prin model matematic vom intelege sistemul de relatii matematice care descriu proprietatile esentiale ale
fenomenului ori procesului studiat. Unele idei in acest sens au fost analizate in [3-5]. Pentru constructia mo-
delelor matematice adecvate, care ar reflecta cat mai exact posibil procesele studiate, este necesar a realiza
urmatorii pasi:

1. Colectarea cunostintelor empirice

In prezent, utilizand calculatoarele moderne, procesul de colectare si depozitare a informatiei initiale se
perfectioneaza continuu. Crearea bazelor de date, prin intermediul softurilor moderne, faciliteaza enorm
constructia modelelor matematice. Informatia care reprezintd un bogat material factologic se acumuleaza in
baza observarilor efectuate si a experientelor desfasurate ciclic, Intr-o perioada de timp.
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2. Identificarea componentelor §i proprietitilor esentiale

Identificarea, mai ales 1n sistemele supraorganismice studiate a componentelor esentiale si stabilirea
legaturilor principale dintre ele, permite determinarea ,,momentelor-cheie” in elaborarea viitoarelor modele.
Relevarea proprietatilor esentiale ale fenomenului real studiat este un proces care necesita un efort deosebit
din partea expertilor implicati. Consideram aceasta etapa foarte importanta in constructia viitorului model.

3. Formularea exacti a problemelor

Formularea cat mai explicita si exactd a problemelor care trebuie sa fie solutionate prin intermediul mode-
lului necesita abilitati deosebite. Fard obiective formulate concret si clar este imposibil a aplica disciplinele
matematice. In functie de scopul propus, se va desfasura in continuare procesul de matematizare a fenomenu-
lui biologic studiat.

4. Descrierea matematicd a proceselor

Descrierea matematica a legaturilor principale dintre componentele esentiale depistate anterior necesita
implicarea expertilor matematicieni si informaticieni. Aplicarea aparatului matematic potrivit, pentru ,,imbra-
carea” proceselor biologice, geografice, ecologice etc., intr-o forma stricta si precisa raiméane a fi cea mai difi-
cila problema a cercetatorilor contemporani. Multiplicitatea factorilor naturali a diferitelor procese biologice,
de exemplu, nu se ,,subordoneaza” complet teoriilor matematice moderne. Abstractizarea, in aces sens, ramane
a fi una dintre cele mai importante probleme ce se cere rezolvata in mileniul al III-lea. Modelul matematic al
fenomenului natural examinat reprezintd nu altceva decat descrirea lui prin intermediul limbajului matematic,
aplicand diverse teorii matematice.

5. Selectarea metodelor de solutionare

Dupa ce modelul matematic a fost elaborat, este necesar sa se decida referitor la metodele de solutionare.
De exemplu, dacd modelul matematic reprezinta un sistem de ecuatii liniare, atunci poate fi selectata una
dintre numeroasele metode existente pentru rezolvarea numerica a acestuia. In cazul cand nu se giseste o
metoda potrivitd pentru realizarea obiectivelor propuse, este necesar sa se modifice una dintre metodele
existente sau sa se elaboreze o metoda noua.

6. Elaborarea algoritmilor

Inainte de a utiliza calculatorul, metoda selectatd trebuie si fie expusa sub forma de algoritmi: scheme
logice, instructiuni etc. Acest proces va facilita enorm scrierea programului. Se stie ca diferite limbaje de pro-
gramare sunt orientate spre solutionarea problemelor de diferite tipuri. In acest caz, se alege cel mai potrivit
limbaj de programare pentru scrierea programului respectiv.

7. Lansarea programului pe calculator

Programul alcatuit se introduce 1n calculator. Lansand programul, se extrage informatia initiala din baza
de date, creatd anterior, pentru a fi prelucrati. In functie de scopul propus, informatia initiala poate fi prelu-
cratd ,,din diferite puncte de vedere”, obtinand astfel raspuns la mai multe Intrebari.

8. Analiza rezultatelor obtinute

n ultima etapd, in mod obligatoriu, se face analiza rezultatelor obtinute, verificAndu-se astfel modelul
elaborat. Daca rezultatele sunt in concordantd cu realitatea, modelul se acceptd, in caz contrar, se perfectio-
neaza sau se respinge. Modelul matematic construit corect ne da posibilitatea sa controlam experimental dife-
rite ipoteze, sd reproducem astfel procesele examinate a caror sesizare directd ar suscita cheltuieli materiale
si timp.

4. Erorile care apar in procesul modelirii

In procesul modelarii unor fenomene reale, al simularii experimentului se comit anumite erori. Vom
scoate 1n evidentd cele mai semnificative erori despre care trebuie atentionati elevii ori studentii si de care
trebuie sa se tind cont in procesul realizarii experimentului preconizat.

1. Erorile care tin de formularea problemei

Modelarea, conform definitiei date mai sus, ,,neglijeazd” unele proprietiti neesentiale ale prototipului.
Acestea sunt erorile formularii problemei. Erorile de acest tip pot fi evaluate numai in cazul cand se va con-
strui un model mai exact si mai complicat. Dar acest lucru nu este intotdeauna posibil. Din punct de vedere
metodic, se recomanda sd se examineze in ce moment proprietitile ,,neesentiale” pot sd se manifeste ca
proprietati ,,esentiale” ale modelului.
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2. Erorile datelor initiale

Informatia initiala, care trebuie prelucratd, aproape intotdeauna se cunoaste cu un anumit grad de exacti-
tate, altfel spus, cu o anumitd aproximatie. Acestea si sunt erorile datelor initiale. Cu cat modelul construit
este mai sofisticat, cu atat probabilitatea este mai mare ca datele initiale vor fi mai aproximative, deoarece
necesita obtinerea unui volum mai mare de informatie din diferite surse. In procesul prelucririi, erorile date-
lor initiale se extind asupra rezultatelor intermediare si finale. Extinderea erorilor poate sa creasca ori sa des-
creasca.

3. Erorile metodelor

Se stie ca exista diferite metode matematice care pot fi utilizate pentru solutionarea problemelor dupa
ce modelul a fost elaborat. In acest sens, se pot selecta metode mai exacte ori mai putin exacte. De exemplu,
in cazul cand trebuie rezolvatd o integrala, aplicarea metodei Simpson care se considerd mai exacta decét
metoda trapezelor, va da un rezultat mai bun. Gradul de exactitate a metodei alese poate sa creasca, ,,din
interior”, modificand parametrii modelului. Un procedeu clasic in acest sens tine de divizarea parametrilor in
jumatate, comparandu-se de fiecare datd, dupd un anumit criteriu, rezultatele obtinute, pana se va ajunge la
exactitatea dorita. Astfel, se mareste gradul de exactitate a metodei selectate. Evaluarea erorilor se face in
dependenta de metoda selectata.

4. Erorile instrumentelor

Instrumentele utilizate atat la colectarea datelor, cat si la prelucrarea lor ,,imprima” din start anumite erori.
In cazul cand se colecteazi datele empirice, indiferent de tipul instrumentelor folosite, se comit anumite erori
care sunt inevitabile si depind de gradul de exactitate a instrumentelor. In procesul de prelucrare a datelor,
de cele mai multe ori, acest lucru se produce la calculator, la efectuarea operatiilor se fac rotunjiri si erorile
respective In principiu pot sa se acumuleze. Aceasta este eroarea calculatorului. Din punct de vedere teoretic,
evaluarea unor astfel de erori se face destul de anevoios.

5. Puncte slabe in procesul de predare—invitare a subiectelor care tin de modelarea matematica

Vom scoate in evidentd unele chestiuni didactice privind procesul de modelare matematica, care in
viziunea noastrd, in virtutea unor circumstante obiective ori subiective, nu sunt tratate destul de profund in
procesul de predare—invétare a analizei numerice in clasa XII. Asadar, mentionam urmatoarele:

1. Obiectivele centrale in cadrul predarii—invéatarii analizei numerice, presupun insusirea metodelor nu-
merice i aplicarea lor la solutionarea unor probleme concrete, descrierea matematica a carora este foarte
clard si exactd. Chiar daca aceastd abordare este corectd din punct de vedere al asimildrii materiei propuse,
acest fapt nu indeamna elevii, mai ales cei cu pregéatire peste nivelul mediu, la o atitudine creatoare privind
elaborarea, obtinerea modelului matematic, prin intermediul caruia ar putea fi solutionatd problema respectiva.

2. In manualele existente, la compartimentul modelare, nu sunt destule probleme destinate elevilor ce ar
conduce la elaborarea modelelor matematice, selectarea metodelor numerice, elaborarea algoritmilor si testa-
rea rezultatelor obtinute la calculator. Parcurgerea etapelor fundamentale, care tin de modelarea matematica,
in opinia noastra, le va cultiva elevilor o viziune generald privind integritatea procesului examinat si le va
dezvolta o atitudine creatoare vizavi de abordarea acestui proces.

3. Prin intermediul analizei numerice, in general, si prin insusirea subiectelor care se refera la modelare,
in particular, se poate realiza eficient conexiunea cu alte discipline studiate de elevi in cursul liceal: fizica,
chimie, biologie, geografie etc. Chestiunile care tin de legaturile interdisciplinare pot fi tratate cu succes
anume in procesul modelarii matematice a diverselor fenomene (chimice, biologice, ecologice etc.) cercetate.

Generalizand cele expuse mai sus, conchidem ca in procesul de predare—invétare a analizei numerice tre-
buie sa fie traversate cel putin urmatoarele trei etape:

Etapa 1. Predarea metodelor numerice si cultivarea abilitatilor in masura in care ar permite elevilor apli-
carea lor directd la solutionarea problemelor a caror modele matematice sunt cunoscute.

Etapa 2. Cultivarea cunostintelor si abilitatilor elevilor, care In urma examinarii fenomenului ori procesu-
lui dat, ar fi capabili sd formuleze corect problema din punct de vedere matematic, sa elaboreze modelul
matematic, sa selecteze metodele numerice, sa alcatuiasca algoritmi si sé testeze rezultatele obtinute.

Etapa 3. Cultivarea competentelor specifice disciplinei respective in masura in care elevii ar fi capabili sa
imbunatateasca si s perfectioneze modelul matematic elaborat astfel, incat sa reflecte cat mai exact fenomenul
ori procesul cercetat.
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Problemele propuse in sectiunea 7, vor conduce la elaborarea modelelor matematice descrise cu ajutorul
ecuatiilor neliniare. Inainte de a le examina, 1n acest sens, vom expune unele metode numerice de rezolvare a
ecuatiilor cu o singurd necunoscuta.

6. Metode de rezolvare numerica a ecuatiilor neliniare cu o necunoscuta

6.1. Localizarea solutiilor prin metoda analiticd

Vom considera ca rddacina  a ecuatiei f{x) = 0 este localizatd pe intervalul [a,b] daca pe acest interval nu
exista alte solutii.

Folosind unele afirmatii cunoscute din analiza matematica, se pot localiza analitic solutiile ecuatiei f(x) = 0.
Sa reamintim aceste afirmatii:

Afirmatia 1. Dacé functia f{x) este continud pe [a,b] si ia valori de semn opus la capetele acestui interval
(adica f{a)- f(b) < 0), atunci ecuatia f{x) = 0 are cel putin o solutie pe [a,b].

Afirmatia 2. Dacé functia f{x) este continua si strict monotona pe intervalul [a,b] si ia valori de semn
opus la capetele acestui interval, atunci ecuatia f{x) = 0 are pe intervalul [a,b] o solutie unica.

Afirmatia 3. Daca functia f{x) este continud pe intervalul [a,b] si ia valori de semn opus la capetele inter-
valului, iar derivata f’(x) isi pastreaza semnul pe [a,b], atunci pe [a,b] existd o solutie a ecuatiei f(x) = 0 si
aceasta solutie este unica.

Exemplul 1. Sa se calculeze valorile functiei f(x)=e" 1 capetele intervalului [0,5;1]. Avem:
x

1(0,5) =-0.35127, f(1) = 1.71825. Evident, f(0,5) -f(1) < 0. Continuand acest proces, se poate gasi un sir de
intervale [a;,b;] D [a2,by] D [a3,b3] D...2 [an,ba] ... ce contin solutia { a ecuatiei, astfel Incat functia f{x) are
semne opuse la capetele lor.

Metoda analitica ne da posibilitate sd aplicam eficient calculatorul la localizarea solutiilor. De retinut ca
la localizarea solutiilor pasul / trebuie sa fie cat mai mic.

< o . . . . S 1 .
Exemplul 2. Si se alcatuiascd un program in Pascal care sa localizeze solutiile ecuatiei sin(x) —— =0 in
x

conditiilea=1,b=10, h=0,01.

Program localizare;
Uses Crt;
Var a,b,c,h,x1,x2:real;
Function fnl(x:real):real;
Begin
fnl: = sin(x)-1/x;
End;
Begin
ClrScr;
WriteLn('Introdu extremitéatile intervalului a si b, pasul h');
ReadLn(a,b,h);
x1: =a; x2: = x1+h;
While x2<=b Do

Begin
If fnl(x1)*fnl(x2)<0 Then WriteLn( ’solutia apartine °,'[ ',x1:12:18,'; ',x2:12:18,' |");
x1: =x2;
x2: =x1+h;
End;
ReadKey
End.
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Ca rezultat al lansarii programului se afiseaza:
1,10, 0.01
solutia apartine [ 1.11000000000;1.12000000000 ]
solutia apartine [ 2.76999999990;2.77999999990 ]
solutia apartine [ 6.43000000020;6.44000000020 ]
solutia apartine [ 9.30999999980;9.31999999980 ]

6.2. Metoda modificati a coardei

Vom expune in aceasta sectiune metoda coardei din alt punct de vedere. Consideram functia f(x) continua
si strict monotona pe intervalul [a,b] si ia la capetele lui valori de semn opus. Nu e necesar ca functia f(x) sa
fie de doua ori derivabila.

Dupa cum se stie, metoda coardei consta in inlocuirea curbei y = f{x) printr-o coarda dusa prin punctele
A(af(a)) si B(b.f{b)). In continuare, spre deosebire de expunerea metodei coardei in sens clasic, ne va interesa
nu ecuatia coardei, ci punctul ei de intersectie cu axa Ox, pe care il vom gasi din asemanarea triunghiurilor
Axa si Bxb (fig.1).

A Fig.1.

Avem, deci: M - M. De unde gasim ca y = ‘f(a)‘ b+ ‘f(b)‘ 4
b—-x x-a ‘f(a)‘%—‘f(b)‘

se respecta conditia f{a)f(x)<0. Daca e asa, atunci punctul ¢ rimane neschimbat, iar in calitate de b conside-
ram punctul x, adici b = x. In caz contrar @ = x si b riméane neschimbat. Acum aplicim acelasi procedeu fati
de intervalul nou obtinut: construim coarda prin punctele respective si din asemanarea triunghiurilor obtinem
noul punct de intersectie x cu axa Ox.

Procedeul se repetd pana cand | x;+; — x; | devine mai mic decat exactitatea datd . Drept solutie se consi-
(xi+1 + xi)
T

. Determinam f{x) si verificim daca

dera numarul & =
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Schema logica a metodei modificate a coardei

[ inceput ]

Defineste f(x)
v

/ Introdu 4, B, E /
Vv

X: = (A+B)2

>\{/
X1:=X
Vv

x = A [B+[fB)[-A
| f(ADI+]f(B)]

%
Nu w Da
X A:

v
\X-X1| <E

é
é

< i
<

Nu

Da
X =X1+X)/2

Y
/ Tipareste X /
v

[ Starsit ]

Exemplul 3. Sa se alcatuiasca un program in Pascal care sa giseasca solutia ecuatiei x+3x*=3=0,
localizata pe intervalul [0;1], cu exactitatea £ = 0.0001, utilizdnd metoda modificata a coardei.
Programul pentru metoda modificata a coardei
Program coarda_modificata;
Uses Crt;
Var a,b,e,x,x1,r:real;
Function fnl(x:real):real;

Begin
fnl:= Sqr(x)*x+3*x*x-3;
End;
Begin
ClrScr;
Writeln('Introdu a, b, e");
ReadlIn(a,b,e);
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If fnl(a)*fnl(b)>0 Then

Begin
WriteLn('Ecuatia nu are solutii pe intervalul dat');
ReadKey;
Exit
End;
x:= (atb)/2;
Repeat
x1:=x;

x:= (abs(fnl(a))*b+abs(fnl(b))*a)/(abs(fnl(a))+abs(fnl(b)));
If fnl(a)*fnl(x)<0 Then b:= x Else a:=x;

Until abs(x1-x)<e;

r:= (x1+x)/2;

Write('Solutia este: ', 1:6:6);

ReadKey;

End.

Ca rezultat al lansarii programului se afiseaza:
Introdu a, b, e
0
1
0.0001
Solutia este: 0.878855

6.3. Metoda mixti a coardelor si tangentelor

Fie ecuatia f{x) = 0 despre care s-a stabilit printr-un procedeu oarecare ca are o singurd solutie pe inter-
valul [a,b] astfel ca f{a)-f(b) < 0. Presupunem ca f(x) este strict monotona si continud pe [a,b], iar derivatele

f'(x) sif"(x) nu se anuleaza si pastreaza semnul constant pe [a,b].

Aplicam metoda mixta a coardei si tangentei in dependenta de graficul functiei.

Cazul 1

Fie f'(x)-f"(x)>0. Studiem cazul cand f{a)<0, f(b)>0 si f'(x)>0, f"(x)>0 . Obtinem graficele din figura 2.

A

y
a =Xy -
0
Ao
Fig.2.
Ca aproximatie initiala pentru metoda coardelor vom considera capatul a, iar pentru metoda tangentelor -
capatul b.

Deci:

| =

f®)=f@)’ J'(b)
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Solutia & se afla acum pe intervalul [xl;)_cl]. Aplicam din nou metoda combinatd pentru acest interval si
obtinem:
SO €D R € ) B A €

S AC BRI CS B A ¢\

Aplicand procedeul descris mai sus succesiv, obtinem:

Xt =X~ f(XL_)(x’ _Xi); X =X — f(_L) :
S (&)= f(x) S
In mod analog se trateaza si cazul f{a)>0, f(b)<0 si f'(x)<0, 1"(x)<0.
Mentionam ca daca f(x) -f"(x)>0, atunci metoda coardelor permite aproximarea prin lipsa, iar metoda
tangentei prin adaos.

Cazul 2
Fie f'(x) f"(x)<0. Pentru exemplificare consideram f(a)>0, f(b)<0 si f(x)<0, "(x)>0 (fig.3).

A

2

y

\ »
0 a=xy Xx; X2 : X
| ! BO

Fig.3.

Drept aproximatie initiala pentru metoda coardelor vom considera capatul b, iar pentru metoda tangentelor -
capatul a. Deci:

_f‘(a); )_Cl :b_f(b)(b_a) ) (3)
S(a) fb)—f(a)

Aplicand din nou metoda mixta pentru [xl 3% ] , obtinem:

Y1) Dy N )

f'(xl) f(xl)_f(xl)

Folosind metoda combinata de mai multe ori, obtinem formulele de recurenta:
@) o JE)Gmx)

xi+ i ) > i+ i —_
1 JACA N S =f(x)
In mod analog se trateaza si cazul f{a)<0, f(b)>0 si f'(x)>0, f"(x)<0.

X =a

(4)

Regula. Drept aproximatie initiald se alege acel capat al intervalului [a,b] in care semnul functiei f{x)
coincide cu semnul derivatei de ordinul doi f"(x).

Deci, daca f'(x) -f"(x)<0, atunci metoda tangentelor permite aproximarea prin lipsa, iar metoda coardelor -
prin adaos.

Evident, x, < & <X, si, desigur, 0 <& —x, < X, —x;.

Procedeul se opreste atunci cand |)_cl - xl.| < &, unde ¢ este exactitatea doritd.
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Ca valoare a solutiii £ se va lua media aritmetica a ultimelor valori obtinute:

1 — - . o . .
&= E(xi +X,),unde x; si X; sunt aproximarea solutiei prin lipsa si, respectiv, adaos.

Comentarii metodice

Din punct de vedere practic, la identificarea aproximatiei initiale, atat pentru metoda Newton-Rafson,
care se studiaza In cursul liceal, cat si pentru metoda mixta a coardelor si tangentelor pot sd apara anumite
dificultati, care tin de determinarea derivatelor. Necesitatea de a gasi derivata de ordinul intai si derivata de
ordinul doi a functiei f{x) nu se determind intotdeauna usor. Daca mai ludm in consideratie faptul ca functia
f{x) poate fi destul de complicata, atunci diferentierea analiticd se efectueaza destul de dificil in sens tehnic.
Este si mai complicat a gisi derivatele atunci cind expresia analitica a functiei nu se cunoaste. in asemenea
cazuri propunem o altd abordare.

f(x)

")
decat Newton a fost obtinutd, in anul 1690, si de catre Rafson) este substituita in programul de mai jos printr-o
formuld aproximativa. Si anume, ludnd in consideratie formula aproximativa pentru calcularea derivatei de

ordinul unu:
oS, A - fx, - Ax)
f (‘xn) ~ 2 A_X .

Formula recurentd, dupa inlocuirea expresiei pentru f"'(x, ), are forma:
L 2Avf(x)
n+l = *n :
S (x, +Ax) - f(x, - Ax)
Formula aproximativa pentru calcularea derivatei de ordinul doi usor se obtine din (5):
()~ (f Cx, +Ax +Ax) = (2- f(x, + A)) + f(x,))
" Ax - Ax
In relatiile de mai sus vom considera Ax= E, unde E reprezinta exactitatea necesara pentru calcularea so-
lutiilor. In felul acesta nu va fi necesar sa se calculeze manual derivata de ordinul 1 si derivata de ordinul 2.
Aceste operatii nu Intotdeauna se desfasoara rapid si eficient de catre elevi. Calculele respective vor fi efec-
tuate de calculator. Astfel nu va fi necesar sa se determine aproximatia initiald Tn mod manual si sa se calcu-

leze derivatele de catre utilizator.
Exemplul 4. Si se alcatuiasca un program Pascal care sd determine, prin metoda mixta a coardelor si tan-

Mentionam cd formula Newton-Rafson x ,, =x (formula respectiva, dar ceva mai tarziu

)

1 :
gentelor, solutiile ecuatiei (x — E)(?) - x) —sin(x*)+e> =0 pe [0,1] cu exactitatea E = 107
Programul realizat in limbajul Pascal

Program mixta a coardelor si_tangetelor;
Uses crt;

Const e = 0.001;

Var v,y x,a,b,c,t.k,fnl,fn2:real;

Function fn(x:real):real;

Begin
fn:=(x-1/2)(3-x)-sin(x*x)+exp(3*x-1);
End;
Begin
Clrscr;
Textcolor(2);
Write('Introdu primul capat al intervalului, a =");
Readln(a);
Textcolor(3);
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Write('Introdu al doilea capat al intervalului, b =");

ReadIn(b);
X:=a;
yi=b;

fnl:= (fn(x+e)-fn(x-e))/2*e;
fn2:= (fn(x+e+e)-(2*fn(x+e))+n(x))/sqr(e);

Repeat
If fn1*fn2>0 Then
Begin
k:= ((fn(x)*(b-x))/(fn(b)-fn(x)));
x:= x-k;
Vi=X;
t:= (2*e*fn(x))/(fn(x+e)-fn(x-¢));
X:= X-t;
End
Else Begin
k:= ((fn(y)*(y-a))/(fn(y)-fn(a)));
y:=yk;
V=Y
t:= 2*e*ftn(x))/(fn(x+e)-fn(x-¢));
X:= X-t;
End;
Until Abs(v-x)<= e;
c:= (X+v)/2;
If (c<a) or (c>b) then begin
Textcolor(4);
Writeln('Ecuatia nu are radacini pe acest interval');
End Else Begin
Textcolor(5);

Writeln('Solutia ="',¢:5:8);
Writeln(' Solutia dupa metoda tangentei = ',x:5:8);
Writeln(' Solutia dupa metoda coardei =',v:5:8);
End;
Readkey;
End.

Ca rezultat al lansarii programului se afigeaza:
Introdu primul capat al intervalului, a = 0.
Introdu al doilea capat al intervalului, b = 1.
Solutia = 0,24397514.

Solutia dupd metoda tangentei = 0,24402678.
Solutia dupa metoda coardei = 0,24392351.

Remarci. In programul expus mai sus se poate utiliza o formuld cu un grad mai mare de exactitate, asa-
numita ,,formula lui Salzer”:
4f(x, +Ax)=3- f(x,)— f(x, + Ax + Ax) 6

> Ax : (6)

Propunem cititorului sa deduca din relatia (6) o noud formula aproximativa pentru calcularea derivatei de
ordinul doi si o alta relatie de recurenta.

Mentionam ca programele pentru metoda coardei, modificatd, precum §i pentru metoda mixta a coardelor
si tangentelor pot fi unificate cu programul pentru metoda localizarii. Astfel, concomitent, solutiile ecuatiei
examinate vor fi localizate §i vor fi precizate prin una din metodele expuse mai sus.

S(x,) =
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7. Modelarea matematica in cazul unor probleme practice

Problema 1. O piscind cu baza de forma patrata are volumul de 30 m’. Care este adancimea piscinei,
daca se stie cd latura patratului este mai mica decat inaltimea piscinei cu 2 m? Sa se calculeze rezultatul cu
exactitatea eps=0,001 m.

Rezolvare:

Notam prin x adancimea piscinei. Conform formulei pentru calculul volumului unui paralilepiped (V=abc)
cu baza de forma patrata, avem: x(x-2)’=30.

Aducénd relatia respectiva la forma f{x)=0, obtinem modelul matematic a problemei reprezentat prin
ecuatia: x’-4x” +4x-30=0.

Rezolvam aceasta ecuatie, aplicaind programul unificat pentru localizare i metoda coardei, modificata.
Obtinem solutii pozitive doar pe intervalul [4; 5]. Luidnd in consideratie exactitatea eps=0.001 si pasul
h=0.001, obtinem solutia 4,563762, care si reprezintd addncimea, In metri, a piscinei.

Problema 2. Un vas de forma semisferica este plin cu apa. Sub ce unghi a trebuie inclinat vasul astfel,
incat sa ramana in el exact o treime din apa? Rezultatul s se obtina cu exactitatea eps=0,001.

Rezolvare:

Volumul apei din semisfera se calculeaza conform formulei
3

0 V= 3 iar, din conditia problemei,
1. 2w’
o
E B —V = 7
D 3 9 (7

Presupunem ca o treime din volumul apei se va afla in
intervalul semisferic DBC exprimat prin raza r. Astfel obtinem:

h
Vppc= ﬂhz (7” - E) s

unde h=OC-OE =r —r sin o = r(1-sin a).

Deci,
. . 3
Vise= mr (1- sin a)z(r-m)= m’ (1- sin a)z-w= WT(]- sin a)’(2+sin a)=
3
. 3 3

Vi Vi
:T (1- 2sin a+sina )(2+sin a)= T (2- 3sin a+sin’a) :T (sin’a- 3sina+2).

Am obtinut:
3

w
V= 5 (sin’a-3sina+2). (8)
Cum membrii din stdnga ai ecuatiilor (7) si (8) sunt egali, rezultd ca si membrii din dreapta sunt egali:

3 3

2 _ ”TT (sin’a-3sina+2). ©)

9

Aducem relatia (9) la forma f{x)=0:
sin’a-3sin a+§ =().
Efectuand substitutia x = sin o, obtinem ecuatia:
X-3x + i =0.
3

Rezolvam aceasta ecuatie, aplicind programul unificat pentru localizare si metoda coardei, modificata.
Obtinem solutii pozitive doar pe intervalul [0; 1]. Luand in consideratie exactitatea eps=0,001, obtinem
solutia 0,482403. Asadar, sin 0=0,482403 si unghiul sub care trebuie inclinat vasul, astfel incat sa ramana
exact o treime din api, este a=28"48"".
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Problema 3. Se da produsul a 5 factori. La fiecare din primii trei factori din produsul respectiv se adauga
factorul insusi Tnmultit la unul si acelasi numar x. Din fiecare urmatorii doi factori se scade factorul insusi
inmultit cu unul si acelasi numar x. Determinati numarul x, daca se stie ca produsul factorilor respectivi,
dupa modificare, rimane neschimbat.

Rezolvare:

Fiecd a, b, ¢, d, e sunt factorii produsului, x numarul cu care se inmulteste fiecare factor.

Conform conditiei problemei, alcatuim relatia:

(a+ax)(b+bx)(c+cx)(d-dx)(e-ex)=a b c d e < a(l+x)b(1+x)c(1+x)d(I-x)e(l-x)=a b cd e

abcede (1+x)’(1-x)’=abcd e (1+x)(1-x)’=1 & (1+3x+3x°+x°) (1-2x+x7)=1 &

X +x? 27027 +x=0 x (¥ +x7 -2x7-2x+1)=0.

Modelul matematic reprezinta urmitoarea relatie: x’+x’ -2x’-2x+1=0.

Vom determina rezultatul, aplicand programul unificat pentru localizare si metoda mixtd a coardelor si
tangentelor. Obtinem doua intervale cu solutii pozitive [0, 1] si [1, 3].

Pentru intervalul /0,1] avem:

Solutia apartine intervalului [0.38900000002;0.39000000002].

Obtinem:  solutia 0,38939074;

solutia dupa metoda tangentei 0,38939068;
solutia dupa metoda coardei = 0,38939080.

Pentru intervalul /1, 3] avem:
Solutia apartine intervalului [1.28800000010;1.8900000010].
Obtinem:  solutia 1,28895796;
solutia dupa metoda tangentei = 1,28879519;
solutia dupa metoda coardei = 1,28912073.

Problema 4. Un obiect de lemn are forma unei semisfere cu raza 3. Sa se taie obiectul in doua parti
echivalente, astfel incat sectiunea taieturii sa fie paraleld cu baza. Sa se calculeze cu exactitatea ¢ = 0,001 .

Rezolvare:
Fie a este planul bazei. Planul B va reprezenta sectiunea taieturii. Deoarece f3||a., atunci in sectiune se
obtine o calota sferica si o zona sfericd. Din conditia problemei partile sunt echivalente.

1 1 2 1
Vcalota: Vznmi: ~ V?emisferd: ~ R3 == 7Z'R3 5

2 ' 23 3
R=04=0B=0C.

Fie CO ’=x, atunci OO =R-x.

Asadar, Vi go0= o’ (R- g) )

Luand in consideratie relatia de mai sus, obtinem:

v =lnR3.

calotei 3
Astfel, obtinem ecuatia (R — f) =1”R3 & WR-x =R < xX-3xR+R’=0.
3 3

Deoarece R=3, obtinem x’-9x°+27=0.

Rezolvam aceastd ecuatie, aplicand programul unificat pentru localizare si metoda mixtd a coardelor si
tangentelor. Determinam ca solutiile pozitive sunt pe intervalul /0, 1] §i /8, 9]. Luand in consideratie conditia
problemei si exactitatea eps=0.001, obtinem solutia 1.95811096.

Solutia dupd metoda tangentei 1.95811093.

Solutia dupa metoda coardei 1.95811083.

Asadar, trebuie efectuata o taietura la distanta OO = R-x = 3-1.95811096 = 1,04188904.

Prin rezolvarea unor atare probleme, elevii vor dobandi deprinderi de a construi modele matematice, de a
gasi metode numerice adecvate si de a analiza rezultatele obtinute.
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