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In articol sunt examinate unele aspecte privind rolul modelelor in procesul de organizare a activitatii individuale a
studentilor de la specialitatile matematice si psihopedagogice. Sunt formulate unele probleme de extrem si unele prob-
leme generale. In particular, este examinata problema isoperimetrica.
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problema isoperimetrica, poliedru convex.

THE ROLE OF MODELS IN THE ORGANIZATION OF STUDENTS’ INDIVIDUAL WORK

In the present article we study some aspects of the role of models in the process of organization of individual work
of students from mathematical and psycho-pedagogical specialties. Some extremes problems and some general problems
are formulated. In particular, the isoperimetric problem is examined.

Keywords: teaching-learning-evaluation, students’ individual activity, models, functions, mathematical problems,
the isoperimetric problem, convex polyhedron.

., Matematica actualmente s-a transformat
in analiza intelectuald a tipurilor de modele”.

(Alfred Whitehead)

Introducere

Scopul principal al educatiei este dezvoltarea personalitatii. Istoria demonstreaza ca tarile industrial dez-
voltate au obtinut un nivel social-economic inalt datoritd organizarii eficiente a sistemului educational si a
cercetarilor stiintifice fundamentale si aplicative.

Educatia ca fenomen social a aparut cu nasterea primelor comunitati si civilizatii umane in scopul trans-
Mmiterii experientei de viata si a cunostintelor acumulate. Cu dezvoltarea civilizatiilor s-au extins si scopurile
educatiei, au fost create diverse institutii specializate. Pana in secolul XV procesul educational in general s-a
bazat pe exercitii de memorare. Personalitati marcante din secolul XV, adepti ai umanismului, precum Erasmus
din Rotterdam, Laurentius Valla, Pier Paolo Vergerio, Bernardino da Siena, Thomas Morus, Francois Rabelais
si multi altii, criticau sistemul traditional de educatie. Ei propuneau o educatie care sa fie bazata pe stimularea
curiozitdtii celui care doreste sa invete si pe increderea in capacitatea acestuia de a rezolva diferite probleme.
Pedagogia Renasterii era centrata pe acumularea cunostintelor enciclopedice si pe formarea spiritului umanist.
Odata cu dezvoltarea industriei si agriculturii la nivel de ramuri principale ale economiei, educatia devine o
veriga importanta sociald, culturala si economica. Expansiunea educatiei in secolele X1X-XX a fost legata de
necesitatile dezvoltarii economiei industriale, capitaliste. Aceasta reclama o fortd de munca profesionalizata,
care si posede competente si abilitati speciale, potrivite specificului proceselor industriale. incepand cu
mijlocul secolului al XVIll-lea predarea stiintelor reale este asociata cu asigurarea bazei pentru realizarea
obiectivelor economice si social-profesionale, insa fara a fi orientata spre perspectivele dezvoltarii industriei
moderne. Anii '60 ai secolului XX se caracterizeaza prin activitatea institutiilor educationale in conditii non-
standard, mereu schimbatoare, datorate tehnologiilor pe care orice persoana socialmente activa trebuie sa le
cunoasca cel putin la nivel de utilizator. Aceste schimbéri permanente impun modificari esentiale curriculare
si ale tuturor componentelor procesului educational: ale metodelor de predare-invatare-evaluare, continuturi-
lor, finalitatilor, rolulului actorilor implicati in acest proces etc. Nu intamplator la sfarsitul anilor '60 ai seco-
lului trecut savantul american Philip Coombs in lucrarea Criza mondiald a educatiei [17] determina existenta
unor decalaje functionale intre educatie si alte sisteme sociale, care se exprima prin:

— decalajul dintre oferta (prea micd) si cererea (prea mare) de educatie de calitate;

— decalajul dintre calitatea resurselor umane oferite de educatie si necesititile sociale;

— inadaptarea programelor de invatimant i a metodelor la cerintele societatii;
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— inertia structurilor organizatorice ale sistemelor de Invatamant in raport cu dinamica societatii contem-
porane.

Cercetarile ulterioare au scos in evidenta si alte deficiente majore ale educatiei. Dezvoltarea acceleratd a
stiintei si tehnicii si cresterea exponentiald a informatiei exclude centrarea educatiei contemporane pe forma-
rea spiritului enciclopedic.

Prin definitie si misiune, educatia este orientatd spre elev si student. Conform principiilor educationale ale
secolului al XXI-lea, educatia contemporana este centratd pe elev. Evolutia actuala si viitoare a educatiei si
invatamantului va fi din ce in ce mai marcata de dezvoltarea accelerata si extinderea noilor tehnologii infor-
mationale care afecteaza natura muncii si determina efectuarea anumitor tipuri de munca umana de cétre
automate. Prin urmare, in educatia contemporana:

— rolul stiintelor naturii ar trebui asociat cu cultura stiintifica, ca parte a culturii generale, indispensabila
oricdrui om §i oricarei profesii;

— scopul urmadrit, ca obiectiv general al invatamantului secundar, ar trebui asociat cu formarea nu doar a
unui savant desavarsit, ci si a unei ratiuni complete;

— gandirea libera a elevului, formarea spiritului umanist si intelegerea bogatiei infinite a realitatii sa fie
obiective majore ale invatamantului;

— centrarea pe subiectul care Invatd, dezvoltarea la elevi si studenti a imaginatiei, a capacitatii de previ-
ziune, a spiritului creativ non-standard si axarea pe valori concrete si penetreze procesul si continuturile
educationale;

— modificarile curriculare sa fie racordate la specificul proceselor muncii industriale si la tendintele dez-
voltarii tehnologiilor moderne.

Din aceste puncte de vedere, este importanta pozitia si implicarea profesorului la toate etapele procesului
instructiv-educativ. In alegerea continuturilor de invitare criteriul de bazi va fi insemnitatea temei pentru
formarea culturii si a bazelor pregatirii profesionale la studenti. Abordarea concentrica plaseaza spre centru
continuturile standard si la periferii temele si compartimentele mai putin importante. Standardele la diverse
discipline nu vor fi tratate la fel din punct de vedere conceptual. Insa, la fiecare disciplini se va examina un
standard al rezultatelor invatarii si un standard al predarii.

Pedagogul ceh Jan Amos Comenius (1592-1670), prin opera sa Didactica Magna (1657), este considerat
»intemeietorul didacticii si al capitolelor aferente” [5, p. 130]. Definind didactica drept arta de a invata pe
altii bine, Comenius a aratat ca a invata pe altul inseamna a sti ceva si a face si pe altul s Invete sa stie repede,
placut, temeinic. Mijloacele pe care le propunea erau exemplele, regulile, aplicatiile generale sau speciale,
care tin cont de natura obiectelor si a temelor de Tnvatat, precum si de scopuri. Precursorul educatiei moderne
mentiona: ,,Didactica noastra are drept prora si pupa: s cerceteze si sa gaseascd un mod prin care invatatorii,
cu mai putina osteneala, sa invete mai mult pe elevi...” [7, p.13].

Diverse metode de invatamant sunt descrise in sursele bibliografice [1,6,11,12,19]. Temele abordate in
sectiunile 1 si 2 ale acestui articol sunt aplicabile 1n activitatea cu studentii, iar ideile abordate in sectiunile 3-6
pot fi propuse elevilor de liceu si studentilor primilor ani de studiu in calitate de proiecte de investigatie. In
sectiunea a 7-a sunt propuse materiale pentru organizarea activitatii independente la geometria analitica.
Similar pot fi structurate sisteme de probleme si la alte compartimente ale matematicii.

1. Rolul metodelor bazate pe experienta de simulare

Pentru nivelurile prescolar si al claselor primare cea mai dificila problema a didacticii matematicii este
formarea conceptelor matematice de baza. Lucrarile practice si de laborator sunt forme importante de organi-
zare a procesului de pregatire a viitorilor educatori si invatatori pentru formarea reprezentarilor matematice
la prescolari si la elevii claselor primare. Ele sunt orientate spre confirmarea experimentala a tezelor teoretice
si spre formarea abilititilor practice de lucru cu copiii. In majoritatea cazurilor, lucrarile de laborator contin
sarcini cu caracter investigational destinate activitatii experimentale de cercetare si studierii literaturii stiinti-
fice suplimentare. Inainte de executarea lucrarii practice sau de laborator studentul ia cunostinta de scopul si
sarcinile formulate pentru a selecta corect materialul teoretic necesar. Forma desfasurarii lucrarilor de labora-
tor depinde de numarul de studenti in grupa, de continuturile abordate, de volumul lor etc. Una dintre formele
eficiente de organizare a lucrarilor practice si de laborator este repartizarea in grupuri de cercetare. Grupa
academica poate fi divizata n 2-4 grupe mai mici, care se pregitesc separat si in cadrul lucrarii de laborator
se lanseaza in dezbateri, discutii, analizand ulterior care sunt cele mai bune concluzii si experiente valorificabile.
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Expunem in continuare un exemplu de organizare a lucrarii de laborator la tema Particularitdtile de for-
mare la copii a reprezentarilor despre relatii binare i proprietatile lor.

Executarea lucrarii de laborator trebuie sa succeada unei activitati de verificare a cunostintelor teoretice la
tema pe urmatoarele subiecte:

1. Rolul comparatiei in studierea relatiilor si a proprietatilor lor. Particularitatile de formare la copii a
priceperilor de a compara obiecte.

2. Importanta ordondrii in serie a obiectelor la studierea relatiilor si a proprietatilor lor. Particularitatile de
formare la copii a priceperilor si deprinderilor necesare pentru a ordona multimi de obiecte.

3. Clasificarea ca mod de studiere a relatiilor si a proprietatilor lor. Particularitatile de formare la copii a
priceperilor si deprinderilor necesare pentru a clasifica obiectele unei multimi.

Pentru lucrarea de laborator fiecare grupa pregateste seturi de figuri geometrice diferite: triunghiuri, patrate,
dreptunghiuri, cercuri de diferita marime, culoare (cate 5 de fiecare tip). Aceste figuri vor fi utilizate in cadrul
activitatii de laborator pentru a solutiona un sir de probleme.

4. Fiecare grup va elabora 3-4 exercitii-jocuri pentru copiii prescolari de diferita varsta si va trebui sa
argumenteze cum au fost alesi destinatarii. Grupul se va pregati pentru demonstrarea practica a acestor jocuri
tuturor colegilor.

5. Fiecare grup va elabora cate 2 exercitii care demonstreaza cum se realizeaza clasificarea dupa proprie-
tati compatibile §i proprietéti incompatibile.

6. Se solicita ca studentii sa ordoneze urmatoarele exemple de clasificare a figurilor din punctul de vedere
al cresterii gradului de dificultate:

* Separati figurile astfel incat impreuna ele sa fie asemenea.

+ In cutia mare puneti figurile mari, iar in cea mica figurile mici.

* Distribuiti fundite papusilor, astfel incat culorile funditelor sa corespunda culorilor rochitelor papusilor.

7. Sa elaboreze scenarii ale unor jocuri didactice pentru aplicarea clasificarii dupa doua criterii compati-
bile: denumirea jocului; scopul; materialele necesare; algoritmul de executare a etapelor jocului. Sa prega-
teascd materialele necesare si sa fie gata sa demonstreze intregii grupe cum se desfasoara jocul.

Unul dintre mijloacele de baza de formare a competentelor matematice este rezolvarea de probleme. Proble-
mele au roluri multiple in procesul educational inca din clasele primare, dar vom mentiona importanta lor in
asimilarea de catre elevi a cunostintelor teoretice si familiarizarea lor cu tipurile de activitati aferente rezol-
varii unor tipuri de probleme. Realizarea acestui scop este posibila, daca profesorul (invatatorul) va propune
spre examinare §i rezolvare sisteme de probleme care acopera tot spectrul de caracteristici ale algoritmilor si
regulilor de operare, ale notiunilor, definitiilor, axiomelor, teoremelor studiate. Cerinte fatd de sistemele de
probleme pentru fiecare dintre aceste activitati le putem gasi in [18, p.69-70]. Un sistem de probleme bine
structurat utilizat in procesul de predare va reflecta in mare parte continutul probei de evaluare formativa la
tema studiatd. Vom accentua necesitatea antrenarii studentilor de la specialitatile respective n procesul de
compunere a acestor sisteme de probleme in cadrul lucrarilor practice si de laborator. Expunem in continuare
un exemplu de lucrare practica la tema Problemele matematice. Clasificarea problemelor matematice.
Metode de rezolvare a problemelor aritmetice in clasele primare.

Executérii lucrarii de laborator 1i vor precede activitati de pregatire:

1. Vor fi evaluate cunostintele studentilor cu privire la:

« Criteriile de clasificare a problemelor matematice; procedeele de explorare in procesul de rezolvare a
problemelor; algoritmii de rezolvare a problemelor standard si non-standard.

» Metodologia de rezolvare a problemelor de aritmetica studiate in clasele primare si specificul activitatii
de insusire de catre elevi a metodelor de rezolvare: metoda graficé (figurativd); metoda comparatiei; metoda
falsei ipoteze; metoda mersului invers; metoda inlocuirii; metoda reducerii la unitate; metoda rapoartelor si
proportiilor; metoda regulii de trei simpla; metoda regulilor amestecurilor.

» Alcatuirea schemelor continutului diverselor tipuri de probleme; cerinte fata de rezolvarea problemelor
prin diferite metode.

2. Studentii vor fi repartizati In grupuri mai mici si fiecare grup va primi sarcini de a selecta probleme si
a le ordona 1n sisteme structurate in aga mod, Incat sa asigure formarea unei notiuni, insusirea de catre elevi a
definitiei notiunii, constientizarea proprietatilor notiunii studiate.

3. Studentii vor examina independent posibilitatea de a compune probleme care se rezolva prin metodele
enumerate mai sus aferente notiunii studiate §i se vor pregiti pentru a prezenta setul de probleme alcatuit
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impreuna cu argumentarile de rigoare privind imposibilitatea de a compune probleme respective pentru utili-
zarea celorlalte metode.

2. Rolul modelirii problemelor compuse

Modelul este sau o materializare a unei activitati mintale, sau o idealizare a unei activitati, a unui fenomen
natural sau social. O problema concreta reprezinta un model al unor situatii concrete sau posibile. Orice
problema contine datele initiale, care se considera cunoscute, si scopul final. Rezolvarea problemei consta in
stabilirea unui lant bine ordonat de relatii concrete dintre datele initiale si elementele finale necunoscute.
Acest lant de relatii formeaza metoda sau algoritmul de rezolvare a problemei. Problema poate fi rezolvata
prin mai multe metode. A rezolva problema inseamna a crea o metoda de rezolvare a ei. Producerea unui lant
de relatii dintre anumite elemente este 0 materializare a activitatilor mintale. Capacitatea de a explora datele
initiale si de a valorifica oportunitatile pentru rezolvarea problemei este un produs al procesului educational,
al deprinderilor si cunostintelor acumulate. Momente si diverse situatii in procesul rezolvirii problemelor
matematice au fost descrise de G.Polya in [13-15].

Papirusul Rhind, scris cu aproximativ 5 mii de ani in urma, papirusul din Moscova, papirusurile egiptene
si tabelele babilonene stravechi demonstreaza convingator ca matematica mereu propunea metode efective de
rezolvare a problemelor cotidiene ale timpurilor respective. Lipsa limbajului matematic nu permitea descrie-
rea metodelor de rezolvare la forma generala: fiecare problema concreta descria un caz particular, dar se sub-
intelegea ca cuprinde toate cazurile posibile de acest tip. Insa, analogia a fost si este un procedeu eficient si
frecvent prezent in stiinta, tehnica, arta etc. Analogia si cunostintele acumulate dezvolta intuitia care, impreuna
cu inspiratia, dau nastere ilumindrii — moment culminator al aparitiei solutiei.

Limbajul matematic, dezvoltat in secolele XV-XVII, a permis formularea i fundamentarea legitatilor ma-
tematice la cele mai generale forme. Orice problema concreta contine in sine modelul unor situatii generale.
Din aceasta cauza, problemele concrete rezolvate trebuie sa contind ideile si etapele cazului general.

Activitatea de rezolvare a problemelor compuse si la care datele initiale pot fi schimbate urmareste sa
trezeascd motivatia invatarii, s dezvolte rationamentul logic si modalitati de abordare a problemelor, sa
creeze noi cdi de rezolvare, sd fie constientizate mai profund relatiile matematice si sa fie depasite unele
blocaje in gasirea solutiilor.

Acest principiu este 1n corelatie directd cu metoda problematizarii, metoda descoperirii $i CU metoda Tnva-
tarii prin actiune. Complexitatea problemelor este in corelatie cu dezvoltarea gandirii, imaginatiei, Cu atrac-
tivitatea pentru aplicatii. In particular, problemele compuse si problemele generale:

— contribuie la formarea structurilor intelectuale logice;

— formeaza capacitatea de a investiga valoarea de adevar a enunturilor matematice;

il motiveaza pe elev (student):

— sa construiasca modele plecand de la probleme si reciproc;

— sd manifeste perseverentd si gandire creativa,

— sa cunoasca aplicatiile teoriei in practica.

Modelarea este o forma puternica de invatare umana. Pentru ca modelarea sa aiba succes, profesorii trebuie:

— sa formeze capacitati de a rezolva diferite probleme;

— sa dezvolte la elevi (studenti) imaginatia, forta de gandire in viitor si capacitatea de a vedea in particu-
lar tendinta generala.

Metoda modelirii stimuleaza curiozitatea si dezvolti motivatia invatarii. In acest aspect sunt binevenite
problemele cu continut de optimizare.

3. Functii si modele

Problema de programare matematica este o problema de maximizare (sau minimizare) a unor functii de
mai multe variabile, numite functii obiectiv (sau functii scop, sau functii de eficienti), ale caror variabile
satisfac un sistem de restrictii exprimat prin egalitati si inegalitati. Modelul unei probleme de programare
matematica consta in determinarea valorilor maximale ale functiilor

Vi = fi(Xe, X2, Xn), 1 €£1,2,...,k},

in conditiile Qj(X1,Xz,....Xn) @j 0, wj € {<, 2, =}, ] €{1,2,...,m}.

Nota. Simbolul w;pentru fiecare j este o relatie de ordine bine determinata. Prin urmare, expresia gj(X1,Xa,...,Xn)
w; 0 are una dintre formele: gj(Xy,Xz,...Xn) <0, gj(X1,Xz,....Xn) =0, gj(X1,Xz,...,.Xn)=0.
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Prezentam cateva exemple concrete.

1. Pentru functia y = ax’+bx+c in cazul a < 0 (respectiv, a > 0) valoarea maxima (respectiv, valoarea
minima) se determina pentru X = -b/2a. Acest fapt se exploateaza cu succes la rezolvarea multor probleme de
extrem.

2. Prezentul depinde de trecut. Prin urmare, trecutul influenteaza viitorul. Starea atmosferica (timpul) T
depinde de valorile Xy, X,,..., X, ale anumitor parametri. Prin urmare, T = F(Xy, X, ... , X;). Functia T este
foarte complicata si se studiaza prin diverse metode numerice. Din aceastd cauza, prognoza meteo exacta
este dificild. Diverse modele cauzale sunt descrise in [7].

3. Teoria functiilor continue gaseste aplicatii profunde si diverse in geometrie.

4. Ariile sunt determinate pentru figuri plane cvadribile, in particular — pentru figuri poligonale (care se
descompun 1n sume de triunghiuri).

Fie | o dreapta si F o figura situate in planul dat. Dreapta | descompune acest plan in doua semiplane.
Intersectiile acestor semiplane cu figura F se vor nota cu F+(l) si F-(I). Vom spune ca dreapta | descompune
figura F in parti egale, daca sunt egale ariile figurilor F+(I) si F-(I). Tot in asa mod doua drepte concurente |,
h vor descompune figura F in patru parti.

Teorema 3.1. Fie h o dreapta si F o figurd cvadribild marginita. Atunci exista o dreapta | paralela la dreapta
data h care descompune figura F in parti egale.

Demonstratie. Fixam in plan un sistem de coordonate cartezian, pentru care axa ordonatelor Oy coincide
cu dreapta data h, iar figura F este situata in patratul ABCD, pentru care A = O(0,0) si C(a,a) sunt varfuri opuse.
Fie I(x) dreapta ce trece prin punctul M(x,0) paralel la axa ordonatelor. Notim cu F*(x) partea din dreapta a
figurii F fatd de dreapta I(x). Fie f(x) aria figurii F*(x) si q aria figurii F. Functia f(x) satisface urmitoarele
proprietati:

— functia f(x) este monoton nedescrescatoare: f(u) <f{v) pentru u <v;

f(x) = 0 pentru x <0;
f(x) = q pentru x > a;
functia f(x) este continua.

Conform teoremei Bolzano-Cauchy despre valori intermediare, exista o valoare x = ¢ pentru care f(c) = g/2.
Teorema este demonstrata.

Cu ajutorul functiilor de doua variabile in mod similar figura poligonala F poate fi divizatd cu doud drepte
reciproc perpendiculare in patru parti cu arii egale.

Nota: Daca figura este un poligon, atunci dreapta | din Teorema 3.1. este unica. Pentru suma a doua poli-
goane care nu se intersecteaza aceastd dreapta poate sa nu fie unica. Daca aceasta dreaptd nu este unica, atunci
existd o infinitate de asemenea drepte. Diverse variante de pozitionare a dreptei si figurii sunt prezentate in
figurilel-3.

Fig.1. Fig.2. Fig.3.
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4. Problema isoperimetrica
Examinam numai figuri plane. Pentru linii frante se determina lungimea. Curbele plane pot fi ,,aproximate”
cu linii frante. Supremul lungimilor liniilor frante inscrise in curba datd £ se numeste lungimea curbei si se

va nota cu I(£). Calculul limitelor poate fi efectuat cu ajutorul metodei epuizarii (in latina — methodus

exaustionibus).

Figura marginitd de o linie franta inchisd simpla se numeste poligon simplu sau poligon. Poligonul compus
este marginit de un numar finit de linii frante inchise fara puncte comune. Mai general, se pot considera supra-
fete poligonale definite ca reuniuni finite de poligonale simple.

Figura F se numeste convexa, daca ea contine segmentele cu extremitati ce apartin figurii F. Orice poligon
convex este un poligon simplu. Suprafata poligonala se descompune intr-un numar finit de triunghiuri care,
luate cate doud, au parti interioare disjuncte. In particular, printr-o inductie finita dupa numarul laturilor n se
demonstreazi ca un poligon convex cu n laturi se descompune in n—2 triunghiuri. In consecinta, daca poligonul
cu n laturi este descompus in o suma din K triunghiuri, atunci £ > n-2.

Exista diverse lucrari in care la nivel elementar se prezinta lungimea curbelor si aria figurilor. Multe din
acestea sunt accesibile si elevilor [3,4,9,10].

Fixdm un segment € ca unitate de masura a lungimilor segmentelor. Vom spune ca e este unitatea de ma-
sura liniard. Numim unitate de masura a ariilor un patrat Py de laturd e. Se spune ca este datd o masura a
ariilor poligoanelor cu unitatea de masura liniara e, daca pentru orice poligon P este definit un numar pozitiv
S(P) cu proprietatile:

1) Daci poligoanele P si Q sunt congruente, atunci S(P) = S(Q).

2) Daca poligonul P este suma poligoanelor Py, P,, ..., P,, cu interioare disjuncte, atunci S(P) = S(P,) +
S(Py) +...+ S(Py).

3) S(Po) = 1.

Functia S(P) se numeste functie arie. Daca unitatea de masura Py este fixata, atunci exista o singura functie
arie [4]. Metoda epuizarii permite sa definim aria pentru figuri cvadribile [3]. Figura F poate fi numita figura
cvadribild, daca pentru orice & > 0 exista doud poligoane P si Q astfel incat PCF < Q si S(Q) — S(P) <.

Daca segmentul e este unitatea liniard data, atunci acest segment va fi i unitate de masura si a lungimilor,
si a ariilor, si a volumelor. Cu alte cuvinte, lungimea, aria si volumul se vor masura cu una si aceeasi unitate
de masura liniara.

Problema 4.1. Fie a, b, ¢, d lungimile laturilor unui patrulater. Aratati ca dintre toate patrulaterele cu latu-
rile de aceste lungimi cel care are aria maxima este patrulaterul inscriptibil.

Fie K o clasa de figuri geometrice. Admitem ca orice figura F din K este determinata de parametrii g1,0s, ...,¢m-
Admitem ca f(F) este o functie. O problema de maximizare sau minimizare a functiei f cu anumite conditii
asupra variabilelor qy,qy, ...,qm se numeste problema extremala geometrica.

Sunt cunoscute diverse probleme extremale geometrice.

Problema 4.2. Fie K, clasa tuturor figurilor geometrice plane marginite de curbe de lungimea 2p. Cu K,
notam totalitatea figurilor din K, care formeaza poligoane cu n laturi. Determinati in aceste clase figuri cu
aria maximala.

Aceastd problema se numeste problemd isoperimetricd si a aparut in anticitate. In poemul lui Publius
Vergilius Maro este descrisa legenda problemei isoperimetrice a reginei Didona [5].

Solutie pentru clasa K, este cercul, iar pentru clasa K, este un poligon regulat. Una dintre primele de-
monstratii a fost propusa inca in antichitate de Zenodorus [5]. Rezolvarea ei pentru clasa K,, este elementara
si se reduce la examinarea unor relatii in triunghi.

Problema 4.3. Fie T,, clasa triunghiurilor cu baza a si perimetrul 2p. Demonstrati ca triunghiul isoscel
din T,peste figura cu aria maximala in aceasta clasa.

Rezolvare. Admitem ca baza a = 2m = BC a triunghiului ABC este situata pe axa Ox, originea O este
mijlocul bazei si varful A are coordonatele (x,h), h > 0. Notam q=b+c=2p-a. Fixdm marimea h > 0 a Tnaltimii

triunghiului ABC. Admitem ca X > 0, B(-m,0) si C(m,0). Atunci b=4/h? +(Mm—x)? si c=4/h? +(Mm+Xx)?.

Pentru x=0 obtinem b=c=+/h? + m? . Examinam functia f(X)=\/h2 +(m+x)° +\/h2 +(m—x)* . Functia
f(x) este nenegativa si atinge valoarea minima pentru x=0. Pentru x = 0 triunghiul este isoscel. Acest fapt
rezolva problema 4.3.

176


http://ro.wikipedia.org/wiki/Limba_latin%C4%83

’

Seria “Stiine ale educatiei’
Pedagogie ISSN 1857-2103

Problema 4.4. Fie T, clasa triunghiurilor cu perimetrul 2p, adica 2p = a+b+c. Demonstrati ca triunghiul
echilateral din clasa T, este figura cu aria maximald 1n aceasta clasa.

Rezolvare. Afirmatia din problema este o consecintd a problemei precedente. Sa prezentam o solutie
elementara, folosind inegalitétile de tip Cauchy.

. .. . . . . X+y+12
1. Fie x,y,uVv marimi nenegative. Atunci X+y>2.,/Xy si x+ty+u+v>44/Xyuv. Deci, Xry+z_

X+Yy+1z

X+y+z2+—>"—
/ X+y+z . . X+y+12 [y ; ititi
4 3 >4 xyz+ §1, prin urmare, + =>3/XyzZ . Acestea sunt inegalitatile

Cauchy.
2. Conform formulei lui Heron, aria triunghiului S=\/p(p—a)(p—b)(p—c). Din inegalitatea lui

Cauchy obtinem p=(p-a)+(p-b)+(a+b-p)>3 3\’/( p—a)(p—b)@@a+b—p). Deci, p*>27(p-a)(p-b)(a+b-p).

Prin urmare, S=./p(p-a)(p-b)(p—c)= =Jp(p—a)(p—b)(a+b—p)iwfpg—;=%2x/§. Pentru

2
a=b=c vom avea egalitatea S= % -\/3 . Prin urmare, orice triunghi echilateral este solutie a problemei.

Problema 4.5. Fie D, clasa paralelogramelor cu semiperimetrul p, adica p = a+b. In clasa D, determinati
figurile cu aria maximala.

Rezolvare. Se stie ca S = ab-sin a, unde o este unghiul dintre laturile megiese ale paralelogramului. Daca
paralelogramul va fi o solutie a problemei, atunci unghiul a va fi drept si S = ab = a(p-a) = - a*+ap. Valoa-
rea maximala se obtine pentru a = b. Prin urmare, patratul este solutie a problemei.

Rezolvarea Problemei 4.2 pentru clasa K,,. Fie F o figura din clasa Kg,. Notam cu A, A,, ..., A, varfu-
rile poligonului F.

In primul rand, observam ca orice unghi interior este ascutit. In caz contrar, usor se construieste un poligon P
din K, de o arie mai mare.

Din Problema 4.3 obtinem ca laturile poligonului F sunt egale, daca F este o solutie.

Daca F este o solutie, atunci prin orice varf trece o unica axd de simetrie. Prin urmare, toate unghiurile
interioare sunt egale si F este un poligon regulat.

Din solutia Problemei 4.2 pentru clasa K,, grecii antici au conchis cd cercul este solutie a Problemei 4.2
pentru clasa K. Cu acest scop Zenodorus demonstreaza:

Teorema 4.1. Cercul are o arie mai mare decat orice poligon cu acelasi perimetru.

Mentiondm urmatoarea teorema.

Teorema 4.2. Fie a, b, ¢, d lungimile laturilor patrulaterului ABCD si 2p=a+b+c+d. Urmatoarele afir-
matii sunt echivalente:

1. Aria S(ABCD)=,/(p—a)(p-b)(p—c)(p—d).

2. Patrulaterul ABCD este inscriptibil.

Teorema 4.2 a fost demonstrata de Brahmagupta, matematician si astronom indian al secolului al VII-lea.
Principala lucrare a lui Brahmagupta, Brahmasphuta-siddhanta (Deschiderea Universului), scrisa in anul 628,
contine cateva idei remarcabile, incluzand rolul matematic al lui zero, reguli de folosire a numerelor negative
si pozitive, o metoda pentru calcularea radacinilor patratice, metode de rezolvare a ecuatiilor liniare si a unor
patratice, reguli de calcul pentru sumele seriilor. Daca consideram A = D si d = 0, atunci din formula lui
Brahmagupta obtinem formula lui Heron despre aria triunghiului.

5. Relatii in triunghi

Prezinta interes urmatoarele probleme.

Problema 5.1. Fie R raza cercului circumscris si r raza cercului inscris in triunghiul cu aria S.

5.1.1. Daca marimea R este fixatd, determinati conditia pentru care marimea r este maximald. (Raspuns:
rmax = R/2, triunghiul este echilateral).
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5.1.2. Daca marimea r este fixatd, determinati conditia pentru care marimea R este minimald. (Raspuns:
Rmin = 2r, triunghiul este echilateral).
5.1.3. Dacad marimea R este fixata, determinati conditia pentru care marimea S este maximala. (Raspuns:

45,x=3 \/5 R, triunghiul este echilateral).

Indicatie. De aplicat formula lui Euler d* = R(R-r), unde d este distanta dintre centrele cercurilor inscrise
si circumscrise la triunghiul dat.

Problema 5.2. In ce conditii existd un triunghi ABC in care inaltimile se raporta ca m:n:q?

Rezolvare. Vom avea h,:h,:h, = S/a:S/b:S/c = 1/a:1/b:1/c. Un asa triunghi exista daca si numai daca exista
un triunghi cu laturile 1/m, 1/n, 1/q.

6. Relatii in poliedre convexe

Fie P un poliedru convex. Notdm cu f numarul fetelor, cu m numarul muchiilor, cu v numarul varfurilor,
cu f3, Ty, fs, ... numarul fetelor cu 3, 4, 5,... muchii respectiv, cu Vs, Vy, Vs,... numarul varfurilor din care pleaca
3,4, 5,... muchii respectiv.

Poliedrul P se numeste topologic regulat, daca este convex, toate fetele au acelasi numar de muchii si din
fiecare varf pleaca acelasi numar de muchii (fete).

Poliedrul P se numeste regulat, daca P este topologic regulat si toate fetele sunt poligoane regulate.

In poliedrul regulat P toate unghiurile diedre sunt congruente si toate unghiurile poliedre de la varfuri sunt
congruente. Poliedrele regulate se numesc figurile lui Platon, care a stabilit ca exista numai cinci poliedre
regulate: tetraedrul cu 4 fete, hexaedrul cu 6 fete, octaedrul cu 8 fete, dodecaedrul cu 12 fete si icosaedrul cu
20 fete.

Problema 6.1. Demonstrati c¢d au loc inegalitatile:

6.1.1. 2m = 3f3+ 4f,+ 5f5 +....

6.1.2. 2m = 3vs+ 4 v, + 5vs +... .

6.1.3.m + 6 <3f<2m.

6.1.4.m+ 6 <3v<2m.

6.1.5. In poliedrul regulat cu f fete cu p muchii si q muchii ce pleaca dintr-un varf vom avea pf = 2m si
qv =2m.

6.1.6. f +v—m =2 (Teorema lui Euler).

Rezolvare. Pentru a demonstra afirmatiile 6.1.1-6.1.5, este suficient sd observam ca:

A. Fiecare muchie apartine numai la doua fete.

B. Fiecare muchie contine doua varfuri.

C. Orice poliedru regulat este convex.

Pentru a demonstra afirmatia 6.1.6, vom cerceta descompuneri speciale ale poligoanelor.

Fie IT un poligon convex. Se numeste iarta pe poligonul IT o totalitate T de poligoane C,, C,,...,C, cu
proprietatile:

— [T este suma a poligoanelor Cy, C,,...,Cy;

— doua poligoane diferite C;, Cj sau nu se intersecteaza, sau au numai un varf comun, sau au un numar
finit de laturi comune.

Pentru orice harta T a poligonului TT numarul ¢(T) = s + v - |, unde s este numarul de poligoane, v este
numarul de varfuri si | este numarul de laturi ale poligoanelor din T, se numeste numdrul lui Euler al hartii.

Sa examinam doua modificari ale hartilor.

Modificarea 1. Fixam o laturd b a hartii T. In interiorul laturii b fixam un punct B.

Punctul B imparte latura b in doua segmente by, b,. Dacé la varfurile din T addugdm si B ca un varf nou,
iar latura b se inlocuieste cu by si b,, atunci obtinem o hartd noua T '. Vom avea e(T") = e(T).

Modificarea 2. Fixam doua varfuri diferite V, W ale unui poligon C al hartii T.

Poligonul C se descompune in doui poligoane si franta § este partea comuni a lor. In rezultat obtinem o
harta noua T'. Vom avea e(T") = e(T).

D. e(T) = 1 pentru orice harta T a poligonului IT.

Cea mai simpla harta Ty a poligonului IT este formata din unicul poligon I1. Pentru aceasta harta afirmatia
D este adevarata. Fie Ty, T, doua harti ale poligonului IT. Punctele de intersectie ale laturilor din T, cu laturile
din T, se adauga ca varfuri comune la ambele harti. Cu ajutorul acestor laturi efectuam modificari de tipul 2
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la ambele harti. In rezultat obtinem o noud harta T, in care orice poligon este intersectia unui poligon din T;
si a unui poligon din T,. Deoarece T se obtine in rezultatul modificarii multiple a hartii T;, vom avea e(T) =
e(T,). De asemenea, e(T) = e(Ty).

Prin urmare, e(T,) = e(T,) = e(To) = 1. Afirmatia D este demonstrata.

Demonstratia afirmatiei 6.1.1. Fie P un poligon convex. Fixam o fatd. Cu ajutorul proiectiei centrale
toate celelalte fete ale poligonului P se proiecteaza intr-o harta T a poligonului F. Conform constructiei, e(T) =
(f-1) + v—m. Deci, din afirmatia D obtinem (f -1) + v—m=1. Asadar, f+v—-m =2,

Hatrtile pot fi construite si pe suprafete. Cu acest scop pot fi introduse poligoane curbilinii. Fiecare poligon
se descompune in triunghiuri. Deci, putem examina harti triunghiulare curbilinii. Fie T o harta din triunghiuri
curbilinii a unei suprafete S. Notam cu Vy, V,, ..., Vy, varfurile din T. Exista in spatiu asa puncte Wy, W,, ..., Wy,
incat:

— orice trei puncte diferite din Wy,W,,..., Wy, nu sunt coliniare;

— orice patru puncte diferite din Wi,W,,..., W, nu sunt coplanare.

Vom spune ca punctele W;,W,, ..., W, sunt in pozitie generala. Trei puncte W;, Wj, W sunt marcate, daca
punctele cu indici respectivi V;, Vj, Vi sunt varfuri ale unui triunghi curbilinii din T. Triplele marcate formeaza
triunghiuri. Aceste triunghiuri formeaza o noua harta rT , care se va numi realizarea liniara a hartii T. Realizarea
T formeaza o noud suprafata rS, care se va numi realizarea liniara a suprafetei S. Vom avea ca e(T) = e(rT).
Aceasta permite sa calculam numarul lui Euler al suprafetelor. Deci, in aga mod pot fi organizate investiga-
tiile pe diverse teme de cercetare [2,3,9,10, 14-16].
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