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SIMETRIA DESCOMPUNERILOR REGULATE ALE SPAŢIULUI GEOMETRIC 

PONDERAT CU ÎNCĂRCĂTURĂ „FIZICĂ”  

Alexandru LUNGU  

Catedra Algebră şi Geometrie 
 
In the present paper are studied the mixed transformations of geometric space well-balanced by scalar or orientated 

“physical” load.  Are determined the conditions in which one mixed transformation is or exactly transformation of 
P − symmetry,  or exactly transformation of  P − symmetry,  or exactly transformation of pW − symmetry,  or exactly 

transformation of qW −  symmetry.   
 
 
1. Teoria grupurilor s-a impus de mai mult timp ca un instrument foarte eficient de cercetare a celor mai 

dificile probleme din fizică şi matematică. Dezvoltarea rapidă a metodelor teoriei grupurilor pe parcursul 
secolului XX, stimulată de descoperiri noi, a transformat conţinutul teoriei simetriei clasice şi a lansat-o la un 
nivel calitativ nou. Trecerea de la grupurile cristalografice de simetrie clasică la grupurile cristalografice ale 
diferitelor simetrii de coloraţie generalizate a deschis posibilităţi şi orizonturi noi atât în domeniile aplicaţii-
lor lor în diferite ramuri ale ştiinţelor naturale şi artelor, cât şi în însăşi teoria generală a grupurilor. 

Scopul cercetării efectuate în această lucrare este: în primul rând, de a determina toate cazurile posibile de 
structură concretă a transformărilor mixte ale spaţiului geometric ponderat cu încărcătură „fizică” scalară sau 
cu încărcătură „fizică” orientată; în al doilea rând, de a găsi condiţiile în care o transformare mixtă este nu 
altceva decât o transformare de simetrie generaliză de un anumit tip. 

2. Fie dat un spaţiu geometric S  de curbură constantă descris de către grupul discret de simetrie G . 
Grupul G  descompune spaţiul S  în domenii fundamentale iS . Este evident că { }i i

i I

S S S
∈

= =U , unde I   

este o mulţime de indici de puterea egală cu ordinul grupului G . De asemenea, este dată o mulţime finită 
{1,2,..., }N m= , unde „indicii” r N∈  sunt nişte calităţi omogene de natură fizică (faze ale aceluiaşi fenomen). 

Considerăm un grup tranzitiv de substituţii P  pe mulţimea dată N . Fie Q  un divizor normal al grupului P , 
care împarte mulţimea N  în t  submulţimi dizjuncte jU  a câte k  „indici” fiecare: 1 2 ... ,tN U U U= ∪ ∪ ∪  
unde kt m= . Menţionăm că subgrupul Q  este tranzitiv pe fiecare din submulţimile jU . 

Vom atribui fiecărui punct interior iM  al domeniului iS  (pentru fiecare i I∈  fixat) cel puţin un „indice” 

ir  din mulţimea considerată N . Dacă tuturor punctelor interioare iM  ale aceluiaşi domeniu fundamental iS  
li se atribuie acelaşi ansamblu 1 2{ , ,..., }j kU r r r=  de „indici” din mulţimea N , atunci repartizarea respectivă 
vom numi-o uniformă. Astfel, spaţiul geometric S  de curbură constantă se transformă într-un spaţiu cu 
încărcătură, pe care îl vom numi spaţiu geometric uniform ponderat „fizic” cu ponderea completă N. Mai 
mult, din descompunerea regulată a spaţiului { }iS S= , generată de grupul discret de simetrie clsică G , se 
obţine o descompunere regulată a spaţiului geometric uniform ponderat „fizic” ( )NS  [1,2].  

Transformările mixte g%  ale spaţiului ponderat ( )NS  sunt mai complexe decât transformările de simetrie 
clasică ale spaţiului iniţial neponderat S . Ele includ în sine atât informaţia despre transformarea propriu-zisă 
a punctelor, cât şi informaţia despre transformarea (schimbarea) „indicilor” ir , localizaţi în punctele interi-
oare ale domeniilor fundamentale iS . Cu alte cuvinte, transformarea g%  este compusă din două componente: 
una pur geometrică g  de simetrie clasică, care acţionează direct asupra punctelor ,M  şi alta w  ce include în 
sine legea de schimbare totală sau parţială a „indicilor” [3,4].  

Transformările mixte g%  ale spaţiului uniform ponderat ( )NS  cu pondere scalară sunt formate din două 
componente independente: transformarea pur geometrică g  care acţionează numai asupra punctelor M  şi 
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legea w  de schimbare a calităţilor – indici localizaţi în M . Sunt posibile două cazuri: 1) domeniul de acţiune 
a legii de schimbare a „indicilor” este global (în toate punctele „indexate” ale spaţiului ponderat ( )NS  acţio-
nează aceeaşi substituţie p  a „indicilor”): g gp=% ; 2) domeniul de acţiune a legii de schimbare a „indicilor” 
este local  (pentru punctele diferitelor domenii fundamentale, în general, există substituţii diferite): g gw=%  [3].   

Spre deosebire de cazul ponderii scalare, în cazul ponderii orientate transformările mixte g%  sunt formate 
din două componente ce joacă roluri diferite: componenta geometrică g acţionează şi asupra punctelor, în 
care sunt localizaţi „indicii”-calităţi, şi asupra acestor „indici” conform unei legi date în prealabil ce nu 
depinde de puncte, iar componenta a doua descrie o transformare suplimentară-compensatoare a „indicilor”. 
În general, componentele acestor transformări mixte de simetrie generalizată g%  nu sunt comutative. Şi în 
acest caz sunt posibile două subcazuri: 1) domeniul de acţiune a legii de schimbare a „indicilor” este global: 
g pg=% ; 2) domeniul de acţiune a legii de schimbare a „indicilor” este local: g wg=%  [4].    

3. Vom analiza succint subcazul când schimbarea „indicilor” este determinată de aceeaşi substituţie p  
dinr-un grup tranzitiv de substituţii P  pe mulţimea finită de „indici” N , adică când domeniul de acţiune a 
legii de schimbare a „indicilor” este global.  Dacă „indicii” r  din mulţimea finită {1,2,..., }N m=  reprezintă 
nişte calităţi omogene de natură fizică ce poartă un caracter scalar (temperatură, presiune, densitate etc.), 
atunci transformarea mixtă g pg gp= =%  a spaţiului ( )NS , numit spaţiu geometric uniform ponderat „fizic” 
cu ponderea scalară ,N  este nu altceva decât o transformare de P -simetrie Zamorzaev [5]. Menţionăm, că 
transformarea g gp=%  este transformare de P − simetrie (transformare de cvasisimetrie, definită de grupul de 
substituţii P ) dacă ea este o transformare izometrică a spaţiului „indexat” ( )NS  care aplică fiecare punct 

„indexat” ( , )M i  în punctul „indexat” ( ', ),iM k  astfel încât substituţia 
1 2

1 2 ...
... m

m
p

k k k
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 este un element din 

grupul P  (a se compara cu [5]).  
Totalitatea componentelor geometrice g  ale transformărilor g gp=%  din grupul ( )PG  de P -simetrie 

formează grupul G , numit grup generator pentru ( )PG , iar totalitatea ( )' { | }PP p gp G= ∈  este un subgrup 
al grupului considerat P . Grupul de substituţii fixat iniţial, cu ajutorul căruia se defineşte transformarea de 
P -simetrie, se numeşte grup de definire pentru ( )PG . Vom menţiona, că grupurile de P-simetrie ( )PG  sunt 
subgrupuri ce verifică anumite condiţii ale produsului direct al grupului generator G  cu cel de definire P :  

( )PG ≤ G P× .  
Diferite aspecte ale teoriei grupurilor de simetrii generalizate (ce se includ în calitate de cazuri particulare 

în schema de clasificare a P-simetriilor) şi aplicaţiile lor în diferite domenii ale ştiinţelor naturale au fost 
abordate în diferite perioade de timp de numeroşi savanţi din Rusia, Iugoslavia, Uniunea Europeană, SUA, 
India şi alte ţări, care au contribuit substanţial la dezvoltarea teoriei unor tipuri de grupuri (a se vedea biblio-
grafia din [6-8]). 

Teoria generală a grupurilor de P-simetrie (inclusiv clasificarea lor pe tipuri, elaborarea metodelor 
generale de deducere din grupurile date iniţial P  şi G , elaborarea diferitelor niveluri de clasificare a înseşi 
P-simetriilor, deducerea concretă a grupurilor de anumite tipuri diferite pentru unele P-simetrii concrete  
din unele categorii de grupuri cristalografice G  în calitate de grupuri generatoare, de asemenea, aplicarea 
grupurilor de anumite P-simetrii concrete la descrierea grupurilor multidimensionale de simetrie de anumite 
categorii) au constituit obiectul de studiu pe parcursul ultimelor patru-cinci decenii pentru unii membri ai 
şcolii ştiinţifice de geometrie discretă şi cristalografie matematică fondate de A.Zamorzaev (a se vedea 
bibliografia din [6-9,10,11]).  

Fie că „indicii” r N∈  sunt nişte calităţi omogene de natură fizică ce posedă orientaţie (de exemplu, 
vectori cu module egale). În rezultatul „indexării” spaţiului geometric considerat S  cu pondere orientată 
vom obţine un spaţiu geometric uniform ponderat „fizic” cu ponderea orientată completă N . Prin urmare, în 
cazul ponderii orientate a spaţiului ( )NS  rezultatul acţiunii transformării mixte  g pg=%  asupra punctului 
„indexat” ,M i< >  poate fi prezentat sub forma următoare: ( , ) ( , ) ( ), [ ]( ) ,g M i pg M i g M p g i< > = < > =< >%  
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unde [ ]g  reprezintă în formă de substituţie legea de acţiune a lui g  asupra „indicelui” i . Este evident că,    
în rezultatul acţiunii consecutive asupra punctului „indexat” ,M i< >  a două transformări mixte  1 1 1g p g=%   
şi 2 2 2g p g=% , se va obţine punctul „indexat” 2 1 2 2 1 1', ' ( , ) ( , )M i g g M i p g p g M i< >= < > = < > =% %   
= 2 2 1 1 1( ( ), [ ]( ) )p g g M p g i< > = 2 1 2 2 1 1( ), [ ] [ ]( ) .g g M p g p g i< >  Cu alte cuvinte, dacă 2 1 3⋅ =% % %g g g , atunci 

3 3 3g p g=% , 3 2 1g g g= , iar 3 3 2 2 1 1[ ] [ ] [ ]p g p g p g= , adică, 1
3 2 2 1 2[ ] [ ]p p g p g−= . Deci, legea de compoziţie a 

transformărilor mixte ig% , la nivel de componente, are forma 2
2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 3 3 3⋅ = ⋅ = = =% % %gg g p g p g p p g g p g g , 

unde 2 1
1 2 1 2
gp g p g −= . Drept consecinţă, transformarea mixtă g pg=%  este nu altceva decât o transformare de 

P -simetrie [12] pentru cazul când componenta p  este un element al grupului de substituţii P .  
Vom menţiona că transformarea g pg=%  a spaţiului cu pondere orientată ( )NS  este transformare de 

P − simetrie, dacă componenta sa geometrică g  acţionează direct şi asupra punctelor, şi asupra „indicilor”, 
conform unei legi date ce nu depinde de puncte, iar componenta p  este o substituţie suplimentară-compen-
satoare a „indicilor” şi p P∈ . Cu alte cuvinte,  dacă (g% ,M i< > ) = ', 'M i< > , atunci g  aplică fiecare punct 
„indexat” ,M i< >  în punctul „indexat” ( ),[ ]( )g M g i< > , iar p  transformă  „indecele” [ ]( )g i j=  în 
„indecele” [ ]( ) 'p g i i= .  

Grupurile de P-simetrie ( )PG  sunt subgrupuri ce verifică anumite condiţii ale produsului semidirect     de 
dreapta [13] al grupului de definire P cu grupul generator G, însoţit de un omomorfism marcat 

AutPG →:ϕ . Spre deosebire de P -simetria Zamorzaev, în cazul grupurilor de  P-simetrie  ( )PG  totali-

tatea ( )' { | }PP p gp G= ∈ , în general, nu e grup, dar verifică condiţia ' .e P P⊆ ⊆  Teoria generală a grupu-
rilor de P-simetrie (inclusiv clasificarea lor pe tipuri, familii şi subfamilii, elaborarea metodelor generale de 
deducere din grupurile date iniţial P  şi G  şi deducerea concretă a grupurilor de anumite tipuri diferite 
pentru unele P-simetrii concrete din unele categorii de grupuri cristalografice G  în calitate de grupuri 
generatoare) a fost elaborată în cadrul şcolii ştiinţifice chişinăuene de geometrie discretă şi cristalografie 
matematică [7,12,14-16]. 

4. Fie P un grup tranzitiv de substituţii pe o mulţime finită N={1,2,...,m}, G  un grup discret de simetrie 
clasică, iar ϕ  un omomorfism cu nucleul H  al grupului G  pe subgrupul Φ  al grupului tuturor automorfis-
melor grupului P . Mulţimea *G GP=  a perechilor gp , unde g G∈  şi p P∈ , formează un grup cu operaţia 

     ,⋅ =i i j j k kg p g p g p                           (1)  

unde 1, ( ) ( ) ,
jk i j k j i j j g i jg g g p g p g p p pϕ−= = = w  iar ( )

jg jgϕ ϕ=w . Grupul obţinut *G GP=  se numeşte produs 

semidirect de stânga al grupului P  cu grupul de operatori G , însoţit de omomorfismul ϕ  cu nucleul H . 
Analog se defineşte şi produsul semidirect de dreapta 'G PG= =  { | , }pg p P g G∈ ∈  al grupului P  cu 
grupul de operatori G , însoţit de omomorfismul ϕ  cu nucleul H . Vom menţiona, că în acest caz operaţia 
de grup are forma           

,⋅ =i i j j k kp g p g p g                        (2)       

unde 1( ) ( ), ,
ik i i j i i g j k i jp p g p g p p g g gϕ−= = =v  iar ( )

ig igϕ ϕ=v  [13].  
Construim produsul cartezian W al copiilor izomorfe cu P şi indexate sus în dreapta cu elemente din G, 

adică i

i

g
Gg PW ∈∏=  (unde igP ≅P). Fie că se dă şi includerea izomorfă ϕ  a grupului G în grupul tuturor 

automorfismelor grupului W  conform regulii ( )g gϕ = w , unde automorfismul gw  acţionează asupra 
elementelor ..., ,...igw p=< >  din W prin intermediul g-deplasărilor la stânga ale componentelor lor, adică 

( ) ..., ,... .igggg w w p= =< >w  Se consideră mulţimea A GW=  tuturor perechilor  gw,  unde g ∈  G şi w ∈W.  
În mulţimea considerată se introduce legea de compoziţie 

     ,⋅ =i i j j k kg w g w g w                                                                  (3)  
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unde jik ggg = , ( ) jg
k j i j i jw g w w w w= =w  iar )()( kjik

g
i ggwgw j = . Nemijlocit se verifică că A  este un 

grup cu operaţia (3). Grupul A se numeşte împletire standardă carteziană de stânga a grupului P cu grupul 
de operatori G, însoţită de deplasarea directă la stânga a componentelor (a se compara cu [17,18]). Structura 
algebrică obţinută se notează cu simbolul  G Wr P

w
 sau cu simbolul .G г P

w
 Trebuie de menţionat că rolul 

grupurilor G  şi P în împletirea standardă carteziană de stânga obţinută este diferit. Anume: grupul P joacă 
un rol pasiv, participând cu copiile sale izomorfe în structura considerată, pe când grupul G  joacă un rol 
activ, implicându-se prin intermediul elementelor sale în operaţia de grup şi generând anumite automorfisme 
ale grupului W . Toate automorfismele neidentice ale grupului W , generate de elementele g  din grupul G , 
prin intermediul g − deplasărilor la stânga ale componentelor din w W∈ , sunt externe [19]. Este evident şi 
faptul că grupul A  este un produs semidirect de stânga al grupului W  cu grupul de operatori G , însoţit de 
izomorfismul : G AutWϕ → , unde ( )g gϕ = w .    

În particular, dacă W este un produs direct al copiilor izomorfe cu grupul  P şi indexate cu elemente din 
grupul G, atunci prin analogie se va obţine împletirea standardă directă de stânga a grupurilor  P  şi  G,  
care se notează cu simbolul G wr P

w
  sau cu simbolul G гP

w
.  

În mod analog se defineşte şi împletirea standardă carteziană de dreapta { | , }B WG wg w W g G= = ∈ ∈  
a grupului P  cu grupul de operatori G , însoţit de izomorfismul : G AutWϕ → , unde ( )g gϕ = v , 

1

( ) ig
i j jg w w

−

=v
 şi 

1 1( ) ( )ig
j k j k iw g w g g

− −= .  

Find date grupurile G, P şi i

i

g
Gg PW ∈∏=  (unde igP ≅P), considerăm includerea izomorfă 

WAutG →:ϕ  conform regulii ( )g gϕ = w , unde automorfismul gw  acţionează asupra elementelor w din W 
prin intermediul g-deplasărilor la stânga ale componentelor lor, de asemenea, omomorfismul : G AutWτ →  
cu nucleul Ker Hτ = , unde gg ττ v=)(  şi  

1)( −= gwgwgτ
v . În mulţimea   C=WG   tuturor perechilor  wg,  

unde  w ∈W  şi  g ∈  G,  vom defini legea de compoziţie 
     wi ⋅ig  wjgj = wkgk ,                                                                    (4)  

unde jik ggg = , )( jg
g

ik www
i

jτv= ,  )()( kjik
g

i ggwgw j = , iar 1)( −= ijijg gwgw
i

τv . 
Vom argumenta pe scurt că mulţimea C formează un grup cu legea de compoziţie (4). Într-adevăr, în-

chiderea mulţimii C faţă de operaţia  (4) urmează din faptul că W şi G sunt grupuri, iar orice automorfism al 
grupului W aplică elementul w din W pe elementul w′  tot din W. Asociativitatea operaţiei (4) se verifică 
nemijlocit.  Existenţa în C a elementului neutru w01 (unde w0  – unitatea grupului W , iar 1 – unitatea grupu-
lui G) se verifică elementar. Elementul simetric cu  wigi  are forma ii gw ~~ , unde  w~ i   = ,))((

1

1
1 −

−

− i

i

g
ig

wτv iar 

ig~  = 1−
ig .   Într-adevăr, din egalitatea 0( ) 1⋅ = =%

v
% % % %i

i

g
i i i i i g i i iw g w g w w g g wτ  urmează că ig~ = 1−

ig , iar 

0( )i

i

g
i g iw w wτ =%

v
% . Drept consecinţă,  1

1 1( ( )) ( )i

i i

g
i i ig g

w w wτ τ −
− −= =

%

v v
% , de unde  

1

1
1( ( )) i

i

g
i ig

w wτ
−

−
−= v

% . 
Vom numi grupul C  împletire standardă carteziană încrucişată a grupului pasiv P cu grupul activ G, 

însoţită de deplasarea directă la stânga a componentelor şi de omomorfismul τ al conjugării de drepta. Vom 
nota-o cu simbolul ( )H ФP Wr Gτ

wv
 sau cu simbolul ( )H ФP г Gτ

wv
, unde H = Kerτ ,  iar  Ф = Im τ  = τ (G) <  Aut W. 

În particular, dacă W este produsul direct al cópiilor izomorfe cu grupul  P şi indexate cu elemente din 
grupul G, atunci prin analogie vom obţine împletirea standardă directă încrucişată a grupurilor  P   şi   G,  
pe care vom nota-o cu simbolul ( )H ФP wr Gτ

wv  sau cu simbolul  ( )H ФP г Gτ

wv . 

Vom menţiona că dacă GKer =τ , atunci toate automorfismele însoţitoare gτ
v  ale conjugării de drepta 

coincid cu automorfismul identic al grupului W şi, ca urmare, operaţia (4) degenerează în operaţia (3). Cu 
alte cuvinte, în cazul când GKer =τ  împletirea standardă carteziană încrucişată a grupului P cu grupul G  
degenerează în împletire standardă carteziană de stânga a grupului P cu grupul G, însoţită de deplasarea 
directă la stânga a componentelor elementelor din i

i

g
Gg PW ∈∏= .  
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Prezintă interes şi forma operaţiei (4) pe mulţimea D a tuturor perechlor  wg , unde DiagWw∈  şi 
Gg ∈ , care este un subgrup din C. Elementele din D  se înmulţesc conform legii 

                                          wi ⋅ig  wjgj  =  wkgk,                                                  (5)  
unde =kw )( jgi ww

i
τv , iar  jik ggg = . Operaţia (5) atestă că D este un produs semidirect de dreapta al 

grupului DiagW cu grupul de operatori G, însoţit de omomorfismul : ( )G Aut DiagWτ → . Menţionăm, că 
grupul DiagW  este izomorf cu grupul iniţial P, de aceea ( )Aut DiagW AutP≅ . 

5. Considerăm în continuare subcazul când domeniul de acţiune a substituţiilor p  din grupul iniţial dat 
de substituţii P  este local. Cu alte cuvinte, în diferite puncte interioare iM  şi  jM  ale domeniilor funda-

mentale G -echivalente „indicii” ir  şi, respectiv, jr , localizaţi în ele, sunt transformaţi, în general, de către 

diferite substituţii ip , şi, respectiv, jp , din grupul considerat P . Deci, în orice transformare de simetrie 

generalizată g gw=%  a spaţiului ( )NS  uniform ponderat „fizic” cu pondere scalară şi, respectiv, g wg=%  a 
spaţiului uniform ponderat cu pondere orientată, pentru fiecare punct iM  ( iM  este punct interior al dome-
niului fundamental iS ) al sistemului de puncte G -echivalente este inclusă substituţia respectivă. Prin 
urmare, 1 2, ,..., ,... ,ngg gw p p p=< >  unde 1gg pp i =  dacă în punctele )(1 MgM =  şi MMgM ii ≠= )(  

„indicii” sunt supuşi aceleiaşi substituţii Pp∈ , iar ji gg pp ≠ , dacă în punctele diferite )(Mgi  şi 
)(Mg j  „indicii” sunt transformaţi de diferite substituţii din grupul iniţial dat P . În rezultat, pentru cazul 

analizat legea de schimbare a calităţilor-indici 1 2, ,..., ,...ngg gw p p p=< >  este nu altceva decât un element din 

grupul i

i

g
Gg PW ∈∏=  (unde igP ≅P).  

Dacă ponderea spaţiului ( )NS  este scalară, atunci transformarea mixtă g gw=%  constituie o transformare 
de pW − simetrie [20,21]. Menţionăm, că transformarea g gw=%  a spaţiului cu pondere scalară ( )NS  este 
transformare de pW − simetrie, dacă componenta sa geometrică g  acţionează direct numai asupra punctelor 

1( )k kM g M= , iar „indicii” localizaţi în punctul kM  sunt transformaţi de către substituţia kgp  (din grupul 
kgP , care este o copie izomorfă a lui P )  ce reprezintă kg − componentă în elementul w  al grupului 

i

i

g
Gg PW ∈∏=  (a se compara cu [20, 21]).    

Grupurile de pW − simetrie ( )pWG  sunt subgrupuri ce verifică nişte condiţii speciale ale împletirii 

carteziene standard de stânga a grupului iniţial de definire P  cu grupul de operatori G  (G  este un grup 
discret de simetrie al spaţiului geometric considerat S ). Bazele teoriei generale şi unele aspecte specifice ale 

pW − simetriei (inclusiv clasificarea grupurilor de pW − simetrie pe tipuri, cercetarea structurii generale a 

grupurilor de anumite tipuri, elaborarea metodelor generale de deducere a acestor grupuri de tipuri diferite 
din grupurile date iniţial P  şi G  şi deducerea concretă a unor grupuri de anumite tipuri diferite pentru unele 
grupuri concrete P  şi G ) au fost studiate într-un şir de lucrari în ultimele două decenii [19-28]. 

Dacă ponderea spaţiului ( )NS  este orientată şi domeniul de acţiune a substituţiilor din grupul iniţial P  
este local, atunci transformarea mixtă g wg=%  este nu altceva decât o transformare de qW − simetrie [29]. 

Menţionăm, că transformarea g wg=%  a spaţiului cu pondere orientată ( )NS  este transformare de qW − simetrie, 

dacă componenta sa geometrică g  acţionează direct şi asupra punctelor 1( ),=k kM g M  şi asupra „indicilor”, 
conform unei legi date ce nu depinde de puncte, iar „indicii” localizaţi în punctul kM  sunt transformaţi 

suplimentar de către substituţia kgp  ( kg − componentă în elementul w  din i

i

g
Gg PW ∈∏= ) (a se compara 

cu [29]). 
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Grupurile de qW − simetrie ( )qWG  sunt subgrupuri ce satisfac unele condiţii speciale ale împletirii 
carteziene standard încrucişate a grupului iniţial de definire P  cu grupul de operatori G  (G  este un grup 
discret de simetrie a spaţiului geometric considerat S ). Bazele şi unele aspecte specifice ale teoriei generale 
a qW − simetriei (inclusiv clasificarea grupurilor de qW − simetrie pe tipuri, familii şi subfamilii, cercetarea 
structurii generale a grupurilor de qW − simetrie de diferite tipuri, elaborarea metodelor generale de deducere 
a grupurilor de qW − simetrie de anumite tipuri din grupurile date iniţial P  şi G ) au fost studiate într-o serie 
de lucrari din ultimii 15 ani [29-38]. 
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