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SIMETRIA DESCOMPUNERILOR REGULATE ALE SPATIULUI GEOMETRIC
PONDERAT CU INCARCATURA ,,FIZICA”

Alexandru LUNGU
Catedra Algebra si Geometrie

In the present paper are studied the mixed transformations of geometric space well-balanced by scalar or orientated
“physical” load. Are determined the conditions in which one mixed transformation is or exactly transformation of

P —symmetry, or exactly transformation of P —symmetry, or exactly transformation of ¥ — symmetry, or exactly

transformation of Wq — symmetry.

1. Teoria grupurilor s-a impus de mai mult timp ca un instrument foarte eficient de cercetare a celor mai
dificile probleme din fizica si matematica. Dezvoltarea rapida a metodelor teoriei grupurilor pe parcursul
secolului XX, stimulata de descoperiri noi, a transformat continutul teoriei simetriei clasice si a lansat-o la un
nivel calitativ nou. Trecerea de la grupurile cristalografice de simetrie clasica la grupurile cristalografice ale
lor lor in diferite ramuri ale stiintelor naturale si artelor, cat i in Insési teoria generald a grupurilor.

Scopul cercetarii efectuate in aceastd lucrare este: in primul rand, de a determina toate cazurile posibile de
structura concreta a transformérilor mixte ale spatiului geometric ponderat cu incarcatura ,,fizica” scalard sau
cu Incarcatura ,,fizica” orientatd; in al doilea rand, de a gési conditiile in care o transformare mixta este nu
altceva decét o transformare de simetrie generaliza de un anumit tip.

2. Fie dat un spatiu geometric S de curburd constantd descris de catre grupul discret de simetrie G .

Grupul G descompune spatiul S 1n domenii fundamentale S,. Este evident ca S = USi ={S,}, unde [
iel

este o multime de indici de puterea egald cu ordinul grupului G . De asemenea, este datd o multime finita

N={1,2,...m}, unde ,,indicii” » € N sunt niste calititi omogene de natura fizica (faze ale aceluiasi fenomen).

Consideram un grup tranzitiv de substitutii P pe multimea datd N . Fie Q un divizor normal al grupului P,

care Tmparte multimea N in ¢ submultimi dizjuncte U, a cate k ,indici” fiecare: N =U, WU, V..0U,,
unde k¢ =m. Mentiondm ca subgrupul Q este tranzitiv pe fiecare din submultimile U, .

Vom atribui fiecarui punct interior M, al domeniului S, (pentru fiecare i € [ fixat) cel putin un ,,indice”
7, din multimea consideratd N . Daca tuturor punctelor interioare M, ale aceluiasi domeniu fundamental S,
li se atribuie acelasi ansamblu U, = {1;,r,...,7;} de ,indici” din multimea N, atunci repartizarea respectiva
vom numi-o uniformd. Astfel, spatiul geometric S de curburd constantd se transforma intr-un spatiu cu
incarcdturd, pe care il vom numi spatiu geometric uniform ponderat ,,fizic” cu ponderea completi N. Mai
mult, din descompunerea regulatd a spatiului S = {S,}, generata de grupul discret de simetrie clsicd G, se
obtine o descompunere regulati a spatiului geometric uniform ponderat ,.fizic” S [1,2].

Transformirile mixte & ale spatiului ponderat S’ sunt mai complexe decat transformirile de simetrie
clasica ale spatiului initial neponderat S . Ele includ in sine atat informatia despre transformarea propriu-zisa
a punctelor, cat si informatia despre transformarea (schimbarea) ,,indicilor” 7, localizati in punctele interi-
oare ale domeniilor fundamentale S;. Cu alte cuvinte, transformarea g este compusa din doud componente:
una pur geometrica g de simetrie clasica, care actioneaza direct asupra punctelor M, si alta w ce include in
sine legea de schimbare totald sau partiald a ,,indicilor” [3,4].

Transformirile mixte & ale spatiului uniform ponderat S*’ cu pondere scalard sunt formate din doui
componente independente: transformarea pur geometrici g care actioneazd numai asupra punctelor M si
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legea w de schimbare a calitatilor — indici localizati in M . Sunt posibile doud cazuri: 1) domeniul de actiune
a legii de schimbare a ,,indicilor” este global (in toate punctele ,,indexate” ale spatiului ponderat S actio-
neaza aceeasi substitutie p a ,indicilor”): g = gp; 2) domeniul de actiune a legii de schimbare a ,,indicilor”
este local (pentru punctele diferitelor domenii fundamentale, in general, exista substitutii diferite): g = gw [3].

Spre deosebire de cazul ponderii scalare, in cazul ponderii orientate transformarile mixte ¢ sunt formate
din doua componente ce joaca roluri diferite: componenta geometrica g actioneaza si asupra punctelor, in
care sunt localizati ,,indicii”-calitati, si asupra acestor ,,indici” conform unei legi date in prealabil ce nu
depinde de puncte, iar componenta a doua descrie o transformare suplimentara-compensatoare a ,,indicilor”.
In general, componentele acestor transformari mixte de simetrie generalizatda ¢ nu sunt comutative. Si in
acest caz sunt posibile doud subcazuri: 1) domeniul de actiune a legii de schimbare a ,,indicilor” este global:
g = pg; 2) domeniul de actiune a legii de schimbare a ,,indicilor” este local: g =wg [4].

3. Vom analiza succint subcazul cand schimbarea ,,indicilor” este determinata de aceeasi substitutie p
dinr-un grup tranzitiv de substitutii P pe multimea finitd de ,,indici” N, adicd cdnd domeniul de actiune a
legii de schimbare a ,,indicilor” este global. Daca ,,indicii” » din multimea finitda N = {1,2,...,m} reprezinta
niste calitdti omogene de naturd fizica ce poartd un caracter scalar (temperaturd, presiune, densitate etc.),
atunci transformarea mixti g = pg =gp a spatiului S, numit spatiu geometric uniform ponderat ,, fizic”
cu ponderea scalard N, este nu altceva decat o transformare de P -simetrie Zamorzaev [5]. Mentionam, ca
transformarea g = gp este transformare de P —simetrie (transformare de cvasisimetrie, definita de grupul de

substitutii P) dacé ea este o transformare izometricd a spatiului ,,indexat” S care aplici fiecare punct
12..m

mindexat” (M,i) in punctul ,,indexat” (M ',k,), astfel incat substitutia p = [k .
172 %m

) este un element din

grupul P (a se compara cu [5]).
Totalitatea componentelor geometrice g ale transformirilor g=gp din grupul G de P -simetrie

formeaza grupul G, numit grup generator pentru G'*, iar totalitatea P'={p|gp € G’} este un subgrup
al grupului considerat P. Grupul de substitutii fixat initial, cu ajutorul cdruia se defineste transformarea de
P -simetrie, se numeste grup de definire pentru G'”) . Vom mentiona, ci grupurile de P-simetrie G'” sunt
subgrupuri ce verificd anumite conditii ale produsului direct al grupului generator G cu cel de definire P:
G"<GxP.

Diferite aspecte ale teoriei grupurilor de simetrii generalizate (ce se includ in calitate de cazuri particulare
in schema de clasificare a P-simetriilor) si aplicatiile lor in diferite domenii ale stiintelor naturale au fost
abordate in diferite perioade de timp de numerosi savanti din Rusia, Iugoslavia, Uniunea Europeand, SUA,
India si alte tari, care au contribuit substantial la dezvoltarea teoriei unor tipuri de grupuri (a se vedea biblio-
grafia din [6-8]).

Teoria generald a grupurilor de P-simetrie (inclusiv clasificarea lor pe tipuri, elaborarea metodelor
generale de deducere din grupurile date initial P si G, elaborarea diferitelor niveluri de clasificare a insesi
P-simetriilor, deducerea concretd a grupurilor de anumite tipuri diferite pentru unele P-simetrii concrete
din unele categorii de grupuri cristalografice G in calitate de grupuri generatoare, de asemenea, aplicarea
grupurilor de anumite P-simetrii concrete la descrierea grupurilor multidimensionale de simetrie de anumite
categorii) au constituit obiectul de studiu pe parcursul ultimelor patru-cinci decenii pentru unii membri ai
scolii stiintifice de geometrie discretd si cristalografie matematica fondate de A.Zamorzaev (a se vedea
bibliografia din [6-9,10,11]).

Fie ca ,jindicii” r€ N sunt niste calititi omogene de naturd fizicd ce poseda orientatie (de exemplu,
vectori cu module egale). In rezultatul ,,indexarii” spatiului geometric considerat S cu pondere orientati
vom obtine un spatiu geometric uniform ponderat ,,fizic” cu ponderea orientata completd N . Prin urmare, n
cazul ponderii orientate a spatiului S’ rezultatul actiunii transformirii mixte &= pg asupra punctului
»indexat” < M,i> poate fi prezentat sub forma urmétoare: g(< M,i>)= pg(< M,i>)=<g(M),p[g](i)>,
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unde [g] reprezintd in forma de substitutie legea de actiune a lui g asupra ,,indicelui” i. Este evident ca,
in rezultatul actiunii consecutive asupra punctului ,,indexat” < M,i > a doud transformari mixte g, = p,g,
si g,=p,g,, se va obtine punctul ,indexat” <M'i'>=g,g(<M,i>)=p,g,pg(KM,i>)=
=P8, (<g (M), p[g10)>) = <&, (M),p,[&1p[g]1(@)>. Cu alte cuvinte, dacd g, -g =g,, atunci
& =D& & =88, 1ar py[g]=p,lg]plg ], adica, p,=p,[g, ]p1[g2_l]- Deci, legea de compozitie a
transformarilor mixte g,, la nivel de componente, are forma g,-g, = p,g, - P\g = PP’ 8,8, = P18, = &5,
unde p® =g,p,g,' . Drept consecintd, transformarea mixti g = pg este nu altceva decat o transformare de
P -simetrie [12] pentru cazul cAnd componenta p este un element al grupului de substitutii P.

Vom mentiona ci transformarea g = pg a spatiului cu pondere orientati S este transformare de
P —simetrie, dacid componenta sa geometrici g actioneazi direct si asupra punctelor, si asupra ,,indicilor”,
conform unei legi date ce nu depinde de puncte, iar componenta p este o substitutie suplimentara-compen-
satoare a ,,indicilor” si p € P. Cu alte cuvinte, daca g( <M,i> )= <M',i'>, atunci g aplica fiecare punct
indexat” < M,i> 1n punctul ,indexat” <g(M),[g](i)>, iar p transforma ,indecele” [g](i)=j in
»indecele” p[g](i)=i".

Grupurile de P-simetrie GP sunt subgrupuri ce verificad anumite conditii ale produsului semidirect  de
dreapta [13] al grupului de definire P cu grupul generator G, insotit de un omomorfism marcat
@ : G — AutP . Spre deosebire de P -simetria Zamorzaev, in cazul grupurilor de P-simetric G totali-
tatea P'={p|gpe G7 )}, in general, nu e grup, dar verifica conditia e c P' c P. Teoria generald a grupu-
rilor de P-simetrie (inclusiv clasificarea lor pe tipuri, familii si subfamilii, elaborarea metodelor generale de
deducere din grupurile date initial P si G si deducerea concreta a grupurilor de anumite tipuri diferite
pentru unele P-simetrii concrete din unele categorii de grupuri cristalografice G in calitate de grupuri
generatoare) a fost elaboratd in cadrul scolii stiintifice chiginduene de geometrie discreta si cristalografie
matematica [7,12,14-16].

4. Fie P un grup tranzitiv de substitutii pe o multime finitda N={1,2,...,m}, G un grup discret de simetrie
clasicd, iar @ un omomorfism cu nucleul H al grupului G pe subgrupul @ al grupului tuturor automorfis-
melor grupului P. Multimea G* = GP a perechilor gp,unde g€ G si p e P, formeazi un grup cu operatia

gD &, P; =& P> (1)
unde g, =g,8,, Py = (g;lp[gj)pj = (ﬁgj(pi)pj, iar gﬁg/ =¢(g,). Grupul obtinut G" =GP se numeste produs
semidirect de stinga al grupului P cu grupul de operatori G, insotit de omomorfismul ¢ cu nucleul H .
Analog se defineste si produsul semidirect de dreapta G = PG = {pg|peP,geG} al grupului P cu
grupul de operatori G, insotit de omomorfismul ¢ cu nucleul H . Vom mentiona, ca in acest caz operatia
de grup are forma

P& P;&; = Pir8i> (2)
unde p, = p,(g,p,&")= PP, (P;) & =g, iar g, =¢(g,) [13].

Construim produsul cartezian W al copiilor izomorfe cu P si indexate sus in dreapta cu elemente din G,
adica W = ﬁgieG P& (unde P*® ~P). Fie ca se da si includerea izomorfa ¢ a grupului G in grupul tuturor
automorfismelor grupului W conform regulii (p( g) =g, unde automorfismul g actioneaza asupra
elementelor w=<...,p%,...> din W prin intermediul g-deplasarilor la stdnga ale componentelor lor, adica
gw)=w* =<..,p* ,..>. Se considera multimea 4=GW tuturor perechilor gw, unde g € Gsiw €W.
In multimea considerata se introduce legea de compozitie

gW, g&;wW, = &Ws (3)
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unde g, =g,g,, w,=g;(w)w, =ww, iar w (g,)=w, (g,8,)- Nemijlocit se verificd ca 4 este un
grup cu operatia (3). Grupul 4 se numeste impletire standarddi carteziand de stdnga a grupului P cu grupul
de operatori G, insotitd de deplasarea directa la stdinga a componentelor (a se compara cu [17,18]). Structura
algebrica obtinuti se noteazi cu simbolul G Wr P sau cu simbolul Gz P. Trebuie de mentionat ci rolul
grupurilor G si P in Tmpletirea standarda carteziana de stanga obtinuta este diferit. Anume: grupul P joaca
un rol pasiv, participand cu copiile sale izomorfe in structura consideratd, pe cand grupul G joacad un rol
activ, implicandu-se prin intermediul elementelor sale in operatia de grup si generdnd anumite automorfisme
ale grupului W . Toate automorfismele neidentice ale grupului W , generate de elementele g din grupul G,
prin intermediul g —deplasarilor la stanga ale componentelor din we W, sunt externe [19]. Este evident si
faptul cd grupul A4 este un produs semidirect de stdnga al grupului W cu grupul de operatori G, insotit de
izomorfismul @: G — AutW ,unde p(g)=g.

In particular, daca W este un produs direct al copiilor izomorfe cu grupul P si indexate cu elemente din
grupul G, atunci prin analogie se va obtine impletirea standarda directd de stinga a grupurilor P si G,
care se noteazi cu simbolul G wr P sau cu simbolul G2P .

In mod analog se defineste si impletirea standardi carteziand de dreapta B =WG = {wg |we W ,g € G}
a grupului P cu grupul de operatori G, insotit de izomorfismul ¢:G— AutW , unde ¢@(g)=g,
gw)=w siwf (g)=w,(g.8")

Find date grupurile G, P si W =]] 4G P® (unde P?* ~P), considerim includerea izomorfa

@ : G —> AutW conform regulii go( g) = g, unde automorfismul g actioneaza asupra elementelor w din W
prin intermediul g-deplasérilor la stdnga ale componentelor lor, de asemenea, omomorfismul 7: G — AutW

cu nucleul Kerr=H ,unde 7(g) =7, si 7,(w)=gwg ' In multimea C=WG tuturor perechilor wg,

unde w € W si g € G, vom defini legea de compozitie
Wi8i - Wigj = Wik “4)

unde g, = 88, W = Wigj?g, (Wj)’ Wig/ (g,)= Wi(gjgk)ﬂ iar ?gi (Wj) = giwjgi_l :

Vom argumenta pe scurt cd multimea C formeazi un grup cu legea de compozitie (4). Intr-adevar, in-
chiderea multimii C fatd de operatia (4) urmeaza din faptul ca W si G sunt grupuri, iar orice automorfism al
grupului W aplicd elementul w din W pe elementul w' tot din W. Asociativitatea operatiei (4) se verifica
nemijlocit. Existenta In C a elementului neutru wyl (unde wy, — unitatea grupului /¥, iar 1 — unitatea grupu-

. e s . . ~ ~ ~ - -1 T
lui G) se verificad elementar. Elementul simetric cu w;g; are forma w,g.,unde w,; = (rg S(w,)E L dar

~ -1 a o . . - ~ -~ o ~ o . o~ -1 .
g = g . Intr-adevar, din egalitatea wl.g,»wl.g,.:wl.g‘rg (w,)g,g, =w,1 urmeaza ca g,=g, , 1ar

W7, (w,)=w, . Drept consecinta, W =(7, (w,))" =7 .(w,"),deunde W, = (7, (w s .

Vom numi grupul C impletire standardi cartezianda incrucisatid a grupului pasiv P cu grupul activ G,
insotitd de deplasarea directa la stinga a componentelor si de omomorfismul 7 al conjugarii de drepta. Vom

nota-o cu simbolul P W’?H@) G sau cu simbolul P?TH@)G ,unde H = Kerr, iar @=Imt =17(G)< Aut W.

In particular, dacd W este produsul direct al cépiilor izomorfe cu grupul P si indexate cu elemente din
grupul G, atunci prin analogie vom obtine impletirea standardda directd incrucigata a grupurilor P si G,

pe care vom nota-o cu simbolul P wr,,,, G sau cu simbolul P2, G.

Vom mentiona ca dacd Kert = G, atunci toate automorfismele insotitoare 7 . ale conjugdrii de drepta

coincid cu automorfismul identic al grupului W si, ca urmare, operatia (4) degenereazd in operatia (3). Cu
alte cuvinte, in cazul cdnd Kert = G impletirea standarda carteziana incrucisata a grupului P cu grupul G
degenereaza in impletire standarda carteziana de stanga a grupului P cu grupul G, insotitd de deplasarea
I, ., P*.

directi la stinga a componentelor elementelor din W =[] 2.cG
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Prezinta interes si forma operatiei (4) pe multimea D a tuturor perechlor wg , unde w e Diagh si

g € G, care este un subgrup din C. Elementele din D se inmultesc conform legii

Wig Wig = Wig )
unde w, = w7, (w;),iar g, =g,g;. Operatia (5) atestd cd D este un produs semidirect de dreapta al
grupului DiagW cu grupul de operatori G, insotit de omomorfismul 7: G — Aut(Diagh’). Mentiondm, ca
grupul Diagh este izomorf cu grupul initial P, de aceea Aut(DiagW) = AutP .

5. Consideram in continuare subcazul cdnd domeniul de actiune a substitutiilor p din grupul initial dat
de substitutii P este local. Cu alte cuvinte, in diferite puncte interioare M, si M ; ale domeniilor funda-
mentale G -echivalente ,,indicii” 7, si, respectiv, v, localizati 1n ele, sunt transformati, in general, de cétre
diferite substitutii p,, si, respectiv, p;, din grupul considerat P . Deci, in orice transformare de simetrie
generalizati g =gw a spatiului S uniform ponderat ,.fizic” cu pondere scalari si, respectiv, §=wg a
spatiului uniform ponderat cu pondere orientatd, pentru fiecare punct M, (M, este punct interior al dome-
niului fundamental S;) al sistemului de puncte G -echivalente este inclusa substitutia respectiva. Prin
urmare, w=< p®,p% .., p*,..>, unde p* =p* dacad in punctele M =g, (M) si M,=g,(M)=M
indicii” sunt supusi aceleiasi substitutii p e P, iar p® = p® , daci in punctele diferite g, (M) si
g (M) ,,indicii” sunt transformati de diferite substitutii din grupul initial dat P . In rezultat, pentru cazul
analizat legea de schimbare a calitatilor-indici w =< p*®, p* ..., p,...> este nu altceva decit un element din
grupul W =11, .. P% (unde P% =P).

- . . N - . . - ~ . .
Daca ponderea spatiului S™) este scalard, atunci transformarea mixta g =gw constituie o transformare

g;€G

de W, —simetrie [20,21]. Mentionam, cé transformarea g=gw a spatiului cu pondere scalara S este
transformare de W, — simetrie, daca componenta sa geometrica g actioneaza direct numai asupra punctelor
M, =g, (M,), iar ,indicii” localizati in punctul M, sunt transformati de catre substitutia p** (din grupul
P | care este o copie izomorfd a lui P) ce reprezintd g, —componentd in elementul w al grupului
W= ﬁg,ec; P*" (ase compara cu [20, 21]).

Grupurile de W, - simetrie G"" sunt subgrupuri ce verificd niste conditii speciale ale impletirii
carteziene standard de stanga a grupului initial de definire P cu grupul de operatori G (G este un grup

discret de simetrie al spatiului geometric considerat S'). Bazele teoriei generale si unele aspecte specifice ale
W, —simetriei (inclusiv clasificarea grupurilor de W, —simetrie pe tipuri, cercetarea structurii generale a
grupurilor de anumite tipuri, elaborarea metodelor generale de deducere a acestor grupuri de tipuri diferite
din grupurile date initial P si G si deducerea concreta a unor grupuri de anumite tipuri diferite pentru unele
grupuri concrete P si G ) au fost studiate intr-un sir de lucrari in ultimele doua decenii [19-28].

Daci ponderea spatiului ") este orientatd si domeniul de actiune a substitutiilor din grupul initial P
este local, atunci transformarea mixta g =wg este nu altceva decét o transformare de W, — simetrie [29].

Mentionim, ci transformarea g = wg a spatiului cu pondere orientati S este transformare de W, — simetrie,

dacd componenta sa geometrica g actioneaza direct si asupra punctelor M, = g, (M), si asupra ,indicilor”,

conform unei legi date ce nu depinde de puncte, iar ,,indicii” localizati in punctul M, sunt transformati

suplimentar de catre substitutia p* (g, — componenta in elementul w din W = I, .. pe ) (a se compara

cu [29]).

8i€G
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Grupurile de W, —simetrie G"" sunt subgrupuri ce satisfac unele conditii speciale ale Tmpletirii

carteziene standard Incrucisate a grupului initial de definire P cu grupul de operatori G (G este un grup
discret de simetrie a spatiului geometric considerat S'). Bazele si unele aspecte specifice ale teoriei generale
a W, —simetriei (inclusiv clasificarea grupurilor de W, —simetrie pe tipuri, familii si subfamilii, cercetarea

structurii generale a grupurilor de W, — simetrie de diferite tipuri, elaborarea metodelor generale de deducere
a grupurilor de W, — simetrie de anumite tipuri din grupurile date initial P si G ) au fost studiate intr-o serie
de lucrari din ultimii 15 ani [29-38].
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