Seria “Sliinle exacle si economice”

Matematica ISSN 1857-2073

ASELENIZAREA UNEI NAVE COSMICE

Alexandru BREGA, Valeriu UNGUREANU

Catedra Informatica Aplicata

It is considered the problem of the spaceship descending on the Moon (cosmic body without atmosphere) with spending a
minimum amount of the fuel. The mathematical model represents an optimal control problem. It’s solved by application
of the Lagrange principle and the maximum principle of Pontreaghin.

The investigation of the problem with Lagrange method it is difficult because it needs application of numerical methods
with a high precision and knowledge in several fields of mathematics and physics, also. However we obtain numerical
results that illustrates the possibility for the cosmic ship to descend, respecting the proposed beginning requirements
(the initial mass of fuel, height, velocity, etc.).

It is presented the program for lunar descending simulation process in Mathematica 7.0. The formulas and numerical
results, obtained during the theoretical analysis of the problem, are program fundamentals.

Preliminarii

Rezolvarea unei probleme de optimizare cere determinarea celei mai bune variante dintr-un set de alter-
native, evaluate conform unui anumit criteriu. Din perspectiva practica, problemele de optimizare pot fi
considerate modele matematice ale unor obiecte, fenomene, procese, sisteme,... reale. Dar, prin esenta lor,
problemele de optimizare constituie un domeniu matematic distinct, care formeaza obiectul de studiu al
teoriei optimizarii [1,5].

O problema importanta a astro-navigatiei este problema aselenizérii navei cosmice cu pierderi minime de
combustibil [2-4]. Modelul matematic al acestei probleme reprezintd o problema de optimizare. Rezolvarea
ei poate fi efectuata prin aplicarea aparatului calculului variational si al controlului optimal, a principiului lui
Lagrange pentru problema lui Lagrange si, in special, a principiului de maxim al lui Pontreaghin [5].

Modelul matematic

Vom cerceta problema coborarii navei cosmice pe suprafata netedd a unui corp cosmic lipsit de atmosfera.
In calitate de astfel de corp cosmic poate fi considerat satelitul natural al Pimantului — Luna [2-4].

Consideram ca nava cosmica se migcd pe o traiectorie rectilinie, perpendiculara suprafetei Lunii §i pentru
franare foloseste doar puterea motorului. Notam:

e m (t) — masa navei In momentul ¢,

J x(t) — distanta navei de la suprafata Lunii in momentul 7.
Asupra navei cosmice actioneaza forta de greutate — ym si
forta de tractiune — ku . Coeficientii ¥ >0 (acceleratia caderii

libere) si k (acceleratia fortei de tractiune) sunt considerati
constanti. Asupra puterii motorului # se impune restrictia
0<u<U.

Conform legii a doua a lui Newton, zborul navei se descrie
prin relatiile:

mx = ku—ym,
m=—u,
0<u<U.

Ne punem drept scop aselenizarea lentd cu un consum
minim de combustibil (fard fixarea timpului de aselenizare).

(M
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Aceasta ne conduce la urméatoarea formalizare matematica a problemei initiale ca problema de optimizare:
my,— m (T ) — inf,

X, =X,,
ku
<x2 :——’\{’
m
m=—u,

%(0)=¢>0, x,(0)=¢,, m(0)=m,, x,(T)=x,(T)=0,0<u<U,
unde notam x(t) prin x,, viteza prin Xx,, m(O) prin m, , timpul aselenizarii prin 7.
Mentionam ca diferenta dintre masa initiala si cea finald este egald cu cantitatea de combustibil cheltuit,
numerele X, (O) , X, (O) si m(O) caracterizeaza starile initiale §i masa initiald a navei, egalitatea

X, (T ): X, (T ) =0 indica ca aselenizarea a avut loc lent — in punctul necesar nava a aselenizat cu viteza
Zero.
Consideram functia Lagrange pentru problema de optimizare:

L=X,(my—m —i—f[pl +p2[x —k—+“{]+p3(m—i—u)]dt—i—ul (T)+p,x, (T).

Solutia optima a problemei verifica conditiile necesare:
a) ecuatiile lui Euler

: : . ku .
—pIZO, _pz_plzoa_p3+p2 mz - O’
b) transversabilitatea dupa x

pl(T):_/un pz(T):_/uza p3(T)=/10;

¢) optimalitatea dupa u

min
0<u<U

ps(t)u—p,(t)

d) stationaritatea dupa T

()-8~ () ()= s ) P
©E(T)— p (1) EE) o,
0 2 m(T)
Din a) rezulta ca:
D, (T) = p=const, p, (T) =—-pt+q, q— const. ()
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ko, (1)
m(1)

In baza punctului a) obtinem:

Notam (1) =—p, 1)+

)(t)=———. 3)

o b= (- " k(=p)t kg | _ (pt+q)ku
0=+ ] -2
(kp)m 1)+ kptin(t) | kqrin(t)  kp
T T 10
= b=
Din conditiile de stationaritate dupa 7 ajungem la egalitatea:
o (T )ET)= p, (T ) o
>\()’E(T>_172(T)%+pz(T)'\{:0 =
Mol 1), =
pnen -2y e
()| . (1) 2208 . (), <
~V(T)E(T)= —p. (T <

WTE(T) = p,(T)A
Iar din optimalitatea dupa u gasim ca:
NOUOEFNOLY SER10

o = #0v O (0 > 60 |

k

P (t)_ P, (t)m (l‘)

0, daca VY (1)< 0,
U, daca V(t)> 0.

-

Daca p = 0, atunci din (3) rezultd cd W =W, = CONSI . Cu toate acestea, ¥/, # 0 ; altfel, din (2) si
(4) se obtine ci p, =0 si toti multiplicatorii Lagrange se anuleazi. Deci, sau #(t) =0, sau #(¢) = U . Daci
totusi p # 0, atunci functia ¥/ este strict monotona si existd un singur schimb de vitezi de la u(¢) =U la

u(t)=0, sau invers — de la #(1)=0 la u(t) =U . Usor se observi ci primul caz este imposibil, adicd nu

viteza 1(t) = U, sau face un schimb momentan de vitezi de la zero la U .
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Fie 7 — timpul in care a avut loc schimbul de viteza. Miscarea navei cAnd # < T este datd de formulele

cadertii libere:
2

t
x1:£1+£2t_7?7 x2=§2—7t, m(t)E m,.

In planul (x1 , x2) aceasta corelatie determind o parabola (a se vedea Fig.1):

g 2y
x1
/Zmﬂ\\
VAT ) 3
/ N\
// 100 \\\
/ ! \\
//. . . \\ =
=) YT o 10 20 30
/ -a0t \\

Figl. Dependenta inaltimii de viteza.

Miscarea navei pe intervalul de timp [7,7'] se determina dupa formulele (1), unde
u(t)EU’ xl(T):§1’ xz(r)zfzv m(r):mO’
Deci, programul aselenizarii lente consta din doua parti:

[A,B] —1n care u(f ) =0 si are loc caderea libera a navei cosmice pe intervalul de timp [0, 7‘] ;

[B,0] — in care u(t ) =U si este asiguratd franarea maxima a caderii navei in punctul x;(¢) = x,(f) = 0 pe
portiunea de timp [T, T ] (a se vedea, Fig.2).
]
x1

[ Tea

™, Bl
B2 XB

<2+B2 |0

Fig.2. [lustrarea grafica pentru trei situatii diferite la aselenizare.
Punctele B1 si B2 reprezinta cazurile de esec.
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Solutia corespunzatoarei probleme Cauchy are forma:

X, (T—f—a):g_l—l—{_za—%yaz +ka+k%[l—%]ln[l—%],

m, m,

(r+a)=¢ va—kln[l— Ua],
mO
m=m,—Ua,

unde 7+a =t.

Rezolvéand acest sistem de ecuatii in raport cu variabilele §, &, , obtinem:

El = 1_[—a27—2ka1n[1— Ua] ,
2 m,
Ez = om/+k1n[1 Ua].
m,

—m

si daca o = "o , atunci obtinem rezultatul:

2k1n[1—_’"+’"°](m0—m)

< 1l m, (= m)
2 U U’ |
Zz_kln[l—_m+m° y 2l = m)

m, U

Multimea punctelor (fl R §2) din care se poate ajunge la originea coordonatelor, pornind motorul la puterea

maximd, se da in forma parametrica de egalitatile:
2
_a f)/
xl(a): xz(a): 0 =x(a)= 5

X, (a) =y (ase vedea Fig.3).

x2 x1

Fig.3. Suprapunerea graficelor dependentei vitezei si indltimii fata de timpul de lucru al motorului.
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Daca excludem din aceste doud egalitati parametrul o, obtinem curba W(g,@) Astfel, obtinem rezul-

tatul final: urmeaza ca in intervalul de timp [0, 7'] , precizat de prima radédcina pozitiva a ecuatiei

2

v 51—'_527__7779 &, —7|=0, 5

sa se lase aparatul sa cada liber, apoi Tn momentul 7 sa se porneasca motorul la putere maxima. Daca pentru
(§1 , §2> ecuatia (5) nu are solutii, aselenizarea lenta este imposibila.

Programul in Wolfram Mathematica 7.0

Pentru solutionarea problemei au fost alcdtuite programe in sistemul Wolfram Matematica 7.0. Programul
este alcatuit astfel incat in regim interactiv se introduc datele initiale, §i apoi se poate simula In regim apropiat
de cel real procesul de aselenizare a navei cosmice, astfel ca nu doar se calculeaza parametrii numerici, dar si
se construieste o animatie vizuala a procesului. E posibild manipularea in decursul intregului act de aselenizare.

In continuare prezentam textul unei variante de program in sistemul Wolfram Mathematica 7.0.

Clear[hO,v0, y,m0, U k, €1, €2, a, T, T, t, 6,11, r2, Xx]

h0=150; v0=0. ; v=1. 622/ 1000;

nm0=500; U=2; k=0. 2;

Mani pul at e[ sol =Fi ndRoot [ { £1+£2 y- (v y?)/2+(&2-v y) x1-1/2 v x1%+k x1+(k nD)/U

(1-(U x1)/ n0D) Log[ 1- (U x1)/ D] =0, £2- vy Y-y x1-k Log[1- (U
x1)/ n0] =0}, {{y, 245}, {x1, 245}}];

o=x1/.sol;

t=y/ . sol;

T=a+t;

| f[t>=T-0.5, Pause[ 15] ];
r1=g1+&2 t-(vy t2)/2;
r2=£2-vy t;
Show|
Pl ot [ x, {x, 0, 200+5}, Pl ot St yl e-Wi t e, AxesStyl e-
>{Directive[Wite, 0], Bl ack}, | mageSi ze-800] ,
Pl ot[Oa-0. 4, {a,-12, 82}, Pl ot Styl e>Thi ck, Fi Il i ng--10],
If[t=<c,
G aphi cs[{Bl ue, Di sk[{37.5, £1+£2 t-(y t?/2+1.5},{0.8,1.5}]}],
If[t>c && t<T-0.7,
{Gaphics[{Blue, Disk[{37.5,r1+r2 &6- (y &2)/2+k &+(k md)/U (1-(U &)/ nmD)
Log[1-(U &)/ nD] +1.5},{0.8,1.5}]//.5->t-1}],
G aphics[{Red, Disk[{37.5,r1+r2 o&-( v &2)/2+k &+(k nD)/U (1-(U &)/ nD)
Log[1-(U &)/ nD]-1.2},{0.9,3}]//.6->t-1}]},
G aphics[{Blue, Disk[{37.5,r1+r2 &- (y 62)/2+k &+(k nD)/U (1-(U &)/ nD)
Log[1-(U &)/ nmD] +1.5},{0.8,1.5}]//.6->t-t}]
]
]]
Delimter, Style["Controlul", Bol d, Medi un,
Delimter, Style["Tinpul (s)", Mediuni,
{{t,0,"t->"},0,T},

Delimter,Style["Inaltimea initiala (km", Medi un,
{{&1, ho, "£1->"}, 200, 50},

Delimter,Style["Viteza initiala (km's)", Medi un,
{{&2,v0,"£2->"},-0.05,0. 1},

Delimter,Style["Masa initiala (kg)", Medi uni,
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{{n0, n0, "my->"}, 500, 508},
Fr aneLabel —»
Styl e[
Dynanmi c|
{
{"(s) ->t"t},
{"(km)->h"1f[t=<t, E1+£2 t-y t¥2,r1+r2 &- (y 62)/12+k os+(k n0)/U (1-(U
8)/mD) Log[1-(U &)/ nD]]//.6->t-1},
{"(kms)->v"If[t<t, E2-¥ t,r2-y &6-k Log[1-(U &)/ mD]]//.6->t- 1},
{"(kg)->mt" If[t<t,nD,nD-U &]//.6-t-1}
}
1,
Bol
], Control Pl acenment -Left

]

Rezultatele executiei programului se vizualizeaza pe ecran n urméatoarea forma.

Controlul

Timpul (s) w00

t=>

co

Inaltimea initiala (km)

a-> D

Viteza initiala (km/s) H
M

H—> 1

Masa initiala (kg)

100

{{318.031 (s) —>t}, {70.319 (km)->h}, {-0.447267 (km/s)->V}, {354.855 (kg)->m}}

Programul este util atat pentru studiul problemei initiale, cat si pentru efectuarea experimentelor cu date reale.
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