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PRINCIPII DE ECHILIBRU PARETO-NASH

Victoria LOZAN, Valeriu UNGUREANU

Catedra Matematica Aplicata

We consider the problem of determining the set of Pareto-Nash equilibriums in strategic games. The main results
and method for solving the problem are explained. They are applied to solve the problem of finding Pareto-Nash equi-
libriums of two player bi-criteria games through constructing the intersection of the graphs of efficient respond applica-
tions. Illustration examples are presented.

In lucrare se cerceteazi notiunea de echilibru Pareto-Nash prin detalierea/particularizarea tezelor teoretice
din [1,2]. Se expun succint problema si rezultatele teoretice de baza, apoi ele sunt aplicate la rezolvarea jocu-
rilor diadice bicriteriale prin metoda construirii intersectiei graficelor aplicatiilor de tip cel mai bun raspuns [3].

Definim jocul noncooperatist:

=(N{X () pe),

i=

unde
e N ={/, 2 ...,n} este multimea jucatorilor,

e X, C R este multimea de strategii ale jucatorului p € N,

e k, <+, pEN,

o { f ; (x)}j: sunt functiile de castig ale jucatorului p, definite pe produsul cartezian X = XNX b
pe

Fiecare jucator are de rezolvat solitar o problemd de optimizare multicriteriala, adica fiecare jucator
urmeaza sa selecteze din multimea sa de strategii acea strategie x; €X,, p €N, pentru care toate functiile

i * ok mpo, . . . * . o . « A
lui de castig { f; (xp,x7 p)} " jau valorile maxime. Strategia x, se numeste eficientd (optimala, in sens
i=l1

Pareto), daca nu exista o alta strategie x; eX , astfel incat x; >~ x; , adica sa fie mai buna decat x; .

Definitie. Strategia x; este ,,mai buna’ decat x;, daca
if s L i " v X
{fp (xp’x*p)},-zl - {fp (xp’xfp>}l—:l 0 VX = -r’

. . . . . . . j !/ j *
si exista cel putin un indice j € {l,...,mp} siun x_, € X pentru care are loc f; (xp,xfp) > fb/ (xp,xfp) ;
aceastd relatie se noteaza x; > x; .
Notam multimea de strategii eficiente ale jucatorului p prin ef X ,- Orice doua strategii eficiente sau sunt

echivalente, sau sunt incomparabile. Solutie pentru fiecare jucator este multimea ef X -

. . k : . : o g m
Teorema 1. Daca mulfimile X , C R sunt compacte si functiile sunt continue, adica { f ; (x)} pl eC (Xp )
=

p =1,n, atunci multimile ef Xp sunt nevide.

Elementele x = (xl* , x;,...,x:) cef X= x ef X , ¢ numesc situatii de echilibru in sensul Pareto-Nash
PEN

(PNE)si PNE="ef X .

p=l1
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Consideram ca jocul I" este convex: multimile de strategii sunt convexe si functiile de castig sunt concave
in raport cu strategiile proprii, cand celelalte strategii sunt fixate.

—_— . m
Teorema 2. Dacd in jocul convex multimile X, p =1,n, sunt compacte si functiile { /, (x)}l_:”l sunt
continue pe X = % X , atunci jocul I" poseda echilibru Pareto-Nash.

PEN

Exemplul 1. Consideram jocul dintre doi jucatori. Fiecare jucdtor are cate doud strategii si cate doud
functii de castig. Vom considera ca jucatorii doresc sa-si maximizeze castigul. Functiile de cost sunt date de

matricele:
43 7.7 5-1 24
A= , B= .
6,6 8,4 43 6,2

Mai intai determinam multimile ef X si ef Y — multimea strategiilor eficiente a primului jucator si, respectiv,
a jucatorului doi. Elementele multimilor ef X si ef Y sunt luate in paranteze unghiulare.

43 (17 5-1 (24
“<les a7l 6a)
PNE=ef XNef Y ={(1,0),(0,0)} cu castigurile {((7,7),(2.4)).((8,4).(6,2))} .

In cazul strategiilor mixte pentru fiecare jucitor vom construi functia de sinteza care poate fi interpretati
ca unica functie de castig a jucatorului:

ny ) ) —
F,=>4fi(x)>max, 4,20, > 4 =1, p=Ln.
i=1 i=l
mp
Teorema 3. Dacd x, este solufie a problemei monocriteriale Fp = Z)\if[: (x) —max, xeX cu
i1

my
A4, >0,i=Lm,, 2/11. =1, atunci x, este punct eficient, pentru x_, dat.
i1

Punctele X" = (X, ,X,,...,x,) € X se numesc situatii de echilibru in sensul Pareto-Nash, dac pentru orice
jucator p

P

F, (xp,xfp) <F, (xp,xfp) =F (x ), pr €X,,
adicd x este echilibru Nash, daca si numai daca

* * * *
F(x ) = (maxF1 (xl,xfl),maXF2 (xz,xd),...,maan (xn,xn)) ,
€ X xeX, x,€X,

*

* * * * * e N
unde (xp,xfp) = (xl 3 Xy 5eeis X xp,xpﬂ,...,xn) , p =1,n. Asadar, echilibrul in sensul Pareto-Nash cere ca

p—1°
fiecare dintre jucatori sa-si aleaga strategia proprie din multimea sa de strategii eficiente, ca cel mai bun raspuns
la strategiile alese de ceilalti jucatori.

Daca notam graficul aplicatiei Argmax F), (x o X p) :X , — X, prin
x,eX,

Grp :{(xp,x_p)EX:x_p EX—p’ *p = argmaXFp (yp’x_p>}’

ypeX,
atunci PNE = ﬂ Grp .
p=l1

Prin PNE notdm multimea de echilibre Pareto-Nash, iar X = X X,x,= (xl 3 Xy Xy 15X, ,...,xn) .
ieN\{p}
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Teorema 4. Dacd multimile X, p =1,n sunt compacte si functiile F, (x) sunt continue pe X = %X ,
PEN

atunci jocul I poseda echilibru Pareto-Nash.
Exemplul 2 (Determinarea echilibrului Pareto-Nash in jocul diadic bicriterial in strategii mixte). Consi-
deram jocul dintre doi jucatori in care multimile de strategii sunt:

X ={(x.x,): x,+x,=1,x >0, x, >0},
Y :{<y1:y2>: Vit =1 Y >0, V2 20}’
iar functiile de castig sunt biliniare (pentru strategia fixa a adversarului sunt liniare):

f‘ll (X9Y) = XTAya f12 (X’y) = XTBya f21 (X9Y) = XTCys f22 (X’y) = XTDy’
unde x,y € R% A, B, C,D € R Pentru fiecare jucétor vom construi functiile de sinteza:

F,=>4f1(x) > max, p=12.
i=1

Deoarece fiecare jucator are doar 2 functii de castig, vom considerad, =4 >0 si 4, =1-4>0,
A+, =1, 2€[01]; g, =u>0si u,=1-pu>0, p, +u, =1, p[0,1], si atunci obtinem:
Fi (xy) =1 f) (xy) +(1-2) /7 (xy) =2 x' Ay + (1- )x'By,
Fy, (xy)=pfy 9 +(1-p) f; (xy)=px'Cy +(1- px'Dy.
Tinand cont de specificul multimilor de strategii, prin transformari evidente:
X, =x,x,=1-x,12x20,
Y=Y,y =l-y, 12y20,

vom trece la un joc secundar, echivalent cu cel initial: X,y € [O,l] , A,ue [0,1] ,

F(x,y) = (a(2)y + B+ ey (D)y + B, (A).
Fy (6, 9) = (7 () + 8G0)y + 7y (1) + 8, (1),
unde:
a(A)=(a, —ay, —ay +ay —by +b, + b, —by,)A+b,; —b, —by +b,,,
BA)=(a,, —ay, —by, +by)A+b, = by, () =(ay —ay, —by +by)A+ by = by,
By(A) =(ay, —by)A+by,
() =(c;y—cp =y +eyp —dy +dy, +dy —dy)pu+d, —d, —dy +dy,
o(u)=(cy —Cyp —dy +dp)u+d, —dy,, yo()=(c;y —Cp —dy, +dp)u+d, —dy,
Oo(1)=(cp, —dp)u+d,,.

Pentru a determina multimea de echilibre Pareto-Nash, construim graficele aplicatiilor de tip cel mai bun
raspuns ale jucatorilor:

1, a(Ad)y+ p(4) >0, 1, y(1)x+6(u) >0,
Gr; =10, a(Al)y+ p(1) <0, Gr, =10, y()x+o(u) <0,
0.1} a(2)y+p2) =0. 0.1} y()x+6(u) = 0.
Exprimdm y = —@ si x= —M. Din aceste relatii determindm valorile pe care le iau x §i y pe
a(4) y (1)

segmentul [0,1], la fluctuatia/variatia parametrilor A, i € [0,1]. Fie x €[a,b] si y €[c,d]. Pentru a deter-
mina graficele aplicatiilor, luam: Vx, €[a,b] si desenam graficul jucatorului doi in conformitate cu Gry;

Yy, €[c,d] si graficul primului jucitor in conformitate cu Gry. In intersectia acestor grafice vom avea
multimea de echilibre Pareto-Nash.
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Exemplul 3. Vom considera cé jucatorii doresc sd-si maximizeze castigul. Functiile de cost sunt date de

matricele:
43 17,7 5-1 2,4
A= , B= .
6,6 8,4 43 6,2

P
Pentru fiecare jucator vom construi functiile de sinteza: F, = z&i S, (x) > max, p=12.
i=1

F=X}'G9+0-Df (X7 =[51-6)y—41+3]x +(4A+10)y + 41+ 4,
Fy = pfy B0+ (=) f5 (%, 9) = [(1pr = 6)x =3 +1]y + Qu+6)x +4u+2.

Vom afla multimea PNE, adicd vom construi aplicatiile de tip cel mai bun raspuns pentru A, €[0,1].

Daca variem A si u pe segmentul [0,1], atunci valorile pe care le poate lua x si y variaza in dependenta de
Asiou:

04} 15}
02F 100
02| 10 03|
04t —— ‘ ‘ ‘
061 02 04 (06 08 10
' -05¢
-08f
10 -10°¢

Analizand graficele de mai sus, observam ca:

1] . 3
y e [O,E} side {O’Z} ,
cefo 2] s wefo 0]

In conformitate cu valorile de mai sus, aplicatiile de tip cel mai bun raspuns variaza pe [0,1]x[0,1], ele au

urmatoarea forma: in Figura 1 este reprezentata variatia aplicatiei primului jucator si in Figura 2 — a jucéto-
rului doi.

F

3? r
¥
1 1
1/2
; - - 0| 7 25 T g
Fig.1 (Gr)) Fig.2 (Gr»)

PNE = Gr, () Gr,. Aceasta intersectie este reprezentatd in Figura 3.
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In baza teoremelor 1-4 s-a construit in mod natural o metoda de rezolvare si ilustrare grafica a problemelor
de aflare a multimilor de echilibre Pareto-Nash. Exemplele ilustreazad metoda studiata.
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