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PROBABILITĂŢILE LIMITĂ DE TRANSFER  

ALE SISTEMELOR ALEATORII DISCRETE 

Alexandru LAZARI 

Catedra Matematica Aplicată 
 
In this article we study discrete random systems with finite set of states. A polynomial time algorithm for determining 

the limit matrix of probabilities in Markov processes is proposed and grounded. 
 
 
1. Formularea problemei 
Considerăm un sistem aleator discret L . Mulţimea de stări posibile ale sistemului este },,,{ 21 nxxxX K= , 

unde n  este un număr natural finit. Trecerea sistemului din starea ix  în starea jx  se efectuează cu probabi-

litatea njipij ,1,, = , la orice moment discret de timp K,2,1,0=t . Timpul de transfer direct dintr-o stare 
în alta este unitar. 

Matricea njiijpP ,1,)(
=

=  se numeşte matricea probabilităţilor de transfer a sistemului aleator L . Se observă 

că sistemul aleator L  reprezintă un proces Markov discret. 
Deoarece sistemul, sigur, va părăsi starea curentă şi va trece într-o nouă stare (care, în particular, poate 

coincide cu cea curentă), la orice trecere sunt juste egalităţile 

 .,1,1
1

nip
n

j
ij ==∑

=
  (1) 

Faptul că njip ji ,1,,, = , reprezintă probabilităţi, implică 

 njip ji ,1,,10 , =≤≤ .  (2) 

Matricea P  ce verifică proprietăţile )2()1( −  se numeşte matrice stocastică. 
În continuare, vom nota )(, tp ji  probabilitatea că sistemul aleator L  se află în starea jx  la momentul de timp t , 

cu condiţia că iniţial sistemul se afla în starea ix , nji ,1, = , K,2,1=t . Matricea njiji tptP ,1,, ))(()(
=

=  

reprezintă matricea probabilităţilor de transfer în t  unităţi de timp. Este cunoscută formula 0,)( >∀= tPtP t . 
Dacă există probabilităţile limită 
 njtpp jitj ,1),(lim ,

* ==
∞→

, 

ce nu depind de starea iniţială ix  a sistemului aleator L , atunci sistemul se numeşte ergodic şi probabilităţile 

limită njp j ,1,* = , se determină ca soluţie unică a sistemului de ecuaţii liniare 
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unde TP  reprezintă transpusa matricei P  şi T
npppp ),,,( **

2
*
1

* K= . 
Dacă sistemul nu este ergodic, atunci sistemul de ecuaţii liniare )3(  poate să nu posede soluţie unică. 

Totuşi, există valorile njip ji ,1,,*
, = , care reprezintă probabilităţile limită de transfer ale sistemului dintr-o 

stare în alta. Altfel spus, valoarea *
, jip  reprezintă probabilitatea că peste o perioadă infinită de timp sistemul 

aleator L  se va afla în starea jx , ştiind că sistemul şi-a demarat evoluţia din starea njixi ,1,, = . 
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Se pune problema determinării matricei njijipP ,1,
*
,

* )(
=

= . 

 
2. Concepte de bază 
Considerăm funcţia )(:  nP MA → , zPIzA nP −=)( , unde nI  este matricea unitate de dimensiune 

n . Fie )(, zA ijP , nji ,1, = , elementele matricei )(zAP . Conform definiţiei funcţiei )(zAP , avem 

][)(, zzpzA ijijijP ∈−= δ , 1))(deg( , ≤zA ijP , nji ,1, = , unde 
⎩
⎨
⎧

≠
=

=
jidacă
jidacă

ij ,0
,1

δ , nji ,1, = , 

reprezintă simbolul Kronecker. 
Notăm ))(det()( zAz PP =Δ . Din definiţia determinantului şi din cele menţionate mai sus rezultă că 

][)( zzP ∈Δ , nzP ≤Δ ))(deg( . 
Fie }0)(|{ ≠Δ∈= zzD PP  . Avem nzD PP ≤Δ≤ ))(deg(\ . În plus, pentru PDz∈∀  matricea 

)(zAP  este inversabilă. 

Definim funcţia )(: nPP MDH → , 1))(()( −= zAzH PP . Fie )(, zH ijP , nji ,1, = , elementele matricei 

)(zH P . Conform metodei de inversare a matricelor, avem: 
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unde )()1()( ,, zRzM ijP
ji

ijP
+−= , iar )(, zR ijP  este matricea obţinută din )(zAP  prin eliminarea liniei i  şi 

coloanei j , nji ,1, = . Deci, ][)(, zzM jiP ∈ , 1))(deg( , −≤ nzM jiP , nji ,1, = . 

Avem ))det(()))1(det(())1(det()1( ,1,,1,, njiijijnjiijPPP pAA
==

−===Δ δ . Deoarece  
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ijij pp δδδ , ni ,1= , rezultă că 0)1( =ΔP , adică PD\1 ∈  şi 

)1()( −Δ zzP M . 
Notăm )(zm  − multiplicitatea rădăcinii z  a polinomului )(zPΔ , PDz \∈∀ . Deoarece )(, zH ijP  este 

o fracţie raţională cu numitorul )(zPΔ , atunci )(, zH ijP  se descompune în mod unic sub forma: 
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unde ∈)(yijkα , PDy \∈∀ , )(,1 ymk = , nji ,1, = , iar polinomul ][)( zzQij ∈  are gradul 

))(deg())(deg())(deg( , zzMzQ PjiPij Δ−= , dacă ))(deg())(deg( , zzM PjiP Δ≥ , în caz contrar − 

0)( =zQij . Descompunerea obţinută se transformă astfel: 
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β , nji ,1, = ,  (5) 
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unde ∈)(yijkβ , PDy \∈∀ , 1)(,0 −= ymk , nji ,1, = , iar polinomul ][)( zzWij ∈  are gradul 

))(deg())(deg( zQzW ijij = , nji ,1, = . 

Deoarece 1max
1,1

== ∑
==

n

j
ij

ni
pP , atunci zPzzP == . Fie 1<z .  

Avem formula ∑
∞

=

− =−=
0

1)()(
t

tT
nP zPzPIzH , ceea ce implică: 
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t
ijijP ztpzH , nji ,1, = .  (6) 

Din relaţiile )6()5( −  şi din unicitatea funcţiei generatoare se obţine: 
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Deoarece 1)(0 ≤≤ tpij , nji ,1, = , 0≥∀t , avem 1≥y , PDy \∈∀ , 0)1( =ijkβ , 1≥∀k , ceea ce 

implică 0)1( =ijkα , 2≥∀k . 

Fie )()1()( )1( zTzz P
m

P −=Δ . Relaţia )4(  obţine forma: 
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, nji ,1, = , 

unde ][)( zzYij ∈  şi 

 =−Δ+=+= )1())(deg())(deg())(deg())(deg())(deg( mzzQzTzQzY PijPijij  

 2)1(1)1())(deg( , −≤−−≤−= nmnmzM jiP ,, nji ,1, = .. 

În continuare vom nota njiij zYzY ,1,))(()(
=

= , njiij ,1,11 ))1(()1(
=

= αα . Descompunerea matricei )(zH P  

obţine forma: 
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În ]1[  s-a arătat că matricea probabilităţilor limită verifică relaţia: 
 )1(1

* α−=P ,  (8) 

adică, matricea probabilităţilor limită este coeficientul de pe lângă 
z−1

1
 în descompunerea dată mai sus a 

matricei 1)()( −−= zPIzH nP . Din descompunerea )7(  şi relaţia )8(  se obţine formula 1

1

* ))(1(lim −

→
−−= zPIzP nz

 

de determinare a matricei probabilităţilor limită *P . 
În continuare, se va construi un algoritm polinomial ce se va baza pe conceptele menţionate mai sus. 
 
3. Construcţia algoritmului 
3.1. Determinarea polinomului )(zPΔ  

 Considerăm polinomul caracteristic al matricei P ,  →:K , ∑
=

=−=
n

k

k
kn zzIPzK

0
)( ν . Coeficientul 

superior al polinomului )(zK  este 0)1( ≠−=−= n
nn Iν . Deci, nzK =))(deg(  şi putem scrie polinomul 

)(zK  sub forma )()1()( 2
2

1
1 n

nnnn zzzzK ααα −−−−−= −− K . Dacă vom nota 10 −=α , atunci cu uşu-

rinţă se obţine relaţia kn
n

k −
+−= αν 1)1( , nk ,0= . 
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În ]3,2[  este indicată metoda lui Leverrier de determinare a coeficienţilor kα , nk ,1= . Ea constă din 
următoarele etape: 

1) Se determină matricele njiij
k kpP ,1,))((

=
= , nk ,1= ; 

2) Se determină urmele acestor matrice: ∑
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j
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k
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3) Se determină coeficienţii ⎟⎟
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În continuare, vom determina coeficienţii polinomului ∑
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k
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0
)( β . Fie }0{\∈∀z . Vom avea 

următoarele transformări: 
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Obţinem kk αβ −= , nk ,0= .  

Determinăm formula recursivă pentru calculul coeficienţilor kβ , nk ,0= :  
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Algoritmul 1 

Date de intrare: )(nMP∈ ; 

Date de ieşire: kβ , nk ,0= , unde )(
0

zz P

n
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k
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=
β ; 

1) Se determină matricele njiij
k kpP ,1,))((

=
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2) Se determină urmele acestor matrice: ∑
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3) Se determină coeficienţii: 10 =β , ⎟⎟
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3.2. Determinarea matricei )(zH P  
Fie )()1()( zTzz PP −=δ  şi )1)1(())(deg( −−== mnzN Pδ . După cum s-a arătat mai sus, matricea 
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3.3. Determinarea matricei *P  
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Obţinem: 
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Egalăm coeficienţii de pe lângă puterile lui z . Obţinem sistemul de ecuaţii: 
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echivalent cu sistemul 
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Se observă că există coeficienţii njiNkvu k
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k
ij ,1,,2,0,, )()( =−=∈ , astfel încât  
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Din prima ecuaţie din sistem obţinem njixvu ijijij ,1,,, )0()0(
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Formulele directe de calcul al acestor coeficienţi obţin forma: 
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Substituind în ultima ecuaţie din sistem, se obţine )1(*
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Notând njiijxX ,1,)(
=

= , se obţine formula: 

 X
T

P
P )1(
1* −= . (10) 

Am obţinut următorul algoritm de determinare a matricei probabilităţilor limită *P : 
 

Algoritmul 2 
Date de intrare: )(nMP∈ ; 

Date de ieşire: )(* nMP ∈ ; 

1) Se determină coeficienţii polinomului ∑
=

=Δ
n

k

k
kP zz

0
)( β  aplicând Algoritmul 1; 

2) Utilizând schema Horner, se divizează de )1(m  ori polinomul )(zPΔ  la 1−z , obţinând în final poli-

nomul )(zTP  ce verifică 0)1( ≠PT . Totodată, se păstrează şi coeficienţii *
kβ , Nk ,0= , ai polino-

mului )()1( zTz P−  obţinut după penultima divizare; 
3) Se determină valoarea )1(PT ; 

4) Se determină matricele )(kx , 1,0 −= Nk , conform formulei )9( ; 

5) Se calculează matricea ∑
−

=
=

1

0

)(
N

k

kxX ; 

6) Se determină matricea *P  conform formulei )10( ; 
Complexitatea acestui algoritm este )( 4nO . 
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