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PROBABILITATILE LIMITA DE TRANSFER
ALE SISTEMELOR ALEATORII DISCRETE

Alexandru LAZARI
Catedra Matematica Aplicata

In this article we study discrete random systems with finite set of states. A polynomial time algorithm for determining
the limit matrix of probabilities in Markov processes is proposed and grounded.

1. Formularea problemei
Consideram un sistem aleator discret L . Multimea de stari posibile ale sistemului este X = {x,x,,...,X,},

unde 7 este un numar natural finit. Trecerea sistemului din starea X; in starea x; se efectueaza cu probabi-
litatea p;, i, j = 1,7, la orice moment discret de timp ¢ =0,1,2,.... Timpul de transfer direct dintr-o stare
in alta este unitar.

Matricea P =(p;), . se numeste matricea probabilittilor de transfer a sistemului aleator L . Se observa

i,j=l,n
ca sistemul aleator L reprezinta un proces Markov discret.
Deoarece sistemul, sigur, va parasi starea curentd si va trece intr-o noud stare (care, in particular, poate
coincide cu cea curentd), la orice trecere sunt juste egalitatile

Y p,=Li=Ln ()
=1
Faptulca p, ., i, j = 1, n, reprezinta probabilitati, implica
0<p, ,<lij=1n. (2)

Matricea P ce verifica proprietatile (1) —(2) se numeste matrice stocastica.

In continuare, vom nota p .;(¢) probabilitatea cé sistemul aleator L se afld in starea x; la momentul de timp ¢,

cu conditia ca initial sistemul se afla in starea x;, i, j = I,_n, t=1,2,.... Matricea P(¢) =(p, ;(t))

ij=ln
reprezintd matricea probabilititilor de transfer in # unititi de timp. Este cunoscuti formula P(¢) = P',V¢ > 0.
Daca exista probabilitatile limita

p;=limp, (0), j=1n,
t—
ce nu depind de starea initiald x, a sistemului aleator L, atunci sistemul se numeste ergodic si probabilititile

. .o * . PR .o . .o . . ce ge .
limita p;, j= 1, n, se determina ca solutie unica a sistemului de ecuatii liniare

n % , 3
2 p;=1 ®
=l

unde P” reprezinta transpusa matricei P i p° = (py, Prs--es D)

Daca sistemul nu este ergodic, atunci sistemul de ecuatii liniare (3) poate s nu posede solutie unica.

Totusi, exista valorile pz b= 1, n, care reprezintd probabilititile limita de transfer ale sistemului dintr-o

stare in alta. Altfel spus, valoarea pz ; reprezinta probabilitatea ca peste o perioada infinita de timp sistemul

aleator L se va afla in starea x e stiind ca sistemul si-a demarat evolutia din starea x,, 7, j = L,n.
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Se pune problema determinirii matricei P~ = ( pzl.)

ij=ln"

2. Concepte de baza

Consideram functia 4, :C - M, (C), A,(z) =1, —zP, unde I, este matricea unitate de dimensiune

n. Fie Ap,(z), i,j=Ln, elementele matricei A,(z). Conform definitiei functiei 4,(z), avem

l, dacai=j .
ii l,_]zl,l’l,

AP,?/ (Z) = 51] - Zpij € C[Z] b deg(AP,ij (Z)) < 1’ l’.] = lan H unde 5 = {0, dacd - J H

reprezintd simbolul Kronecker.
Notam A ,(z) =det(A4,(z)). Din definitia determinantului si din cele mentionate mai sus rezultd ca

Ap(2) € Cz], deg(Ap(2) < n.
Fie D, ={zeC|A,(z)#0}. Avem |C \ DP| <deg(A,(z))<n. In plus, pentru Vz € D, matricea
A, (z) este inversabila.

Definim functia H, : D, — M, (C), H,(z) =(A4,(z))". Fie H, ;(2), 1, j =1,n, elementele matricei

H ,(z). Conform metodei de inversare a matricelor, avem:
My,
b l: _] — n s
Ap(2)

unde M, (z) = (=™’ R, ;(z),iar R, (z) este matricea obtinutd din A,(z) prin eliminarea liniei i si

HP,;‘/ (Z) =

coloanei j, i, ] = 1,n. Deci, M, ,(z)eC[z], deg(M, ,(z))<n—1,1,j= Ln.
Avem A, (1) = det(4,(1)) = det((4, ; (1))i,j:1,7) =det((5, — p;)

). Deoarece

i,j=Ln

Z(é:j—py):Z@j—Zpij:é}[—lzo, i=1n, rezulta ca A,(1)=0, adica 1eC\D, si
=1 =1 =1

Ay(2):(z-1).

Notdm m(z) — multiplicitatea radacinii z a polinomului A,(z), Vze€ C\ D, . Deoarece H, ;(z) este
o fractie rationala cu numitorul A,(z), atunci H, i (z) se descompune in mod unic sub forma:

H, (2)=0,()+ ) %)L(y) i,j=1n, 4)

yeC\Dp k=1 (Z - y)k o

unde a,;(y)eC, VyeC\D,, k=1Lm(y), i,j=Ln, iar polinomul Q,(z)eC[z] are gradul
deg(Q; (2)) = deg(M,, ;,(z)) —deg(A,(z)), dacd deg(M, ,(z))=deg(A,(z)), in caz contrar —

0, (z) = 0. Descompunerea obtinutd se transforma astfel:

k

1

m(y)(_ yj P ) = m)-1 4k

Hpy(2)=0y(2)+ 2, 2~ =0+ 22 2, 2 —f(»=

yeC\Dp k=1 1 =0 yeC\Dp k=0 )
Y

) m(y)-1 tk

=W+ X 2 Y Y B, i j=1n, )

r=l+deg(Q;(2))  yeC\Dp k=0
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unde B, (y)eC, VyeC\D,, k=0,m(y)—1, i,j=1,n, iar polinomul W,(z) e C[z] are gradul
deg(W,(2)) = deg(Q; (2)), i, j =1,n.

Deoarece ||P|| = max i p; =1, atunci ||zP|| = |z| ||P|| = |z| . Fie |z| <l.
i=lLn o

Avem formula H ,(z) = (I, —zP)™" = > P"z', ceea ce implica:
t=0

HPJ.j(z)=Zpl.j(t)zt, i,j=1n. (6)
=0

Din relatiile (5)—(6) si din unicitatea functiei generatoare se obtine:

m(y)-1 Ik o
py= 3 > L B,0), V> deg(Q, (), i j=Tm.
yeC\Dp k=0 Y
Deoarece 0< p, (1) <1, i,j=1,n, Vi 20, avem |y| 21, VyeC\D,, B,(1)=0, Vk =1, ceea ce
implica a; (1) =0, Vk > 2.

Fie A,(z) =(z=1)""T,(z). Relatia (4) obtine forma:

a... (1 my) o.. a.. (1 Y.(z
-0y St @O 1O 5
z-1 ye @Dl k=1 (2 =) z=1 T,(2)

unde Y, (z) € C[z] si
deg(Y; (2)) = deg(Q; (2)) + deg(T(2)) = deg(Q; (2)) + deg(A ,(2)) —m(l) =
=deg(M, ,(2))—-m()<n—-1-m()<n-2,i,j=1n.

In continuare vom nota Y(z) = (¥;(2)),

i,j=l,n’

o, () =(a; (1))”:@. Descompunerea matricei H ,(z)

obtine forma:

1
H,(z)=——0a,(1)+ Y(2). 7
K= a0 TG ™
In [1] s-a aritat ca matricea probabilitatilor limita verifica relatia:
P’ =-a,(l), (8)

adica, matricea probabilitatilor limita este coeficientul de pe langa in descompunerea datd mai sus a

matricei H,(z)= (I, —zP)"'. Din descompunerea (7) si relatia (8) se obtine formula P = lim(1 - z)(/, — zP)"'
z-1

. . . egeo . . .o *
de determinare a matricei probabilitatilor limitda P .
In continuare, se va construi un algoritm polinomial ce se va baza pe conceptele mentionate mai sus.

3. Constructia algoritmului
3.1. Determinarea polinomului A ,(z)

Consideram polinomul caracteristic al matricei P, K :C -> C, K(z) = |P -zl |=) v,z" . Coeficientul
k=0

superior al polinomului K(z) este v, = |— 1 n| =(-1)" #0. Deci, deg(K(z)) =n si putem scrie polinomul
K(z) sub forma K(z)=(-1)"(z" -,z —a,z"* —...—a,). Daci vom nota @, = —1, atunci cu usu-

rintd se obtine relatia v, = (-1)""«, , , k=0,n.
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In [2,3] este indicatd metoda lui Leverrier de determinare a coeficientilor a,, k=1,n. Ea consta din
urmatoarele etape:
1) Se determina matricele P* = ( p; (k)

i,j=ln’ :l,l’l,

2) Se determina urmele acestor matrice: s, = 7 Pr = Z p; (k)
3) Se determind coeficientii ¢, = (sk Za Sy ]j =1,n.

In continuare, vom determina coeficientii polinomului A ,(z) = Z B.z" . Fie Vz e C\{0}. Vom avea
=0
urmatoarele transformari:

p-1r
z

Ap(z) =

I, — ZP| =(-z)"

S R
;(_l)n(_l)nH akzk = ;(_ak)zk .

=(=D)"Y vzt =3 (D", 2
k=0 k=0

Pentru z=0 avem A,(0)=|/,|=1=-a,=> (-a,)z". Deci, A,(z)=> (-a,)z", VzeC.
k=0 k=0

Obtinem B, =—a,, k =0,n.

Determinam formula recursiva pentru calculul coeficientilor S, , k = ﬂ :
1 = 1 = _
B =—a, = _Z S, —Z;ajsk_j = _Z S, +Z;ﬂjsk_j s k=Ln, By=—a,=1.
J= J=

Algoritmul 1
Date de intrare: P e M, (C);

Date de iesire: [, k = 0,7, unde Zﬂkzk =A,(2);

k=0

1) Se determind matricele P* = =(p; (k) =1,n

ljln

2) Se determind urmele acestor matrice: s, = tr P* = ijj (k), k= Ln,

1 k-1
3) Se determina coeficientii: B, =1, p, = _E(Sk + Z,Bjsk_jj, k=1Ln.
=

3.2. Determinarea matricei H ,(z)
Fie 0,(z) =(z—-1DT,(z) si N =deg(d,(z))=n—(m(l)—1). Dupa cum s-a aratat mai sus, matricea

0p(2) i

(z-1)""" IZka(k) M, ,i,j=1,n.Vomavea I, =(I, —zP)(, —zP)™", ceea ce implicd

ZFx® , unde

H ,(z) poate fi scrisd sub forma H,(z) =

N- N-1 N-1
Sp(, = (1, —zP) Y. 25 = ¥ 2420 3 241 (Prh)) =
k=0 k=0 k=0
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N-1
— x(o) + sz(x(k) —Px(k_l)) _ Zn(quv—l)) .

k=1

N
Fie 8,(z) =, B.z" . Substituind in relatia obtinuti anterior, obtinem formulele de calcul ale matricelor

D k=0,N-1:
! =ﬂ§1n, x® 2,6,:1,, +Px* Y k=1,N-1. )

Vij(z) i i=1ln.

Deci, H,(z) = 5. ,unde V,(z) = Zx(k) “i,j=1n
P

i, j=ln

. . . *
3.3. Determinarea matricei P

N-1
Fie Tp(z) = Y. 7,2", Y(z) = Zy(k) *, y" = a,(1). Conform relatiei (7), avem:
=0

V(2 2 Zy 7

=2 i, j=1n.
5, = g

Obtinem:

N-1
Y a0zt =V (2) =y, T, (2) + (z - 1)2 yiz* =
k=0

N-1 N-2
:yijlg)yk Zy;k) K+l Zy(k) k Zkaz;Z +Zy<k ) _k Zy(k) ko_

s iajzlan

(k=)

=(royy; — v+ Z(yky,, +
k=1

(N-2) )ZN—I

yljk))z +(7n- 1yy +

Egalam coeficientii de pe langa puterile lui z . Ob‘ginem sistemul de ecuatii:

xO — (0)
/A }/Oyz] yzj 2

k kl k ..
”—;/kyy+y( ) y;),kle—Z,l,]:Ln
(N-1) _ (N- 2)

xy 7/N lyzj +y
echivalent cu sistemul

0) _ (0)
Vi = 70)’1, Xij s
(k)

Vi —}/kyy+y(k1) (k) k—lN 2,i,j=1Ln

(N-2) _ (N- 1)

ylj ]/lelj+x

Se observi ca exista coeficientii uA(< ) v.(.k) eC, k= O, N —2,1,j=1,n,astfel incat

YO =u®y +v® k=0,N=2,i,j=1n.

PO = 5

Din prima ecuatie din sistem obtinem u(o) =70 Yy X, 4, J =1,n, iar din urmatoarele N —2

ecuatii se obtin coeficientii y.. , k :1 N-=-2,i,j=Ln:

(o (k-1)

(k) _ (k) — (k-1) _ (k) — (k1) (k-1) _ (k)
v = vy + vy =7y +uy v vy =y +u )y + )s
ceea ce implica relatiile recurente

u = ulf D 1y VO =y O k1N =2, j = 1,n
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N —

Formulele directe de calcul al acestor coeficienti obtin forma:

k k - P
k k . .
ul =Yy, v == x" k=0,N-2,i,j=1n.
r=0 r=0

i

o . n . . . . . (N=2) _ * (N-2) _ * (N-1)
Substituind in ultima ecuatie din sistem, se obtine u;~ 'y, +V; =—VnaVy tX; =4
=N
.
N-1 N-1 * _ inj B N-1 " N
* _ r .. * =0 _ ij _ r ..
Sy v, =2x i j=ln & y, =5—-= ,unde x; =Y x;”, i, j=1n.
r=0 r=0 Z ]/ TP (1) r=0
p
r=0
Notand X =(x;). _—, se obtine formula:
y7Zi,j=ln >
"= X .(10)
7,()

Am obtinut urmitorul algoritm de determinare a matricei probabilitatilor limitd P":

Algoritmul 2
Date de intrare: P e M, (C);

Date de iesire: P" € M, (C);
1) Se determina coeficientii polinomului A ,(z) = Z B.z" aplicind Algoritmul 1;
k=0

2) Utilizdnd schema Horner, se divizeaza de m(l) ori polinomul A,(z) la z—1, obtindnd in final poli-
nomul T,(z) ce verifica T,(1) # 0. Totodatd, se pdstreazd si coeficientii f3,, k = O,N, ai polino-
mului (z —1)T,(z) obtinut dupd penultima divizare;

3) Se determind valoarea T,(1);

4) Se determind matricele x|, k =0, N —1, conform formulei (9) ;
N-1

5) Se calculeazda matricea X = Zx(k) K
k=0

6) Se determind matricea P* conform formulei (10) ;

Complexitatea acestui algoritm este O(n*).
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