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ASUPRA PROPRIETATILOR GRUPURILOR
PSEUDOMINORE DE W -SIMETRIE

Marina BRANISTE, Alexandru LUNGU

Catedra Algebra si Geometrie

In the present paper there are studied, analyzed and described some properties of pseudo-minor groups of WP -

symmetry: the general structure, the necessary and sufficient conditions for a certain group of a generalized symmetry
in order to be pseudo-minor, one method of deriving.

1. Problema cercetarii structurii generale si a proprietatilor grupurilor pseudominore de ¥, -simetrie este
mai complexd si mai dificila decat problema analogica pentru grupurile pseudominore de P -simetrie sau a
altor tipuri de grupuri chiar de I -simetrie.

Scopul cercetarii acestei probleme este: in primul rand, de a determina conditiile necesare si suficiente ca
un grup oarecare de o simetrie generalizatd sd fie pseudominor de I, -simetrie cu grupul generator dat; in al

doilea rand, de a evidentia diferite tipuri de subgrupuri ale lor din punctul de vedere al nivelului de genera-
lizare a simetriei clasice; in al treilea rand, de a elabora metode cit mai simple de deducere a acestor grupuri
din grupul generator dat si grupul initial de substitutii in calitate de grup de definire.

2. Vom aminti, mai intdi, pe scurt unele aspecte ale teoriei generale a grupurilor discrete de W, -simetrie
[1-7]. Fie M, un punct de pozitie generala al figurii geometrice £ cu grupul de simetrie G . Actionand cu

grupul G asupra punctului M, se obtine un sistem de puncte G -echivalente, i.d. g,(M,)=M, € F', unde

g, € G . Se da multimea ordonata N = {1,2,...,m} de ,,indici”, care reprezinta m calitati de aceeasi natura

generald cu caracter scalar (faze ale aceluiasi fenomen, temperaturd, presiune, densitate, masa s.a.). Fixdm
grupul tranzitiv de substitutii P al acestor ,,indici”. Fiecarui punct al figurii /' i se atribuie cel putin unul din

»indicii” multimii N . In rezultat, se obtine figura ,,indexata” F V) Construim produsul Cartezian W al co-
piilor izomorfe cu P, indexate sus in dreapta cu elementele grupului G , adicd W = P*' x P> x...x P x...

) _

Se numeste transformare de W, -simetrie asa o aplicatie izometricd g gw a figurii ,,indexate” F ™

pe sine, in care transformarea de simetrie g actioneazd numai asupra punctelor M, = g, (M) ale figurii

—99 A

FM , iar ,,indicii”, atribuiti punctelor M, se transforma de citre substitutia P, g, -componentd” in w
din ).
Multimea G"" a tuturor transformarilor de W, -simetrie ale oricarei figuri ,,indexate” £ ™ formeaza
un grup cu legea de compozitie
gl_(w,» *gj_wf) — giw"), (1)
unde g, = g,g,. w, =w'w,, iar w(g,)=w(g,g,). Fie G"") —un grup de W, -simetrie. Vom nota prin
W' multimea tuturor componentelor w din g™ € G"?'. W' verifici conditia w, W' W ,unde w, este
unitatea grupului W . H=G"" NG serveste drept subgrup de simetrie clasica, iar V =G » N\W'=G"" N\w
este subgrupul transformarilor W -identice ale grupului G" . Vom numi grupul G grup generator pentru

G" , lar multimea tuturor grupurilor de W -simetrie cu acelasi grup generator — familie. Vom numi gru-

w,) . . L i o o - -
pul G’ major, minor, mijlociu (¥ -mijlociu), semimajor, (W' -semimajor), semiminor (W' -semiminor),
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semimijlociu ((W',V") -semimijlociu), pseudominor (W' -pseudominor) sau pseudomijlociu ((W',V") -pseudo-
mijlociu) dacd, respectiv, w, <V =W'=W, w,=V<W'=W, w,<V<W'=W, w,<V=W'<W,
w,=V<W' <W, w,<V<W<W, wy=VcW cW (dar W' nu este subgrup in W) sau
w, <V cW'cW (dar W' nu este subgrup in ).

Dacé subgrupul V' de transformari W -identice ale grupului G este unitar, atunci omomorfismul @
cu nucleul V' al grupului G" pe grupul sdu generator G, conform regulii (o(g(w)) =g, e pur si simplu
un izomorfism. In consecint, grupurile minore, semiminore si pseudominore de W, -simetrie sunt izomorfe

cu grupurile lor generatoare.
Pentru a obtine o generalizare netriviala a simetriei clasice, trebuie ca grupul respectiv de substitutii P sa

W| = ‘PG‘ >0l > |G| Grupurile minore de W -simetrie, daca ele

verifice conditia |P| > 2. In consecinta,
exista, trebuie sa verifice conditia |W| < |G| . Ultima relatie e incompatibila cu cerinta |W| > |G| . Deci, gru-
puri minore de ¥, -simetrie, pur si simplu, nu exista.

Grupurile G"" de W, -simetrie ale unor figuri ,,indexate” F ™ sunt subgrupuri in impletirile de stanga
carteziene standarde ale grupului tranzitiv de substitutii P cu grupul de operatori G si au ca baza geomet-
ricd grupul discret de simetrie G al figurii /' considerate initial: G" < GTP, unde automorfismele g ce
participa in inmultirea elementelor din G"" sunt generate de g —deplasari la stanga ale componentelor in
interiorul elementelor w din grupul W = P% x P® x...x P® x... Insesi figurile ,indexate” F™), care
modeleaza grupurile respective de Wp -simetrie, sunt submultimi ale produsului cartezian al multimilor F si
N cu suportul geometric ' (multimea punctelor M ca componente in punctele ,,indexate” (M,r) ale
figurii F).

Fie ca se dau grupurile G si P, de asemenea, si omomorfismul @:G — AutP cu legea ¢(g) =@,
si cu nucleul Kergp=H . Aplicatia g a grupului G in grupul P (i.d. pe submultimea P' din P), con-

form regulii #(g)= p, se numeste cvasiomomorfism de stdnga, dacd pentru orice g, si g; din G

Mg ) =mgg,)= (Z)gj_ [,u(gl.)],u(gj) =, (p)p; =P, - @ senumeste omomorfism insotitor al aplicatiei
4 [5].

In continuare vom formula cateva proprietati ale aplicatiei cvasiomomorfe de stinga.
1) Dacd nucleul H al omomorfismului insotitor ¢ : G — AutP coincide cu intreg grupul G, atunci

cvasiomomorfismul de stanga  al grupului G in grupul P degenereaza in omomorfism obisnuit.

2) La cvasiomomorfismul de stanga x al grupului G in grupul P imaginea unitatii 1 din G este unita-
tea e agrupului P: u(l)=e.

3) Nucleul cvasiomomorfismului de stinga x al grupului G in grupul P este un subgrup H' din G:
H'<G.

4) La cvasiomomorfismul de stinga g al grupului G in grupul P cu nucleul H', fiecarei clase de res-

turi de dreapta a grupului G 1in raport cu subgrupul H' i se pune in corespondentd unul si numai unul din
elementele grupului P, iar claselor diferite — elemente diferite din P .
5) Daca grupul G la cvasiomomorfismul de stdnga u se aplica pe submultimea P’ a grupului P, atunci

P' nu intotdeauna este grup.
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6) Daca H' reprezinta nucleul cvasiomomorfismului de stinga u al grupului G pe submultimea P’ din
P, atunci indicele subgrupului ' in G coincide cu puterea submultimii P’ =Imy .

7) Dacéd nucleul H' al cvasiomomorfismului de stinga g al grupului G in grupul P este divizor normal
in G, atunci elementelor 2 € H' le corespund, in conformitate cu omomorfismul insotitor ¢: G — AutP,
numai astfel de automorfisme @,, a caror actiune asupra x(G)=P' coincide cu actiunea automorfismului
identic i al grupului P.

Daca cvasiomomorfismul de stinga este insotit de un izomorfism @ (i.d. Ker¢g =1), atunci el se numeste

cvasiomomorfism de stanga natural. Cvasiomomorfismul de stanga natural g al grupului G 1in grupul

w =11 P la care automorfismul @, = g actioneaza asupra elementelor w din £(G) sub forma de

g -deplasari la stAnga ale componentelor (i.d. g(w)=g(< p*, p*,..., p*,...>) =< p=' p* .. p*,...>)
se numeste cvasiomomorfism de stinga natural exact.
Pentru ca aplicatia g a grupului G pe W' (unde W' este o submultime cu unitate din grupul W), con-

form regulii ££(g;) = w;, sa fie un cvasiomomorfism de stdnga natural exact, este necesar si suficient ca pro-
dusul elementelor g;(w;) si w, sa apartind lui W' pentru orice element g, din grupul G si ,u(gj) =W,
din W'. Mai mult, pentru ca cvasiomomorfismul de stinga natural exact g cu nucleul Kery=H al gru-
pului G pe subgrupul W' din grupul W si coincidd cu omomorfismul obignuit, este necesar si suficient ca
W'< DiagW si G/H=W".

3. In acest subpunct vom analiza structura generald a grupurilor ' -pseudominore si vom evidentia un
criteriu al grupurilor de acest tip.

Teorema 1: in orice grup W' -pseudominor de W, -simetrie G"" cu grupul generator G si subgrupul

I(W‘) (definit de acelasi grup ini-

de simetrie H se contine in calitate de subgrup un grup de P -simetrie [8] G
tial de substitutii P, unde W, < DiagW = P si W, c W") al familiei cu grupul generator G, si cu subgrupul
de simetrie [/ (unde H <G, <G).

Demonstratie: Fie G"" un grup W' -pseudominor de W, -simetrie, ce are grupul generator G , grupul
initial de definire P si subgrupul de simetriec H . Atunci, W =T1__.P% si W'= {w‘g(w) € G(W")} cw,

iar W' ¢ W . Notdam prin W, intersectia submultimii W' cu subgrupul Diagh =W": W, =W'(\W", iar

g,€G

prin simbolul G — multimea elementelor g™ din G"" , unde componenta we W, .

Nemijlocit se verifica ca GI(WI) reprezintd un grup cu inmultirea pe componente, care, conform aparatului
matematic formal, nu se deosebeste de grupurile de P -simetrie. G, si W, sunt grupuri, ca imagini omomorfe
ale grupului G la actiunea omomorfismelor A:G" — G, conform legii /1[ g(w)] =g si, respectiv,
7:G"™ — W, conform legii )([ g(w)] = w. Evident, subgrupul de simetrie H al grupului G’ reprezinta
si subgrup de simetrie in GI(W‘) , deoarece w,, € W,. Mai mult decat atat, din izomorfismul grupurilor G"’ si
G rezultd izomorfismul grupurilor G si G,. De asemenea, este evident ci H<G, <G (rezulta din faptul

cd G™ este grup de Wp -simetrie, ce nu se deosebeste conform aparatului matematic de grupul de P -

simetrie, i, respectiv, din teoria generald a P -simetriei, deoarece G,/H =W,). Teorema este demonstrata.
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. W, = ' . . . .
Teorema 2: Pentruca G sa fie grup W' -pseudominor de W' , -simetrie cu grupul generator G si grupul
initial de definire P | este necesar si suficient ca el sa verifice urmatoarele conditii:
1) G"" si fie subgrup netrivial al grupului major E(W”) ale aceleiasi familii, adica: G" < E(Wp) =G| P;
~ ) : = A : _ g
2) in G actioneazd regula de inmultire a elementelor gw,o g,w; =g.8,w,’w,;, unde
W, =< p&, pe, ., Y, > st wh =< pPt poe L piE >
3) G"" constd din asa transformadri g(w) = gw, ale caror componente g si w formeaza, respectiv,
grupul generator G si submultimea W' cu unitate a grupului W = P* x P®> x...x P* x..., adica
G= {g‘g(w) € G(W”)} siW'= {w‘g(w) € G(W”)} W,
4) aplicatia A a grupului G" pe grupul G conform regulii ﬂl: g(w)] = g este izomorfa.
Demonstratie: Necesitatea este evidentd, deoarece orice grup W' -pseudominor de W, -simetrie G"
cu grupul generator G si grupul initial de substitutii P verifica conditiile 1) — 4). Aceste conditii sunt si
suficiente pentru ca grupul G"" si fie grup W' -pseudominor de W, -simetrie. Intr-adevar, din conditiile
1) si 2) rezulta ca G"") este grup de W, -simetrie, din 3) — cé este grup de W, -simetrie incompleta, cu grupul
generator G si W' = {w‘g(w) € G(W”)} ,unde w, W' W . Deoarece ¥V =G"" W' reprezinta nucleul
omomorfismului A al grupului G"”’ pe G, dupa legea l[ g(w)] = g, atunci din 4) rezultd cd V =w si

V cW'< W . Prin urmare, G este grup W' -pseudominor de W, -simetrie. Teorema este demonstrata.
4. In continuare vom cerceta o metoda de deducere a grupurilor pseudominore de W, -simetrie din grupu-
rile clasice de simetrie si grupul initial de substitutii P .
Teorema 3: Orice grup W' -pseudominor G"" de W, -simetrie poate fi dedus, cunoscand grupul sau
generator G si grupul multicomponent de permutéri W = 1 gieGPg" conform pasilor urmatori:
1) se construieste cvasiomomorfismul exact natural de stinga g al grupului G pe submultimea W' cu
unitate din grupul W dupa legea ,u( gi) =Ww;
2) se stabilesc in calitate de componente ale transformarii g(W) elementele din grupul G si submultimea
W' ce corespund unele altora dupd : g = gw, unde w= ,u(g) ;
()

3) se introduce in multimea elementelor obtinute g’ operatia (1).
(w;) w)) _ Sm)
geg =g, O]

g _ 881

— — S — [ pe g & ;
unde 8 _gigj’ W _Wijwj’ Wi _<pil’pi29"'9pi 9"'>’lar W <pi

2,8,

8,8 —
D7 Dy ,> =g,(w).
Demonstratie: Fie " - grup W' -pseudominor de W, -simetrie, ce are grupul generator G si sub-
grupul de simetrie H . Deoarece G"" este grup de Wp -simetrie, apoi regula de inmultire a elementelor are

(W)

forma: g™’ og;W’) =g, unde g, = g,g,.iar w, =w'w,, adicd w;’(g,)=w,(g,g,) pentru orice ele-

ment g, din G.
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Stabilim aplicatiile 4 si o ale grupului G"’ , respectiv, pe grupul sdu generator G si submultimea
W' cu unitate dupa legile /”L[ g(w)] =g si G[ g(w)] =w,unde g si w sunt componente ale transformarii
g™ e G". Evident, ci A este izomorfism. De aceea, existd izomorfismul invers A~ al grupului G pe

w - _
"’ dupi legea 1 7' (g)=g"™.

Vom arata acum ca o este un cvasiomomorfism exact natural de stinga cu nucleul H al grupului

w 2 o ). . ) . .. A .
G"" pe W'. intr-adevir, fie 0'[ gl,(”’)] =w, si 0'[ gi,”’)} =w;. Atunci, conform operatiei de inmultire
: w, v : : : _ g
din G" (g™ Og;w’) =g", unde g, = g,g ;. iar w,=w"w, =g (w)w,), vom avea ci
6[ gi(w")gﬁ.w-’)]=0'[ g,({wk)]=wk =8; (wl.)wj. Automorfismul g, actioneazd asupra elementelor w,
din W'=o0o [G(W")} prin intermediul g, -deplasdrii de stdnga a componentelor, adicd

88 &8i&n

g0 =2,(p?. P ) = (P P )

evidentiazd la includerea izomorfd @ a grupului G in grupul AutW dupdregula ¢(g;)=0, =g,.

,> Prin urmare, automorfismele g, se

Asadar, s-a demonstrat cd o este cvasiomomorfism exact natural de stinga. Evident, Kerc = H , deoa-
rece o aplica pe unitatea w, a grupului # numai elementele /2 din subgrupul de simetrie clasica al grupu-

i G
In calitate de aplicatie & a grupului G pe W' luim rezultatul efecturii succesive a aplicatiilor A s
O culegea
(g)=02"(g)=0[g" ]=w
g g g )
unde g si w sunt componente ale transformarii g(W) din G In calitate de Kerp este subgrupul H,
asacum A~ - izomorfism, ce aplica H pe H ,iar nucleul aplicatiei o reprezinta subgrupul H .

. w . . g .. Y
Deoarece grupul W'-pseudominor G"" de W, -simetrie consta numai din asa elemente g(” =

&w,

unde componentele geometrice g sunt diferite pentru diferite elemente g(w) si in totalitate formeaza grupul

: . . . . . W, .

G , iar componentele w formeaza submultimea ' cu unitate a grupului W, apoi pentru G"" sunt veri-
ficate toate conditiile descrise in cei trei pasi.

Vom demonstra acum cd multimea tuturor transformarilor, obtinutd conform pasilor descrisi in enuntul

teoremei din grupurile date G si W , intotdeauna este grup W' -pseudominor de Wp -simetrie.
Fie pentru grupurile date G si W exista cvasiomomorfismul exact natural de stanga x al grupului G

pe submultimea W' al grupului W cu legea u(g,)=w,, unde automorfismul g, =¢(g,) actioneaza
asupra elementelor w; prin intermediul g, -deplasarii la stinga a componentelor sale. Alcatuim multimea
G a acestor perechi gw=g" unde w= u(g).In G"" introducem operatia (1).

Inchiderea multimii G"’ fata de operatia data rezulta din faptul ca G este grup, iar ¢ —cvasiomomor-
fism de stanga natural exact. Asociativitatea operatiei se verifica trivial. Existenta elementului invers [ g(w) ]_1
al lui g =gw din G"’ , de asemenea, urmeaza din faptul cd G este grup, iar 4 este cvaziomomorfism
de stanga natural exact. Anume: fie g™’ € G, atunci g™ =gw, unde g€ G, weW' si w=u(g).
Deoarece G este grup, apoi g € G. Fie u(g™)=w eW'; deci g'w' = gil(w*) e G"" . Pe de o parte,
u(gg™") = u(l) = w,, iar, pe de altd parte, 1(gg"') = (g 'g) = &(W )w. Prin urmare, g(w )w=w,, de
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aceea Z(W')=w"'. Deoarece (Z)"' =g ' (din considerentul ci @ — izomorfism), apoi w =g '(w™).

Am obtinut, ¢ g~ [g*l (wfl)] este element din G .
Vom arata acum cd produsul elementelor gw si g_1 [ g_l(w_l)] este egal cu elementul neutru 1w, din
G"" . intr-adevir, g [g’l(w’l)} ogw= g’lgg[g’l(w’l)} w=1w"w=1lw,.
. C s ) 1 a,) S [ I S | P |
Asadar, elementul invers al oricarui element g™ din G 7", notat prin simbolul [ g ] =g [ g (w )} ,
de asemenea apartine lui G"" . Prin urmare, G"" este un grup de W -simetrie.
Din faptul ¢d 4 aplicd grupul G pe submultimea W' cu unitate din W rezulti cd W' = {W‘ g™ e G(W”)} .

G" W' =1w, = G"" MW, deoarece unitatea 1 a grupului G , conform aplicatici 1, se va aplica nu-

mai pe unitatea w,, a grupului /¥ . Asadar, grupul obtinut G este grup W' -pseudominor de W, -simetrie.

Teorema este demonstrata.

Remarca: Pentru deducerea concreta a grupurilor pseudominore de Wp -simetrie este comod de utilizat
urmatorul algoritm:

1) Avénd date grupurile G si P de gasit W =T1__.P%, W" = DiagW = P, izomorfismul ¢:G — AutW

dupd regula @(g) =g, unde g efectueaza g -deplasarea la stinga a componentelor in fiecare we W ;

8;G

2) De descris actiunea automorfismului & asupra factorilor P* la nivel de substitutii;

3) De gasit in G toate subgrupurile adevarate posibile H si G, (H <G si G,<G), in W" toate
subgrupurile posibile W, , iar in grupul W toate submultimile cu unitate W', care verifica conditiile:
G/HUOW, si W, =W'NW";

4) De construit omomorfismul cu nucleul / al grupului G, pe W, ;

5) De descompus grupul G 1in clase de resturi de dreapta in raport cu subgrupul H si de stabilit asa o
corespondentd biunivocd g intre descompunerea datd si submultimea W' (pastrand corespondenta

dintre elementele subgrupurilor G; si W, obtinutd in rezultatul omomorfismului cu nucleul A al
grupului G, pe W,), care in calitate de aplicatie a grupului G pe W' ar fi cvasiomomorfism exact
natural de stinga cu nucleul H .

Pentru a prezenta grupurile pseudominore G"" de W, -simetrie, este comod de utilizat urmatorul sim-
bol complex (cu mai multi termeni): G/ (P ‘W'|Wl ;G,/H'/H) ,unde: 1) G — grup generator pentru G";
2) P — grup initial de substitutii; 3) W' — multimea ,,substitutiilor” ce intrd in calitate de componente in
g(w) eG" ,unde wyc W'cW = I:Igl_eGPg" ;4) H — subgrupul de simetrie pentru G" (H= G" NG);
5) G, / H'/H — simbolul cu trei componente al grupului GI(WI) de P -simetrie, ce reprezintd un subgrup al
grupului G 6) G,/H =W, ,unde W, = {w‘g(w) € GI(W”} W' si W, < DiagW .

5. In continuare vom analiza cateva exemple concrete de deducere a grupurilor pseudominore de W -

simetrie.
Exemplul 1: Analizdm in primul rdnd un exemplu de deducere a grupurilor pseudominore de W -simetrie

din grupul initial de substitutii P z{e, p =(12)}§C2 si grupul ciclic de ordinul 3 G =C,. Asadar,

10
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G=ClU3= {1,3,371} si W=P' xPx P’ . Conform omomorfismului @:G— AutW , obtinem ca
0(G)=G=C,={1.3,

§_]} , unde simbolul g semnificd automorfismul ¢, = @(g) ce realizeaza g -deplasarea

la stAnga in fiecare w e W . Actiunea automorfismului g asupra factorilor P ai grupului W o prezentam
in forma substitutiilor lor:

1(P%) =P (PP )P ); 3(P5)=P* :(P'PP); 37 (P%)= P % :(P'P* P*).

In calitate de nucleu Keru al cvasiomomorfismului de stinga natural exact x al grupului G = C, in
grupul W poate servi doar subgrupul H de indicele 3in G, adica H =C, = {1} . Prin urmare, pentru dedu-
cerea grupurilor pseudominore de W -simetrie cu grupul generator G = C;, vom studia doar acele submul-
timi cu unitate W', pentru care |W'| =3.

Fie H = {1} . Atunci, W' =(w,,w,,w,), unde w, =< el,e3,e3il >, iar structura concretd a elementelor
w, (i=1,2) o vom determina reiesind din conditia ca aplicatia # a grupului G =C; pe W', conform regulii
wu(y=w,, uB)=w,, u(3"')=w,, si fie cvasiomomorfism de stinga natural exact. Observim ci w, are
ordinul 1, iar celelalte doud elemente au ordinul 2. Mai mult decat atat, din x(3)=w, si 13 = w, obti-
nem u(3-3)=wiw =w, =u(3") si u(3"-3")= Wz_lw2 =w, = 1(3). Deoarece sunt verificate egalitatile
w(3-3= wf’fl w, = wf’fl wiw, =w, = u(1) si 137" -3)=wiw, =w, = u(l), se obtine wf’fl w, = Wiw,.

Fie w, =<gq,,9,,q9; > si w, =<n,F,,F >. Atunci, se obtin urmatoarele rezultate: wf D =< 9,959, >,
wf =<q5,4,,4, > $i W13 w, =< 4,4,,9,9,,9,9; > - Din egalitatea wf w, = w, urmeaza egalitatile: 7 = q,q,,
r,=4q,4,, Iy =q,q,. Din faptul ca wfflwl3 w, =W, urmeazd rezultatul: ¢,q,q, =e. Sunt posibile urma-
toarele trei variante: 1) w, =<e,p,p>, iar w, =<p,p,e>; 2) w,=<p,e,p>, iar w,=<e,p,p>;
3) w,=<p,p,e>,iar w, =< p,e,p >.

In rezultat, obtinem 3 submultimi W' (i= l,_3), care ne dau 3 grupuri pseudominore de W, -simetrie:
W/'=(w,,w, =<e,p,p>w,=<p,p,e>), W) =(w,,w, =<p,e,p>w,=<e,p,p>) si

W [w: GGG,

W, =(w,w; =< p, p,e>w, =< p,e, p>). Simbolul grupurilor pseudominore obtinute este C,/(C,

unde i =1,3.

Exemplul 2: In continuare vom deduce grupurile pseudominore de W, -simetrie din grupul initial de sub-
stitutii P={e,p=(123),p”' =(132)} =C; si grupul abelian G=C,,. Asadar, G =C,, [ 2-m={1,2,m,,m,
si W=P xP xP" xP" . Conform omomorfismului ¢:G—>AutW, obtinem ci ¢(G) :G:sz :{I,Zﬁal,ﬁlz} ,
unde simbolul g semnifica automorfismul @, = ¢(g) ce realizeazd g -deplasarea la stinga in fiecare we IV .
Actiunea automorfismului g asupra factorilor P* ai grupului W o prezentim in forma substitutiilor lor:

[(P#)= P :(P')(P*)(P")(P™); 2(P%) = P** :(P'P*)(P" P™);

i (P%)=P"% :(P'P™)(P*P™); in,(P%)=P™% :(P'P™)(P*P™).
In calitate de nucleu Keru al cvasiomomorfismului de stinga natural exact 4 al grupului G = C,, In

grupul W pot servi doar subgrupurile / de indicele 4 5i2in G, adica H =C, = {1} ,H=C,= {1, 2} sau

11
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H= Cli W= {1, ml.} (i =1,2). Prin urmare, pentru deducerea grupurilor pseudominore de W, -simetrie cu grupul
=2.

generator G = C,, , vom studia doar acele submultimi cu unitate /7', pentru care |W'| =4 sau |W'

1. Fie H = {1} Atunci, W' =(w,,w,,w,,w;), unde w, =< e' e, e™,e™ >, iar structura concretd a
elementelor w, (i =1,3) o vom determina reiesind din conditia ca aplicatia x# a grupului G=C,, pe W',
conform regulii u(l)=w,, u(2)=w,, u(m)=w,, u(m,)=w,, si fie cvasiomomorfism de stinga
natural exact. Observam ca w, are ordinul 1, iar celelalte trei elemente ordinul 3. Mai mult, din £(2) =w,
obtinem g(2-2)=w'w, =w, = u(l), iar din g(m,)=w, obtinem x(m, -m,)=wi"w, =w, = u(l). Din
w(2-m) =w"w, =w, = u(m,) si u(m,-2)=wiw, =w, = u(m,) se obtine ci w"w, =wyw,.

. . . = 2 :

Fie w, =<n,n,n,n,> si W,=<g¢q,,4,,95,9,>. Este evident cad w, =<n,n,7,5> si

. 2 . . .
WY =< G554, 91,9y > > TaT Wy Wy SOOI LT, B > SUWY W) =<G3615G495,91955 929, > - Din egalitatea
wiw, =w, urmeazi relatiile: rr, =r =rr, =rr, =e. Din relatia w)"w, =w, vom obtine egalitatile:
9.9 = 9,9, = 4:9, = 4.4, = € . Mai mult decat atat, egalitatea w]"w, = wiw, implica relatiile: 7,q, = ¢,7;,
G =9\ hq; =445 4, = qs7

Din cele 81 de elemente ale grupului /' determindm care sunt variantele posibile pentru w;, si w,.
Tinand cont de conditiile descrise mai sus asupra componentelor #,7,,7, si r,, respectiv, ¢,,4,,4; $i ¢,,
atunci pentru w, si w, sunt posibile urmatoarele variante: 1) w, =<e, e, p, p' >, dar w, =<e, p,e, p>

1 -1 . -1 -1
sau w,=<p ,e,p,e>; 2) w,=<ee,p ,p>, lar w,=<e,p ,e,p> sau Ww,=<p,e,p ,e>;
3) w, =< p,p‘l,e,e>, iar w, =< e,p_l,e,p > sau w, =< p,e,p‘l,e>; 4) w, =< p_l,p,e,e>, iar
-1 -1 . _ -1 -1 . _ -1 -1
w, =<e,p,e,p > sau w,=<p ,e,p,e>;5 w=<p,p ,p,p >,lar w,=<p,p,p ,p > sau
-1 -1 . _ -1 -1 . _ -1 -1 _ -1 -1
w,=<p ,p ,p,p>;6)w=<p ,p,p ,p>,darw,=<p,p,p ,p >sauw,=<p ,p ,p,p>.

Din cele expuse mai sus putem conchide cé se obtin 12 submultimi /", pentru care elementele w, se determina
tinand cont de una din relatiile w, = W"w, =< 1,q,,7,4,,%iGs> 7G5 > SAU Wy = WaW, =< G, @75, G4ls»GsTs > -

4 -1 -1 -1
W, =(w,=<e,e,e,e>w =<e,e,p,p >w,=<e,pep >w=<p,eep >);

' -1 -1 -1
W, =(w, =<e,e,e,e>w, =<e,e,p,p >w,=<p ,e,p,e>w,=<ep ,p,e>);

' -1 -1 -1
W, =(w, =<e,e,e,e>w, =<e,e,p ,p>Ww,=<e,p ,e,p>Ww,=<p ,e,e,p>);

' -1 -1 -1
W, =(w,=<e,e,e,e>w, =<e,e,p ,p>Ww,=<p,e,p ,e>Ww,=<e,p,p ,e>);

' -1 -1 -1
W, =(w, =<e,e,e,e>w, =<p,p ,e,e>w,=<e,p ,e,p>w,=<ep ,p,e>);

' -1 -1 -1
W, =(w,=<e,e,e,e>w, =<p,p ,e,e>w,=<p,e,p ,e>w,=<p,eep >);

' -1 -1 -1
W, =(w, =<e,e,e,e>w, =<p ,p,e,e>w,=<e,pep >Ww=<epp ,e>);

’ -1 -1 -1
Wy, =(w,=<e,e,e,e>w, =<p ,pee>w,=<p ep,e>w,=<p ,ee,p>);

' -1 -1 I -1
W, =(w, =<e,e,e,e>w, =<p,p ,p,p >W,=<<p,p,p ,p >Ww,=<p ,eep>);
W r_ _ _ -1 -1 _ -1 -1 _ -1 .

0 =W, =<ee,e,e>w =<p,p,p,p >w,=<p ,p ,p,p>wy=<ep,p ,e>);

' -1 -1 -1 -1 -1
W, =Ww,=<eeee>w=<p ,p,p ,p>W,=<p,p,p ,p >w,=<e,p ,p,e>);

12
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! -1 -1 -1 -1 -1
W, =(w,=<e,e,e,e>w,=<p ,p,p ,p>W,=<p ,p ,p,p>Ww,=<p,eep >).

[\l eyleyle}

In rezultat, obtinem 12 grupuri pseudominore de W, -simetrie, al cdror simbol este C,, / (C;

unde I = m .

2.Fie H=C, = {1,2} . Atunci |W'| =2, deci W'=(w,,w), unde w, =<e',e’,e"',e"™ >, iar structura
concreta a elementului W o vom determina reiesind din conditia ca aplicatia ¢ a grupului G=C,, pe
submultimea W', conform regulii p(1) = u(2)=w, si pu(m,)= pu(m,)=w, sa fie cvasiomomorfism de
stinga natural exact. Evident, w,, are ordinul 1, iar w este de ordinul 3. Mai mult decat atat, vom avea ca
p(my -my) = w

o .o _ . 2 .
Daca w are componentele #,r,7,7,, adicd w=<n,r,,1,,r, >, atunci w~ =<r,,1,r,, 1 >. Din ega-

my m

w=w"w=w, = u(2), u(2-m)=w'w=w=pu(m,) si Iu(m1-2)=W2WO =w=u(m,).

. 2 o .. . . ey . -
litatea W" =w urmeazad relatiile: 7, =7, si 7, =r,. lar din egalitatile w™w=w"w=w, urmeaza ca

7,

w"™ =w™ =w'. Prin urmare, w=< n,1h,1,1 >, unde 7, si 7, sunt componente reciproc inverse. In

aceste conditii sunt posibile urmitoarele variante: 1) w=<p,p,p ,p ' > si2) w=<p ,p . p,p>.

Deci, am obtinut 2 submultimi W;' (i=1,2), care ne dau inca 2 grupuri pseudominore de W, -simetrie:
' -1 -1 . ' -1 -1 .

W, =(w,=<e,e,e,e>w=<p,p,p ,p >)si W, =(w,=<e,e,e,e>w=<p ,p ,p,p>). Simbo-

VVi!

w,;C,/C,/C,), unde i=1,2.

lul acestor grupuri este C,, / (C,

3.Fie H=C,, = {l,ml} . Asadar |W'| =2, adica W'=(w,,w),unde w, #w si w, =<e',e’,e"",e™ >.
Structura concreta a elementului W o vom determina reiesind din conditia ca aplicatia £ a grupului G =C,,
pe submultimea W', conform regulii (1) = u(m,)=w, si w(2)=u(m,)=w, sa fie cvasiomomorfism
de stinga natural exact. Din £(2)=w obtinem u(2-2)=w’w=w, =u(l), din g(m,)=w obtinem
u(my -m,)=w"w=w, = u(l),iardin x(2-m,)=w"w, =w= u(m,) obtinem w" =w.

Fie w=<r,n,n1,r, >, deci w" =<rn,r,,n,r, >.Din cgalitatea W" =w urmeazd ca 1, =r;,iar 1, =7,.
in consecinta, se obtine ci w=<r7,7,,#,7, >. Din egalitatile w’w =w">w =w, se obtine w=w"=w,
adica <r,5,n,5>=<r",r,' ;""" >. Prin urmare, 5, =7, si r, =7 '. In aceste conditii sunt posibile
doua variante: 1) w=< p,]fl,p,]f1 > §i2) w=<p ,p,p ', p>. Deci, se obtin inci 2 submultimi Wi'

(i=1,2) ce dau grupuri pseudominore de W, -simetrie: Wl' =(w, =<e,e,e,e>w=< p.p L p,p > si

WZ' =(w, =<e,e,e,e>w=<p ', p,p"', p>). Simbolul acestor grupuri este C,, /(C,

W ‘WO;Cllv/Cllv/Cllv) )
unde i=1,2.

4. Si in cazul cand H:ClzV :{l,mz}, se obtin 2 submultimi W;' (i=1,2), care ne dau inca
2 grupuri pseudominore de W -simetrie: Wl' =(w, =<e,e,e,e>w=< p,p’l,p’l,p >)  si
Wz' =(w, =<e,e,e,e >, w=< p . p,p,p”' >). Simbolul cu mai multi termeni al acestor grupuri va fi
C,, /I(C,

W/ |wy;C2/CE/C2) , unde i =1,2.
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In final putem face urmatoarea totalizare: am obtinut 18 grupuri pseudominore de W, -simetrie din grupul

initial de substitutii P = {e, p=>123),p" = (132)} = C, sigrupul G =C,, in calitate de grup generator.
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