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CURBURI N SPATII FINSLER

Otilia LUNGU

Universitatea ,, Vasile Alecsandri” din Bacau (Romdnia)

The aim of this paper is to expose some curvature properties of the Finsler spaces.

1. Preliminarii
Considerdm datd o varietate reala diferentiabild M, de dimensiune 7 §i (TM, 7, M) fibratul tangent al lui M.

- ; ; O
Intr-o harta locala (U,xl ) pe M, un vector tangent y € T, M , x € M are forma y = y' - |x .
Ox
O metrica Finsler pe M este o functie pozitivd F' : TM — R, cu proprietitile:
i) F este de clasia C* pe TM =TM — {O} si continua pe TM —TM ;
ii) F' este pozitiv omogena de gradul I in raport cu y:
F(x,/ly):/iF(x,y), A>0; (1.1)

iii) ‘v’(x, y) € TM forma biliniara simetricd g (x, y) este pozitiva si nedegeneratd, unde
1 0*F?
20/ 'y

Perechea F" = (M JF ) se numeste spafiu Finsler, iar forma biliniara g (x, y) se numeste tensor

8gjj (x,y) = (1.2)

fundamental al spatiului Finsler.
Functiile reale

,. 10y
V() =y 2 (13

i J.k . .. . . . .. . . .
Cu Yoo =7 ik (x, y) y’y", sunt coeficientii unei conexiuni neliniare care depinde numai de functia fundamen-

tala F (x, y) a spatiului Finsler F'", numitd conexiune neliniard Cartan.

Conexiunea metrica Cartan CI" = (N j , }k ,C 5k) are tensorii de curbura dati de relatiile

SFiy  5Fp

Ry jk = +FLFS —FLFS +Ch RS
h Jk P skL'nj s 4 hk hs % i
. OFL .
Pl = Yy _Cct, +C, ' P 1.4
hJ ok nklj T Cn stk (1.4)
. 0Cy  oC] - .
Syl jk = —L——+ CpCy — Ciy Cy.
oy oy’
Conexiunea Berwald BI| N ;—]ZO are tensorul hh-curbura
oy
H}ijk = R}l;jk _C}ierr'k +{P/;\k +Pk171)j’;l _Phik\j _lerIDkZ} : (1.5)
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Tensorii de curbura ai conexiunii Chern-Rund CRI” ( ;k , Cj‘k ) sunt

i é‘ijll §Fl i mh h
K.IH = §xk N 6 l F}’lkF F;le
P 'ikl = aF_lzk (1.6)
j. ay
Siu =0,
iar tensorul hh-curbura 7 ,ijk corespunzator conexiunii Hashiguchi HT" (N LR ]k ) este
L, =R, + { Pi, + PP, ~ Pl 13',13,;1} (1.7)

Pentru un plan tangent P < 7' M siun vector y € P, definim curbura flag K = K (P, y) prin expresia
8y (R y (V)’ V)

Key)= g,(v.7)g, ()~ (g, (vv)f

: (1.8)

unde P = Span{y,v}.
Spunem cé o metrica Finsler este de curbura scalard daca pentru orice y € T, M curbura flag K = K (x, y)

este o functie scalard (independenta de planul P). Daca K = constant, atunci spunem ca F este de curbura
flag constanta.

Fie un spatiu Finsler 7" cu conexiunea Berwald sau Hashiguchi. Tensorul X dat de
Xk = Hpgje + Hopge +2C 5 R (1.9)

se numeste tensor de curbura stretch al spatiului F"

2. Spatii Finsler cu proprietatea de egalitate a tensorilor de curbura
In [4] Shibata da urmitoarea caracterizare

Teorema 2.1 Daci un spatiu Finsler 7", n >3 are curburi scalarid nenuli si tensorul siau de curburi

stretch X este identic nul, atunci £ este un spatiu Riemann de curbura constanta.
Folosind acest rezultat, putem enunta [3]:

Teorema 2.2 Daci intr-un spatiu Finsler F" = (M ya ) de curburi scalara, tensorul h-curburi al conexi-

unii Chern-Rund CRI" este egal cu tensorul h-curbura al conexiunii Berwald BI", atunci F" este un spatiu
Riemann de curbura constanta.
Demonstratie: Din egalitatea celor doi tensori de curburé se obtine ca
i pr i pro__
Ij‘k +Bcrpjh hk‘] f’]l th 0
Prin urmare, avem:

PLP,~PLB, =0 si B, — Py, =0.

Ultima relatie conduce la concluzia ca tensorul stretch se anuleaza, deci, conform Teoremei 2.1, spatiul

p i
hilk — Phk\ N

F" este un spatiu Riemann de curbura constanta.
Cu o demonstratie similard se obtine

Teorema 2.3 Daci F" = (M JF ) este un spatiu Finsler de curbura scalard si tensorii h-curbura corespun-
zatori conexiunilor Cartan si Hashiguchi sunt egali, atunci " este un spatiu Riemann de curbura constanta.
Teorema 2.4 Daca F" =(M,F) este un spatiu Finsler de curbura scalard K(x,y) si tensorii h-curburd

corespunzatori conexiunilor Berwald si Hashiguchi sunt egali, atunci F" este un spatiu Riemann de curbura
constanta.

28



Seria “Sliinle exacle si economice”
Matemalicd ISSN 1857-2073

Demonstratie: Din egalitatea celor doi tensori de curbura se obtine ca
C}luRj’k = 0

si, cum F" este de curburi scalard, rezulta:

(Klj+%ijChik—(Klk+§Kk)C =0.

hij

Prin urmare,
KC,, =05 K,C,, —K,C,, =0.
De aiciavem ca C,,, =0, adica F" este un spatiu Riemann de curbura constanta.

In concluzie putem enunta

Teorema 2.5 Fie F'" = (M ya ) un spatiu Finsler de curbura scalard K(x, ). Daca tensorul hh-curbura
al conexiunii Chern-Rund CRI" este egal cu tensorul hh-curburd al conexiunii Berwald BI', sau daca
tensorii hh-curburd corespunzatori conexiunilor Cartan i Hashiguchi sunt egali, sau daca tensorii hh-curbura
corespunzatori conexiunilor Berwald si Hashiguchi sunt egali, atunci " este un spatiu Einstein.

Demonstratia este imediata tindndu-se seama de rezultatele din teoremele 2.2, 2.3, 2.4 si de faptul ca
daca un spatiu Riemann este de curbura constanta, atunci este spatiu Einstein.

3. O caracterizare a spatiilor Einstein generalizate de curbura constanta

Considerdm in cele ce urmeazd o metricd Finsler F, pentru care R, =(n—-1)A(x,y)g;, unde A(x,y)
este o functie scalara pe TM — {0} .Vom numi o astfel de metrica metrica Einstein generalizata, iar spatiul
F" = (M I ) il vom numi spatiu Einstein generalizat.

Teorema 3.1 [2] Daci F" = (M I ), n > 4, este un spatiu Finsler de curbura scalara K cu F o metrica

Einstein generalizatd, pentru care R, =(n—1)A(x,y)g,, atunci /1(x, y) este constantd si F" este de

curbura flag constantd, K = A4 .
Demonstratie: Pentru conexiunea Cartan are loc urméitoarea identitate de tip Bianchi:

OR]
Ry = " —+R] C,,k+{L,, k+Lh (i/j)},
ly

unde am folosit notatia Lijk = Poi k-

Rezulta

aRl:' {L r }
R, = é’y +RLCo +1\L5 Ly +le‘ r\oLz‘k +Ik‘0‘l. .

Daca F'" este de curburi scalarda K(x,y ), din Teorema 2.1 avem:

1
Ry = K(x,y)hy +§(hikK;l - hilK;k)’
sau, echivalent
|, ' (1.2 k
jk —hk(3F K,j +Kyjj—h;(§F K,‘k +Ky j
De aici

1 oK ;
Ri};‘ = E(I’l —2)F2 a'i‘(l’l —I)Kyl
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si

ORI 2 oF oF 1 oK

T =) F L (n-2)F? L i (11 y, +(n—1)Kgy,
ayk 3( ) ayk ayl 3( ) 5y15yk ( )ayk Vi ( ) 8ik
in plus,

1 > oK , OK
T
oy oy

RisChx =§F ——Ci _r]+Klkyi'
Inlocuim (3.14) si (3.15) in (3.12):
, 0°K
8yi8yk

2 oK 1
R, —(n—l)Kgl-k :§(n—2)—i Vi +—(n—2)F
oy 3

+1p2 Ika—K,—ClSc oK +KI, y,
3 ayl r
+ {L:rL};k + L?k‘r - Ir‘OL?k + Ik‘O‘i }

Contractam (3.16) cu yi si yk si gasim:
{Rki _(n_l)Kgik} y'yt=0.

+ (” - 1)5)’1‘

Tnsé, avem:

Rij = (n - 1)/1(x,y)gl~j )
Rezultd ca A=K.
In plus,

1

g(l’l —2)F2 aK

-=0
Oy

1

implica BK =0, deci K este constanta.
oy’
Este cunoscut [1] urmatorul rezultat:

Teorema 3.2 Fie (M JF ) o varietate Finsler conexa si compactd de curbura flag constanta A .

i) Daca A4 <0, atunci (M JF ) este Riemanniana.

ii) Daca 4 =0, atunci (M JF ) este local Minkowski.

Din Teoremele 3.1 si 3.2 obtinem urmatoarea concluzie:

Teorema 3.3 Fie (M i ) o varietate Finsler n-dimensionala (n > 4) , conexa si compactd. Presupunem
ci (M, F) are curburi flag scalard si F este o metricd Einstein generalizati, pentru care R, =(n-DA(x,y)g,; -

i) Daca i(x, y) < 0, atunci (M F ) este varietate Riemanniana.
ii) Daca ﬂ,(x, y) =0, atunci (M JF ) este local Minkowski.
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