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CURBURI ÎN SPAŢII FINSLER 

Otilia LUNGU 

Universitatea „Vasile Alecsandri” din Bacău (România) 
 

The aim of this paper is to expose some curvature properties of the Finsler spaces.  
 
 
1. Preliminarii 
Considerăm dată o varietate reală diferenţiabilă M, de dimensiune n şi ( )M,,TM τ  fibratul tangent al lui M. 

Într-o hartă locală ( )ix,U  pe M, un vector tangent MTy x∈ , Mx∈  are forma xi
i

x
yy
∂

∂
= . 

O metrică Finsler pe M este o funcţie pozitivă +→ RTM:F  cu proprietăţile: 

i) F este de clasă ∞C  pe { }0−= TMTM
~

 şi continuă pe 
~

TMTM − ; 

ii) F este pozitiv omogenă de gradul I în raport cu y: 
 ( ) ( )y,xFy,xF λλ = , 0>λ ;      (1.1) 

iii) ( )
~

TMy,x ∈∀ forma biliniară simetrică ( )y,xgij  este pozitivă şi nedegenerată, unde 

 ( ) jiij
yy

Fy,xg
∂∂

∂
=

22

2
1

.      (1.2) 

Perechea ( )F,MF n =  se numeşte spaţiu Finsler, iar forma biliniară ( )y,xgij  se numeşte tensor 
fundamental al spaţiului Finsler. 

Funcţiile reale 

 ( ) 001,
2

i
i
j jN x y

y
γ∂

=
∂

,      (1.3) 

cu ( )00 ,i i j k
jk x y y yγ γ= , sunt coeficienţii unei conexiuni neliniare care depinde numai de funcţia fundamen-

tală ( )y,xF  a spaţiului Finsler nF , numită conexiune neliniară Cartan. 

Conexiunea metrică Cartan ( )i
jk

i
jk

i
j C,F,NC =Γ  are tensorii de curbură daţi de relaţiile  
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Conexiunea Berwald ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

∂

∂
Γ 0,

y

N
,NB k

i
ji

j  are tensorul hh-curbură  

{ }i i i r i i r i i r
hjk hjk hr jk kr jh jr khhj k hk jH R C R P P P P P P= − + + − − .    (1.5)  
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Tensorii de curbură ai conexiunii Chern-Rund ( )i
jk

i
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i
j C,F,NCRΓ  sunt 
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δ δ
δ δ

= − + −

∂
=
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     (1.6)  

iar tensorul hh-curbură i
hjkI  corespunzător conexiunii Hashiguchi ( )i

jk
i
jk

i
j C,F,NHΓ  este 

{ }i i i i r i i r
hjk hjk kr jh jr khjh k kh jI R P P P P P P= + + − − .     (1.7)  

Pentru un plan tangent MTP x⊂  şi un vector Py∈ , definim curbura flag ( )y,PKK =  prin expresia 

 ( )
( )( )

( ) ( ) ( )( )2v,ygv,vgy,yg

v,vRg
y,PK

yyy

yy

−
= ,     (1.8)  

unde { }v,yspanP = . 
Spunem că o metrică Finsler este de curbură scalară dacă pentru orice MTy x∈  curbura flag ( )y,xKK =  

este o funcţie scalară (independentă de planul P). Dacă K = constant, atunci spunem că F este de curbură 
flag constantă. 

Fie un spaţiu Finsler nF  cu conexiunea Berwald sau Hashiguchi. Tensorul Σ  dat de 
r
jkhirihjkhijkhijk RCHH 2++=Σ      (1.9)  

se numeşte tensor de curbură stretch al spaţiului nF . 
 
2. Spaţii Finsler cu proprietatea de egalitate a tensorilor de curbură 

În [4] Shibata dă următoarea caracterizare  

Teorema 2.1 Dacă un spaţiu Finsler nF , 3≥n  are curbură scalară nenulă şi tensorul său de curbură 
stretch Σ  este identic nul, atunci nF  este un spaţiu Riemann de curbură constantă. 

Folosind acest rezultat, putem enunţa [3]: 

Teorema 2.2 Dacă într-un spaţiu Finsler ( )F,MF n =  de curbură scalară, tensorul h-curbură al conexi-
unii Chern-Rund CRΓ  este egal cu tensorul h-curbură al conexiunii Berwald ΓB , atunci nF  este un spaţiu 
Riemann de curbură constantă. 

Demonstraţie: Din egalitatea celor doi tensori de curbură se obţine că 
0i i r i i r

kr jh jr khhj k hk jP P P P P P+ − − = . 

Prin urmare, avem: 
0i r i r

kr jh jr khP P P P− =  şi 0i i
hj k hk jP P− = . 

Ultima relaţie conduce la concluzia că tensorul stretch se anulează, deci, conform Teoremei 2.1, spaţiul 
nF  este un spaţiu Riemann de curbură constantă. 
Cu o demonstraţie similară se obţine 

Teorema 2.3 Dacă ( )F,MF n =  este un spaţiu Finsler de curbură scalară şi tensorii h-curbură corespun-
zători conexiunilor Cartan şi Hashiguchi sunt egali, atunci nF  este un spaţiu Riemann de curbură constantă. 

Teorema 2.4 Dacă ( )F,MF n =  este un spaţiu Finsler de curbură scalară ( , )K x y  şi tensorii h-curbură 
corespunzători conexiunilor Berwald şi Hashiguchi sunt egali, atunci nF  este un spaţiu Riemann de curbură 
constantă. 
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Demonstraţie: Din egalitatea celor doi tensori de curbură se obţine că 
0i r

hr jkC R =  

şi, cum nF  este de curbură scalară, rezultă:  
1 1 0
3 3j j hik k k hijKl K C Kl K C⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. 

Prin urmare, 
0hikKC =  şi 0j hik k hijK C K C− = . 

De aici avem că 0hikC = , adică nF  este un spaţiu Riemann de curbură constantă. 
În concluzie putem enunţa 

Teorema 2.5 Fie ( )F,MF n =  un spaţiu Finsler de curbură scalară ( , )K x y . Dacă tensorul hh-curbură 
al conexiunii Chern-Rund CRΓ  este egal cu tensorul hh-curbură al conexiunii Berwald ΓB , sau dacă 
tensorii hh-curbură corespunzători conexiunilor Cartan şi Hashiguchi sunt egali, sau dacă tensorii hh-curbură 
corespunzători conexiunilor Berwald şi Hashiguchi sunt egali, atunci nF  este un spaţiu Einstein. 

Demonstraţia este imediată ţinându-se seama de rezultatele din teoremele 2.2, 2.3, 2.4 şi de faptul că 
dacă un spaţiu Riemann este de curbură constantă, atunci este spaţiu Einstein. 

 
3. O caracterizare a spaţiilor Einstein generalizate de curbură constantă 

Considerăm în cele ce urmează o metrică Finsler F, pentru care ( 1) ( , )ij ijR n x y gλ= − , unde ( , )x yλ  

este o funcţie scalară pe { }0TM − .Vom numi o astfel de metrică metrică Einstein generalizată, iar spaţiul 

( )F,MF n =  il vom numi spaţiu Einstein generalizat. 

Teorema 3.1 [2] Dacă ( )F,MF n = , 4≥n , este un spaţiu Finsler de curbură scalară K cu F o metrică 

Einstein generalizată, pentru care ( 1) ( , )ij ijR n x y gλ= − , atunci ( )y,xλ  este constantă şi nF  este de 
curbură flag constantă, λ=K . 

Demonstraţie: Pentru conexiunea Cartan are loc următoarea identitate de tip Bianchi: 
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= , 

unde am folosit notaţia i
jk

i
jk PL 0= . 

Rezultă 
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R 00 +−+++
∂

∂
= . 

Dacă nF  este de curbură scalară )y,x(K , din Teorema 2.1 avem:  

( ) ( )k;ill;ikiklikl KhKhhy,xKR −+=
3
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, 

sau, echivalent 
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De aici 
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şi 
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În plus, 
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Înlocuim (3.14) şi (3.15) în (3.12): 
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Contractăm (3.16) cu iy  şi ky  şi găsim: 

( ){ }1 0.i k
ki ikR n Kg y y− − =  

Însă, avem:  
( ) ( ) ijij gy,xnR λ1−= . 

Rezultă că K=λ . 
În plus,  

( ) 02
3
1 2 =

∂

∂
− iy

KFn  

implică 0=
∂

∂
iy

K , deci K este constantă. 

Este cunoscut [1] următorul rezultat: 
Teorema 3.2 Fie ( )F,M  o varietate Finsler conexă şi compactă de curbură flag constantă λ . 
i) Dacă 0<λ , atunci ( )F,M  este Riemanniană. 
ii) Dacă 0=λ , atunci ( )F,M  este local Minkowski. 
Din Teoremele 3.1 şi 3.2 obţinem următoarea concluzie: 
Teorema 3.3 Fie ( )F,M  o varietate Finsler n-dimensională ( )4≥n , conexă şi compactă. Presupunem 

că ( )F,M  are curbură flag scalară şi F este o metrică Einstein generalizată, pentru care ( 1) ( , )ij ijR n x y gλ= − . 

i) Dacă ( ) 0<y,xλ , atunci ( )F,M  este varietate Riemanniană. 
ii) Dacă ( ) 0=y,xλ , atunci ( )F,M  este local Minkowski. 
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