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It is well known that a Randers metric is a deformation of a Riemannian metric Ot(x, y) =4/ (x)yl ¥/ using a

1-form [ (x, y) = bi (x )yi . In this paper we consider a deformation of a 4-th root metric (or a quartic metric) using the

same 1-form [ (x, y) . We call it a Randers quartic metric and we studie some of its properties.

1. Preliminarii

Fie M o varietate reald diferentiabild, de dimensiune » si (T M,r,M ) fibratul tangent al lui M. Intr-o
0

ox'

hartd locald (U,xi ) pe M, un vector tangent y € T,M , x € M are forma y = yi

o
O metricd Finsler pe M este o functie pozitiva /' - TM — R, cu propriettile:

i) Feste de clasa C™ pe TM =TM — {0} si continud pe TM —TM ;

ii) F este pozitiv omogena de gradul I in raport cu y:

F(x,Ay)=AF(x,y), A>0; (1.1)

iii) V(x, y) € T'M forma biliniard simetricd g;; (x, y) este pozitiva si nedegeneratd, unde
1 8°F?
2 oy’ oy’ '

Perechea F" = (M I ) se numeste spafiu Finsler, iar forma biliniara g (x, y) se numeste tensor

8gjj (x,y) (1.2)

fundamental al spatiului Finsler.
Daca F (x, y) = a(x, y)+ ,B(x, y), unde a(x, y) =4/a; (x)yi yj este o metricd Riemanniand si

ﬂ(x, y) =b; (x)yi este o 1-formd, atunci spatiul F" = (M F=a+p ) se numeste spatiu Randers.
Campurile tensoriale

108 1 OF?

20 4pmiat

sunt componentele tensorului Cartan al spatiului Finsler, iar

(1.3)

ik

h,=F =g, —1i; (1.4)

oF

se numeste metrica unghiulard a spatiului F" ,unde [, = —.

oy'
i O . < y
Pentru un vector y =y —l| x ¥ induce un produs scalar g, pe T' .M dupa cum urmeaza:
g, (uv)=g;(x.yu'v/, (1.5)
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; O ; O
o P |
unde u =u —l,|x siv=vy —.|x

Ox ox'
Un spray pe varietatea M este un camp vectorial pe 7M de forma
G:yfi__zgi 8., (1.6)
ox' oy’
unde G' =G’ (x, y) sunt functii pozitive, omogene de grad doi in raport cu y:
Gi(x,/Iy)lezGi(x,y), A>0. (1.7)
Orice metrica Finsler /' induce un spray dupa relatia
- | 4] &°F* , OF’
G'(x,y)=—g" -y -t (1.8)
4 ox™ dy ox
Curbura Riemann R, =R ;( il ® dx* este definita prin
Ox
i 2 ~i 2 ~i i i
RllczzaGk_ Gkam+2Gm 6Gk_6G 8Gk (1.9)
ox"  ox™oy ooyt oy™ oy

sinotam R j = gl-jR]i.
Pentru un plan tangent P < T .M siun vector y € P, definim curbura flag K = K (P, y) prin expresia

g, (R, (v)v)
g,(1.7)g,(v.v)~(g, (nv)f

K(P,y)= , (1.10)

unde P = Span{y,v}.
Spunem ca o metrica Finsler este de curbura scalara daca pentru orice y € T,.M curbura flag K = K (x, y)

este o functie scalara (independentd de planul P). Dacd K = constant, atunci spunem ca F este de curbura
flag constanta.

Teorema 1.1 [2] Un spatiu Finsler este de curbura scalara daca si numai daca are loc una din urmatoarele
relatii

R, = FZK(x,y)h--' (1.11)

10K |

2. Spatiu Finsler cuartic

Consideram un spatiu Finsler F" = (M v ) care are metrica F' de forma

Flx.y)=4ang )"y v/ y* @.1)

unde a;,;;; (x) sunt componentele unui camp tensorial simetric de tip (0,4).

. . . . . A = n
Numim acest spatiu spatiu Finsler cuartic si il notam QF " .
Pentru usurinta exprimarii, vom nota de asemeni:

Apijic ()" = Fayy (x,3):
A pijk ("' = anjk (x,); (2.2)

A ()" y'y! = Fai(x,p).

32



Seria “Sliinle exacle si economice”

Matematica ISSN 1857-2073
Avem
I =a, 2:3)
si

Tensorul fundamental al spatiului QF " este

Daca notim gij = (gl-j )_1 , atunci
S . A
g’ :g(ay +2alaf), (2.6)
unde @’ = (a,-j )_1 sia'=a"a,.
Simbolii lui Cristoffel generalizati corespunzatori metricii (2.1) sunt
s | aaijkp Oa Jjkph aakphi aaiphj aahijk
F/’lljk =—a A + F + — + i — . (27)
6 ox Ox ox’ Ox ox?
iar componentele tensorului Cartan sunt
3
Cijk :F(aijk —a;ag —a;a; —ad; +2al-ajak). (2.8)
Tinand seama de (2.5), avem
5 o o . .
F=guy'y! =3a;y'y! -2a;y'a;y’. (2.9)
Cum insa
1 kohi_ 14
a;y' =Faijkhyjy 'y = sF=F
rezultd ca
F?=3a;y'y/ —2F?,
adica
5 o
Fo=a;y'y’. (2.10)

Din acest motiv, construim o conexiune Finsler [2], bazatd pe a j>n locul tensorului fundamental 8-
Teorema 2.1 [2]. Intr-un spatiu Finsler cuartic QF " existd o conexiune unica
I P A
cr = (G} i Ul
determinata de urmatoarele axiome:
a) Vhaij =0( CT" este h-metrica);

b) Vvaij =0( CT este v-metrica);

c) T;k = ;k —F,é- =0( CI este h-simetrica);
d) Sj'k = j‘k —U,ij =0( CT este v-simetrica);
¢) D} =y'|; =0.

In plus, coeficientii sai sunt:

. 9 .
}k =C}k +3—F(ajk—ajak)al (2.11)
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si
. . 1/ . .
=a" [fsjk _F(G}((ajs,- —ajsa,-)+ G} (aS,g- —askaj)— Gg(a;g-s —aa ))}, (2.12)
unde
oa,; Oa; {
fon LMy Sk Oags | (2.13)
o2l ot ax/

Este evident cd daca G;- sunt cunoscute, atunci se pot calcula si F' }k .

Determinam in cele ce urmeaza G} .
Din (2.12) avem

a; Fy = fix _%[(aijr —a;a, )G/: + (ajkr —aja, )Gz'r —(ag;, —aya, )G; ] (2.14)
Inmultind aceasta expresie cu yk , obtinem:
a;, G = fio —%[(aijr — a,-jar)Gr + (ajr ~a;a, )Gl-r —(a;, —a;a, )GJV] (2.15)
Daca inmultim (2.15) cu yj , rezulta
Fa,G] = fi0» (2.16)
sau, echivalent,
2Fa,G" = fu00- (2.17)
Inmultim acum (2.15) cu yi , 1 obtinem
6a;G" = fo,0 +4a;a,G". (2.18)

Inlocuind (2.17) in (2.18), rezulta

foood”

i (2.19)

1
-
G" =—a’ for +
6
3. Spatiu Finsler cuartic de curbura scalara

Teorema 3.1 Un spatiu Finsler cuartic QF" = (M JF ) cu n>3 si F de forma (2.1) este de curburi
scalara daca si numai daca are loc una din urmatoarele relatii:

Ry = 3F2K(x,y)<aij - aiaj); (3.1)
Rijh = 3(al-th —a,-th )—3ai(ath —ath). (3.2)

Demonstratie: Inlocuim (2.4) in (1.11) si (1.12) si rezultd imediat concluzia.
Este evident ca multimea metricelor cuartice contine si metricele Riemanniene.

Demonstrdm urmatoarea teorema:
Teorema 3.2 Daci un spatiu Finsler cuartic QF " = (M JF ) cu n >3 si F de forma (2.1) este de curbura

scalara K (x, y), atunci el este spatiu Riemann de curbura constanta.
Demonstratie: Din relatiile (2.8) si (3.2) rezulta
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Inmultim aceasta cu yh si obtinem
m m m
CojmBRii +CimiRi” + CppoRj; =0.
Aveminsd ca Cyj,, = Cpp = 0. Rezulta
m
ijkRi = 0 5
sau

ijkRiS = 0 .

Inlocuim (3.1) in aceasta relatie si gasim ca C Jmk = 0, deci OF" este spatiu Riemann. In plus, QF " are

o o . . . . o n - o
curbura scalara si, conform lemei lui Schur, rezultd ca QF " are curbura constanta.

4. Spatiu Randers cuartic
Fie un spatiu Finsler cuartic QF" = (M JF ) cu functia fundamentala F data de (2.1) si o 1-forma
Blx,y)=b;(x)y" pe TM .

Construim functia

F(x,y)=F(x.»)+ plx.y), ¥(x,y)e T™ . @.1)

Presupunem ca F > 0 pe o multime deschisa U < TM — {0}

Spatiul RQF" = (M JF J il vom numi spatiu Randers cuartic.

Avem
oy
Cu notatia
F g
= =1+ 4.3
P=7 7 (4.3)
calculim metrica unghiulara a spatiului RQF"
hij = phl-j = 3p(aij —aiaj) 4.4)

si apoi tensorul fundamental g;; .

Propozitia 4.1 Campul tensorial g;; corespunzator functiei /' dintr-un spatiu Randers cuartic RQF"
este dat de

sau, echivalent,
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Demonstratie:
Din definitia tensorului fundamental al unui spatiu Finsler avem
2

- _10*F - *F OFOF
gif'_z inj inj iAjl
Oy Oy dy'dy’ Oy Oy

Tinand seama de relatiile (4.1)-(4.4), rezulta

8 zphl-j +1; lj

:3p(al-j —aiaj)+(al- + b, a; +bj)

:p(3al-j —2al~aj)—(p—1)aiaj +bl~bj +al-bj +ajbl-
= P8 +(1—p)al~aj +bl-bj +al-bj +ajbl~.

Prin calcul direct se obtine

-1
Propozitia 4.2 Campul tensorial contravariant gij = [ gij] este de forma

~ 72 2
gij :lgijﬂ—l(biaj—i—bjai)—Fb (p—l)—ﬂ paiaj, 4.7
p P )22]
unde b2 =gijbl-bj , b =gijbj, a' =gijaj.

Propozitia 4.3 Intr-un spatiu Randers cuartic RQF" componentele tensorului Cartan Cijk sunt date de

expresia
- 1 2 2
Cijk = pCUk +Faijk —F(p—l)hjka,- +Fhkjbi’ (4.8)
unde o = (bkF—ﬂak )(gij _aiaj)"‘(bjF—ﬂaj Xgik _aiak)_(biF_ﬂai )(gjk _ajak)- (4.9)

Tinand seama de Teorema 1.1 precum si de relatia (4.4), obtinem imediat

Propozitia 4.4 Un spatiu Randers cuartic RQF " este de curburi scalard K (x, y) daca si numai daca are
loc una din relatiile

~ F+ 3~
Ry =3pKa,-kKj—al-ijj—a{ak Kj—aijﬂ. (4.11)

Teorema 4.1 Fie QF " = (M JF ) un spatiu Finsler cuartic de curbura sclard K (x, y). Un spatiu Randers

cuartic RQF" = [M JF=F+p ] are aceeasi curbura scalard K (x, y) daca si numai daca

R, = p(l +20F 1+ PR )RU (4.12)
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Demonstratie: Spatiul ROF" = (M JF=F+p ] are curbura scalara K (x, y) daca si numai daca
~ 2 L
Ry =F Khy,

sau, echivalent,

Ry =(F? +2Fp+ g2 JKph,

Tinem seama aici de faptul c spatiul QF " = (M JF ) are curbura scalard K . Inlocuim (3.1) in expresia
de mai sus si gasim (4.12).
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