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It is well known that a Randers metric is a deformation of a Riemannian metric ( ) ( ) ji
ij yyxay,x =α  using a 

1-form . In this paper we consider a deformation of a 4-th root metric (or a quartic metric) using the 

same 1-form 

( ) ( ) i
i yxby,x =β

( y,x )β . We call it a Randers quartic metric and we studie some of its properties. 
 
 
1. Preliminarii 

Fie M o varietate reală diferenţiabilă, de dimensiune n şi ( )M,,TM τ  fibratul tangent al lui M. Într-o 

hartă locală ( )ix,U  pe M, un vector tangent MTy x∈ , Mx∈  are forma xi
i

x
yy
∂

∂
= . 

O metrică Finsler pe M este o funcţie pozitivă  cu proprietăţile: +→ RTM:F

i) F este de clasă  pe  şi continuă pe ∞C { }0−= TMTM
~ ~

TMTM − ; 
ii) F este pozitiv omogenă de gradul I în raport cu y: 

 ( ) ( )y,xFy,xF λλ = , 0>λ ;  (1.1) 

iii) forma biliniară simetrică ( )
~

TMy,x ∈∀ ( )y,xgij  este pozitivă şi nedegenerată, unde 

 ( ) jiij
yy

Fy,xg
∂∂

∂
=

22

2
1

. (1.2) 

Perechea  se numeşte spaţiu Finsler, iar forma biliniară  se numeşte tensor 
fundamental al spaţiului Finsler. 

( F,MF n = ) )

)

( y,xgij

Dacă ( ) ( ) ( y,xy,xy,xF βα += , unde ( ) ( ) ji
ij yyxay,x =α  este o metrică Riemanniană şi 

 este o 1-formă, atunci spaţiul ( ) ( ) i
i yxby,x =β ( )βα +== F,MF n  se numeşte spaţiu Randers. 

Câmpurile tensoriale 

 kjii
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yyy

F
y

g
C

∂∂∂

∂
=

∂

∂
=

23

4
1

2
1

 (1.3) 

sunt componentele tensorului Cartan al spaţiului Finsler, iar 

 jiijjiij llg
yy
FFh −=
∂∂

∂
=

2
,  (1.4) 

se numeşte metrica unghiulară a spaţiului , unde nF ii
y
Fl

∂

∂
= . 

Pentru un vector xi
i

x
yy
∂

∂
=  F induce un produs scalar pe după cum urmează: yg MTx

 ( ) ( ) ji
ijy vuy,xgv,ug = , (1.5) 
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unde xi
i

x
uu

∂

∂
=  şi xi

i

x
vv
∂

∂
= . 

Un spray pe varietatea M este un câmp vectorial pe TM de forma 

 i
i

i
i

y
G

x
yG

∂

∂
−

∂

∂
= 2 , (1.6) 

unde  sunt funcţii pozitive, omogene de grad doi în raport cu y: ( y,xGG ii = )
 ( ) ( )y,xGy,xG ii 2λλ = , 0>λ . (1.7) 
Orice metrică Finsler F induce un spray după relaţia 

 ( )
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∂
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∂
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4
1

. (1.8) 

Curbura Riemann k
i

i
ky dx

x
RR ⊗

∂

∂
=  este definită prin 
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22  (1.9) 

şi notăm . i
kijjk RgR =

Pentru un plan tangent  şi un vector MTP x⊂ Py∈ , definim curbura flag  prin expresia ( y,PKK = )

 ( )
( )( )

( ) ( ) ( )( )2v,ygv,vgy,yg

v,vRg
y,PK

yyy

yy

−
= , (1.10) 

unde . { }v,yspanP =
Spunem că o metrică Finsler este de curbură scalară dacă pentru orice MTy x∈  curbura flag ( )y,xKK =  

este o funcţie scalară (independentă de planul P). Dacă = constant, atunci spunem că F este de curbură 
flag constantă. 

K

 
Teorema 1.1 [2] Un spaţiu Finsler este de curbură scalară dacă şi numai dacă are loc una din următoarele 

relaţii 
 ( ) ijij hy,xKFR 2= ; (1.11) 

 kijjikijk KhKhR −= , 21
3j jj

KK F FK
y

l∂
= +

∂
. (1.12) 

 

2. Spaţiu Finsler cuartic 
Considerăm un spaţiu Finsler  care are metrica F de forma ( F,MF n = )
 ( ) ( )4 kjih

hijk yyyyxay,xF = , (2.1) 

unde  sunt componentele unui câmp tensorial simetric de tip (0,4). ( )xahijk

Numim acest spaţiu spaţiu Finsler cuartic şi îl notăm . nQF
Pentru uşurinţa exprimării, vom nota de asemeni: 

 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ).y,xaFyyyxa

;y,xaFyyxa

;y,xFayxa

k
jih

hijk

jk
ih

hijk

ijk
h

hijk

3

2

=

=

=

 (2.2) 
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Avem 
 ii al =  (2.3) 

şi 
 ( )jiijij aaah −= 3 . (2.4) 

Tensorul fundamental al spaţiului  este nQF
 jiijij aaag 23 −= . (2.5) 

Dacă notăm , atunci ( ) 1−= ij
ij gg

 ( )jiijij aaag 2
3
1

+= , (2.6) 

unde  şi ( ) 1−= ij
ij aa r

iri aaa = . 
Simbolii lui Cristoffel generalizaţi corespunzători metricii (2.1) sunt 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂

∂
−

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=Γ p

hijk
k

iphj
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kphi
i

jkph
h

ijkpsps
hijk

x

a

x

a

x

a

x

a

x

a
a

6
1

, (2.7) 

iar componentele tensorului Cartan sunt 

 ( kjijkiijkkijijkijk aaaaaaaaaa
F

C 23
+−−−= ) . (2.8) 

Ţinând seama de (2.5), avem 
 . (2.9) j

j
i

i
ji

ij
ji

ij yayayyayygF 232 −==
Cum însă 

 FF
F

yyyya
F

ya ihkj
ijkh

i
i === 4

33
11

, 

rezultă că 
 , 22 23 FyyaF ji

ij −=
adică 

 . (2.10) ji
ij yyaF =2

Din acest motiv, construim o conexiune Finsler [2], bazată pe , în locul tensorului fundamental . ija ijg

Teorema 2.1 [2]. Într-un spaţiu Finsler cuartic există o conexiune unică nQF

 ( )i
jk

i
jk

i
j U,F,GC =Γ  

determinată de următoarele axiome: 
a) (  este h-metrică); 0=∇ ij

ha ΓC

b) (  este v-metrică); 0=∇ ij
va ΓC

c) (  este h-simetrică); 0=−= i
kj

i
jk

i
jk FFT ΓC

d) (  este v-simetrică); 0=−= i
kj

i
jk

i
jk UUS ΓC

e) 0== j
ii

j yD . 

În plus, coeficienţii săi sunt: 

 ( ) i
kjjk

i
jk

i
jk aaaa

F
CU −+=

3
2

 (2.11) 
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şi 

 ( ) ( ) (( )⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−−+−−= skjkjs

i
Sjskskj

i
jijsjsi

i
ksjk

isi
jk aaaGaaaGaaaG

F
faF 1 ) , (2.12) 

unde 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂

∂
−

∂

∂
+

∂

∂
= j

ks
s
jk

k
sj

sjk
x
a

x

a

x

a
f

2
1

. (2.13) 

 
Este evident că dacă  sunt cunoscute, atunci se pot calcula şi . i

jG i
jkF

Determinăm în cele ce urmează . i
jG

Din (2.12) avem 

 ( ) ( ) ([ ]r
jrkikir

r
irjkjkr

r
krijijrijk

r
ikjr GaaaGaaaGaaa

F
fFa −−−+−−=

1 ) . (2.14) 

Înmulţind această expresie cu , obţinem: ky

 ( ) ( ) ([ ]r
jriir

r
irjjr

r
rijijrij

r
ijr GaaaGaaaGaaa

F
fGa −−−+−−=

2
0 ) . (2.15) 

Dacă înmulţim (2.15) cu , rezultă jy

 , (2.16) 00i
r
ir fGFa =

sau, echivalent, 
 . (2.17) 0002 fGFa r

r =

Înmulţim acum (2.15) cu , şi obţinem iy

 . (2.18) r
rjr

r
jr GaafGa 46 00 +=

Înlocuind (2.17) în (2.18), rezultă 

 
F
af

faG
r

r
jrr

36
1 000

00 += . (2.19) 

 
3. Spaţiu Finsler cuartic de curbură scalară 
Teorema 3.1 Un spaţiu Finsler cuartic ( )F,MQF n =  cu  şi F de forma (2.1) este de curbură 

scalară dacă şi numai dacă are loc una din următoarele relaţii: 
3≥n

 ( )( )jiijij aaay,xKFR −= 23 ; (3.1) 

 ( ) ( )hjjhihijjihijh KaKaaKaKaR −−−= 33 . (3.2) 
 
Demonstraţie: Înlocuim (2.4) în (1.11) şi (1.12) şi rezultă imediat concluzia. 
Este evident că mulţimea metricelor cuartice conţine şi metricele Riemanniene. 
 
Demonstrăm următoarea teoremă: 
Teorema 3.2 Dacă un spaţiu Finsler cuartic ( )F,MQF n =  cu  şi F de forma (2.1) este de curbură 

scalară , atunci el este spaţiu Riemann de curbură constantă. 
3≥n

( y,xK )
Demonstraţie: Din relaţiile (2.8) şi (3.2) rezultă 
 . 0=++ m

jikmh
m
hijmk

m
kihjm RCRCRC
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Înmulţim aceasta cu  şi obţinem hy

 . 000 =++ m
jikm

m
ijmk

m
kijm RCRCRC

Avem însă că . Rezultă 000 == kmjm CC

 , 0=m
ijmk RC

sau 
 0=isjmk RC . 

Înlocuim (3.1) în această relaţie şi găsim că 0=jmkC , deci  este spaţiu Riemann. În plus, are 

curbură scalară şi, conform lemei lui Schur, rezultă că  are curbură constantă. 

nQF nQF
nQF

 
4. Spaţiu Randers cuartic 
Fie un spaţiu Finsler cuartic ( )F,MQF n =  cu funcţia fundamentală F data de (2.1) şi o 1-formă 

 pe TM . ( ) ( ) i
i yxby,x =β

Construim funcţia 

 , ( ) ( ) ( )y,xy,xFy,xF
~

β+= ( ) TMy,x ∈∀ . (4.1) 

Presupunem că  pe o mulţime deschisă 0>
~
F { }0−⊂ TMU . 

Spaţiul  îl vom numi spaţiu Randers cuartic. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

~
n F,MRQF

Avem 

 iii

~
~
i ba

y
Fl +=

∂

∂
= . (4.2) 

Cu notaţia 

 
FF

Fp
~

β
+== 1  (4.3) 

calculăm metrica unghiulară a spaţiului  nRQF

 ( )jiijij
~
ij aaapphh −== 3  (4.4) 

şi apoi tensorul fundamental . 
~
ijg

Propoziţia 4.1 Câmpul tensorial  corespunzător funcţiei  dintr-un spaţiu Randers cuartic  
este dat de 

~
ijg

~
F nRQF

 , (4.5) ( ) ijjijijiij
~
ij babaaapbbpgg ++−++= 1

sau, echivalent, 

  (4.6) ji
~
j

~
iij

~
ij apallpgg −⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=
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Demonstraţie: 
Din definiţia tensorului fundamental al unui spaţiu Finsler avem 

 j

~
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~
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~
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. 

Ţinând seama de relaţiile (4.1)-(4.4), rezultă 

  ( ) ( )( )
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Prin calcul direct se obţine 

Propoziţia 4.2 Câmpul tensorial contravariant este de forma 
1−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

~
ij

~
ij gg

 ( ) ( ) ji
~

ijjiij
~
ij aa

p
ppbFabab

p
g

p
g

β
β 22 111 −−

−++= , (4.7) 

unde  , , . ji
ij bbgb =2

j
iji bgb = j

iji aga =

Propoziţia 4.3 Într-un spaţiu Randers cuartic componentele tensorului Cartan sunt date de 
expresia 

nRQF
~
ijkC

 ( ) ikjijkijkijk
~
ijk bh

F
ahp

FF
pCC 2121

2 +−−+= α , (4.8) 

unde ( )( ) ( )( ) ( )( )kjjkiikiikjjjiijkkijk aagaFbaagaFbaagaFb −−−−−+−−= βββα . (4.9) 
 
Ţinând seama de Teorema 1.1 precum şi de relaţia (4.4), obţinem imediat 

Propoziţia 4.4 Un spaţiu Randers cuartic  este de curbură scalară  dacă şi numai dacă are 
loc una din relaţiile 

nRQF ( y,xK
~

)

 
( ) ( jiij

~~
ij aaaK

F
FR −
+

=
3

3 β )

) )

; (4.10) 

 . (4.11) ⎥
⎦
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~
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~
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~
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Teorema 4.1 Fie  un spaţiu Finsler cuartic de curbură sclară . Un spaţiu Randers 

cuartic are aceeaşi curbură scalară 

( F,MQF n = ( y,xK

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+== βFF,MRQF

~
n ( )y,xK  dacă şi numai dacă 

 ( ) ij
~
ij RFFpR 22121 −− ++= ββ .  (4.12) 
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Demonstraţie: Spaţiul  are curbura scalară ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+== βFF,MRQF

~
n ( )y,xK  dacă şi numai dacă 

 , 
~
ij

~~
ij hKFR

2

=
sau, echivalent, 

 ( ) ij
~
ij hKpFFR 22 2 ββ ++= . 

Ţinem seama aici de faptul că spaţiul ( )F,MQF n =  are curbura scalară K . Înlocuim (3.1) în expresia 
de mai sus şi gasim (4.12). 
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