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In this paper the decision problem for singular integral equations with perturbed compact operators is studied. 
 
 
În această lucrare este abordată problema rezolvării unor ecuaţii integrale singulare care conţin termeni 

compacţi. Fiecărui operator A , determinat de partea stângă a ecuaţiei date, conform unei reguli descrise în 
această lucrare, i se pune în corespondenţă un operator matriceal A~  cu proprietatea că ambii operatori A  şi A~  
sunt sau nu sunt inversabili în spaţiile respective. Astfel, rezolvabilitatea ecuaţiei date se reduce la o problemă 
similară pentru un sistem de ecuaţii, care se dovedeşte a fi un sistem de ecuaţii integrale singulare „obişnuite”, 
fără termeni compacţi. Sistemul de ecuaţii integrale singulare obţinut se rezolvă prin metoda factorizării 
coeficienţilor, elaborată în [1]. Metoda expusă în această lucrare se bazează pe rezultatele lucrării lui I.Gohberg 
şi N.Krupnik [2] şi ea poate fi aplicată la rezolvarea diferitelor clase de ecuaţii funcţionale cu operatori compuşi, 
care se încadrează în schema generală elaborată în  [2]. 

 
1. Rezolvarea unor ecuaţii integrale singulare perturbate 

Notăm prin )(BL  algebra Banach generată de operatorii liniari şi continui, definiţi pe spaţiul Banach B   
cu valori în B , iar prin ( )BGL  grupul de operatori inversabili în .)(BL  Pentru început vom formula următorul 
rezultat [2]. 
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,1II = şi HYX ,, sunt, respectiv, operatorii: 
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Demonstraţia este evidentă. 

Corolarul 1.1. Operatorul 
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=  este inversabil în spaţiul B   dacă şi numai dacă operatorul  
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 este inversabil în spaţiul ( ) 11 ++NnB . 
Corolarul 1.2. Fie ∈kk CBA ,,0  )(BL  ( )nk ,...,1=   şi 
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În aceste condiţii are loc următoarea implicaţie: 
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Într-adevăr, mai întâi să remarcăm că este adevărată următoarea egalitate: 
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Prin calcule directe se verifică următoarea relaţie: 
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Δ . Aşa cum factorii extremi din partea dreaptă a egalităţii (1.5) sunt operatori inversabili 
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Corolarul 1.3. Dacă vectorul ( )( )1nB +
+ ∈= 11 ,..., nϕϕϕ  este o soluţie a ecuaţiei ψϕ ~~ =A  cu partea dreaptă 

( )ψψ ,0...,0,0~ = , atunci ψϕ =+1nA . Adică, coordonata de pe locul 1+n  a soluţiei ecuaţiei ψϕ ~~ =A  cu 
( )ψψ ,0...,0,0~ =  este soluţie a ecuaţiei ψ=Af . În plus, aceste soluţii epuizează toate soluţiile ecuaţiei ψ=Af .  

Într-adevăr, în baza egalităţii (1.4), ecuaţia  ψϕ ~~ =A  este echivalentă cu sistemul de ecuaţii  
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De aici rezultă afirmaţia corolarului 3. 
Vom aplica teorema 1.1 şi corolarul 1.3 la rezolvarea unor ecuaţii integrale singulare perturbate cu 

operatori compacţi. Astfel de ecuaţii se mai numesc ecuaţii integrale singulare complete (a se vedea [3]). 
Este cunoscut faptul că ecuaţiile integrale singulare pot fi rezolvate în cazuri destul de rare. Această 
problemă este şi mai complicată (a se vedea [1]) în cazul sistemelor de ecuaţii singulare şi este legată cu 
problema factorizării matricelor de funcţii şi cu rezolvarea problemei corespunzătoare de tip Riemann. Ţinând 
seama de aceste considerente, vom studia ecuaţii care se reduc la sisteme de ecuaţii, ai căror coeficienţi pot fi 
factorizaţi în mod efectiv.  

Fie { }1: =/∈= tCtΓ . În spaţiul ( )ΓpL=B  ( )1>p  considerăm ecuaţia 
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Părţii stângi a egalităţii (1.7) îi  corespunde un operator A , care  poate fi scris sub forma:  
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Operatorul T  este compact în ( )ΓpL , fiind un operator integral cu nucleul continuu. În cazul studiului 

proprietăţilor noetheriene şi indicelui operatorului A  operatorul  T  poate fi neglijat, adică operatorul  T  nu 
influenţează proprietăţile noetheriene ale operatorului A . Aceasta însă nu mai are loc in cazul problemei 
inversabilităţii operatorului A  sau rezolvării ecuaţiei ψϕ =A . Fie  

( )( ) ( ) ( ) ττϕτ
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ϕ
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,     ( )( ) ( )tttB ϕϕ =   ,                                        (1.8) 

atunci operatorul A  poate fi transcris sub forma: 
SBBSBSBA 22 ++= , 

iar respectivul operator A~ , definit de egalitatea (1.3), pentru operatorul A  are forma: 
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În virtutea corolarului 3, orice soluţie a ecuaţiei (1.7) poate fi obţinută ca ultima coordonată, 3ϕ , a soluţiei 

ecuaţiei ψϕ ~~~ =A  ( ) ( )( )ψψϕϕϕϕ ,0,0~,,,~
321 == . Operatorul A~  reprezintă un operator integral singular cu 

coeficienţi matriceali: 
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unde )(
2
1 SIdiagP +=  şi .)(

2
1 SIdiagQ −=  Pentru inversarea operatorilor de forma bQaPH +=  , 

unde a  şi b  sunt matrice de funcţii continue cu condiţiile 0det ≠a , 0det ≠b , este necesar (a se vedea [1]) 
de a factoriza matricea .1abc −=  Aceasta înseamnă că c se reprezintă sub forma  

,),...,,( 21
+− ⋅⋅= ctttdiagcc nκκκ  

unde )( −+ cc  sunt matrice de funcţii cu elemente analitice în domeniile { }1| <=+ zzF { })1|( >=− zzF , 
iar nκκκ ,...,, 21  sunt numere întregi, numite indici parţiali ai operatorului H . În funcţie de numerele nκκκ ,...,, 21 , 
operatorul H  este inversabil, inversabil la stânga sau la dreapta. În particular, dacă toate numerele nκκκ ,...,, 21  
sunt pozitive, atunci operatorul H  este inversabil la stânga, dacă toate sunt negative, atunci H  este inversabil 
la dreapta şi, în sfârşit, dacă toate sunt egale cu zero, atunci H  este inversabil. Vom aplica aceste rezultate 
pentru inversarea operatorului A~ . Coeficientul pe lângăP din operatorul A~  este o matrice care poate fi factorizată: 
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Aşa cum indicii parţiali în această factorizare sunt egali cu zero, atunci operatorul A~  este inversabil în 
3B  şi inversul său este determinat de relaţia: 
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Conform schemei din colorarul 1.3, pentru inversarea operatorului A  obţinem: 
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prin urmare, 
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Aşadar, ecuaţia (1.7) este univoc rezolvabilă şi soluţia ei se determină din relaţia: 
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Mai considerăm şi următoarele două ecuaţii: 
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Notăm prin A  şi C  operatorii determinaţi de relaţiile (1.10) şi, respectiv, (1.11). Se verifică uşor că şi în 
aceste cazuri operatorii A  şi C  diferă de operatorii integrali singulari caracteristici printr-un termen 
compact, adică ecuaţiile (1.10) şi (1.11) reprezintă ecuaţii integrale singulare complete. Folosind notaţiile 
(1.8) de la exemplul precedent, operatorii  A  şi C  pot fi scrişi sub forma: 

11 −− −++= SBBSBBA , 
BSSBBBC −++= −− 11 . 

Aşa cum SS =•  şi 1−• = BB , obţinem ∗= AC . Atunci, în calitate de operatori A~  şi C~ , care figurează 
în corolarul 1.2, pot fi luaţi următorii  operatori: 
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Operatorii A~ şi C~  (ca şi în cazul ecuaţiei precedente) reprezintă operatori integrali singulari 
caracteristici cu coeficienţi matriceali: 
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 Însă, spre deosebire de cazul precedent, coeficienţii matriceali ai operatorului P  au indici parţiali 
diferiţi de zero. În cazul operatorului A~ indicele este egal cu 2, iar în cazul operatorului C~  el este egal cu  
-2. Aceasta rezultă din factorizarea coeficientului operatorului P : 
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În virtutea rezultatelor referitoare la sisteme de ecuaţii integrale singulare (a se vedea [1]), operatorul A~  
este inversabil la stânga, 0~kerdim =A şi 2~kerdim =Aco , iar C~ este inversabil la dreapta, 2~kerdim =C  
şi 0~kerdim =Cco . De aici, în baza teoremei 1.1, rezultă că operatorul A  este inversabil la stânga, iar C  
este inversabil la dreapta. Soluţia generală a ecuaţiei  0~ =ϕC  are forma (a se vedea [1]): 
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iar soluţia particulară 
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Aşadar, ecuaţia (1.11) este rezolvabilă pentru orice parte dreaptă şi soluţia ei generală are forma: 
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unde .C/∈β  Ecuaţia (1.10) este rezolvabilă nu pentru orice parte dreaptă. Se demonstrează că operatorul 
C  ( AC =∗ ) este inversabil la stânga, deci, este şi normal rezolvabil. Prin urmare, ecuaţia ψϕ =C  este 
rezolvabilă dacă şi numai dacă partea dreaptă ψ  este ortogonală la soluţiile ecuaţiei 0=ϕC , adică  

∫ =+− −
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Dacă această condiţie este verificată, atunci ecuaţia (1.10) are o singură soluţie, care se determină din formula: 
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Această soluţie se obţine folosind schema dată de corolarul 1.2 şi de corolarul 1.3. La detalii nu ne oprim aici. 
 

2. Condiţii de inversabilitate a operatorilor singulari în ),( ρRLp   

Notăm prin )(RCP  mulţimea tuturor funcţiilor a  continue la stânga pe axa reală R , care posedă un 
număr finit, nttt ,...,, 21 , de puncte de discontinuitate de genul întâi pe R  şi limite finite )(+∞a  şi )(−∞a . 
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Fie )(RCPa∈  şi ),(, μρ tap  (a se vedea [2]) funcţia definită pe mulţimea ]1,0[×R  prin relaţia 
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⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠<<−=−
=

,)(

,)(,2)(0))(())1(exp(
sin

sin
),(

πδμ

πδπδδπθμθ
θ
θμ

μ
tpentru

ttpentruti
tf         (2.1) 

⎩
⎨
⎧

≠
=

=
+

=
.,0
,,

)(,))(1(2)(
k

kk

ttpentru
ttpentru

t
p

tt
β

ββπδ  şi ).(,),()( ∞=∞= δδμμδ ff  

Mulţimea valorilor funcţiei ),(, μρ tap  este închisă şi este alcătuită din mulţimea valorilor funcţiei )(ta  în 

reuniune cu o mulţime de arce de cerc (sau segmente de dreaptă) care unesc punctele )0( +kta  cu )0( −kta  şi 
)(−∞a  cu )(+∞a . Dacă 0),(, ≠μρ tap , atunci funcţia )(ta  se numeşte { }ρ,p  nesingulară, iar numărul de 

rotaţii ale curbei ),(, μρ tap  în jurul punctului 0=z  se numeşte indicele funcţiei )(ta  şi se notează prin ρ,pinda . 

În spaţiul ),( ρRLp  considerăm ecuaţia integrală singulară 
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atunci operatorul A , definit de partea stângă de egalitatea (2.2), se transcrie în felul următor: 
bQaPA += .                                                             (2.4) 

Teorema 2.1. Operatorul A  este inversabil, inversabil la stânga sau la dreapta, dacă şi numai dacă 
funcţiile a  şi b  verifică condiţiile 
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Fie condiţiile (2.5) îndeplinite şi ρκ ,pinda= , atunci pentru 0≥κ  operatorul A  este inversabil la 
stânga, pentru 0≤κ  operatorul A  este inversabil la dreapta. Dacă 0<κ , atunci κ−=KerAdim , dacă 

0>κ , atunci κ=ACo kerdim . 
Vom aplica teorema 2.1 pentru a stabili condiţiile de inversabilitate pentru operatorul  

+
+∞

+ ∈
−

= ∫ Rtd
ti

tS ,)(1))((
0

τ
τ
τϕ

π
ϕ                                        (2.6) 

în spaţiul .)( +RLp  Această problemă este echivalentă cu problema inversabilităţii în spaţiul )(RLp al 

operatorului QaPA +=  , unde 1)( −=ta  pentru 0>t  şi 1)( =ta  pentru 0<t . Aplicăm condiţiile (2.5). 
Prima condiţie înseamnă că 01),0(2 ≠−μf . Aşa cum )(),0( /2 μμ π pff = , atunci mulţimea valorilor 

funcţiei 1),0(2 −μf  reprezintă un arc de cerc (pentru 2≠p ) sau un segment de dreaptă (pentru 2=p ) 

care uneşte punctele 1−  şi 1. De aici rezultă că 01),0(2 ≠−μf  pentru 2≠p  şi 01)
2
1,0(2 =−f  pentru 

2=p . Prin urmare, prima condiţie din teorema 2.1 este verificată, dacă şi numai dacă 2≠p . Aşadar, 
operatorul +S  este inversabil la stânga sau la dreapta, dacă şi numai dacă 2≠p . 

Teorema 2.1 poate fi aplicată şi la determinarea spectrului operatorului +S  în spaţiul ),( βtRLp
+ , 

.)11( −<<− pβ  Inversabilitatea operatorului IS λ−+  în spaţiul ),( βtRLp
+  este echivalentă cu inver-

sabilitatea în spaţiul ),( βtRLp a operatorului bQaPA += , unde: 

⎩
⎨
⎧

<
>−

=
,0,1
,0,1

)(
tpentru
tpentru

ta
λ

       .
0,1
,0,1

)(
⎩
⎨
⎧

<
>−−

=
tpentru
tpentru

tb
λ

 

Vom determina toate valorile parametrului λ  pentru care condiţiile (2.5) din teorema 2.1 nu sunt îndeplinite. 
Pentru +∞<< t0  aceasta înseamnă că ;0)1)(1( =+− λλ  pentru 0=t  obţinem curba 1),0(2 −= μλ f , iar 
pentru ∞=t  curba )(21 μλ δf−= . Aşa cum )0(2/)1(22 δπβππδ −=+−= p , rezultă că aceste două curbe 
coincid. Aşadar, condiţiile (2.5) din teorema 2.1 nu sunt verificate numai pentru .)/)1(2;1,1( pl βπλ +−∈  
Deoarece complementara G  a acestei curbe este o mulţime conexă şi în baza teoremei 2.1 operatorul A  este 
inversabil la stânga sau la dreapta pentru toate valorile G∈λ , atunci operatorul A  este inversabil pentru 
toate valorile G∈λ . În concluzie obţinem: spectrul operatorului +S  în spaţiul ),( βtRLp

+ coincide cu 

curba .)/)1(2;1,1( pl βπ +−  

3. Inversabilitatea  operatorului integral singular  cu nucleu Cauchy  în ),( βtRLp
+  

În spaţiul ),( βtRLp  considerăm operatorul integral singular dScIA += , unde  

⎩
⎨
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)(
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tpentruc
tpentruc

tc  
⎩
⎨
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+∞<<
<<∞−

=
,0,
,0,

)(
2

1

tpentrud
tpentrud

td .),,,( 2121 Cddcc /∈  

Cu ajutorul relaţiilor (2.5) uşor se determină că operatorul A  este inversabil, dacă şi numai dacă arcul (sau 
segmentul) )/)1(2);)((),)((( 22111122 pdcdcdcdcl βπ +−+−+ nu trece prin punctul 0=z . Dacă acest 
arc trece prin punctul 0=z , atunci operatorul A  nu este normal rezolvabil. În cazul în care operatorul A  
este inversabil, se poate stabili o formulă pentru .1−A  În acest scop vom descrie o metodă de inversare, 
bazată pe transformări integrale. 
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Fie ( ) ( ) ( )βββ
αΓν xRLxRLtL ppp ,,,: ++ +→ &  aplicaţia definită de egalitatea  

( )( ) ( ) ( )( )xxx −= ϕϕνϕ ,  ( 0≥x ). 
Operatorul 1−νν A  în spaţiul ( )βxRLp ,2 +  poate fi scris sub formă de matrice de  operatori: 

2221

12111

AA
AA

A =−νν ,                                                                    (3.1) 

unde ( )( )βxRLLA pij ,+∈ . Să determinăm forma explicită a operatorilor ijA . Fie ( )β
αΓϕ tLp ,∈  şi 

ψϕ =A . Ultima egalitate poate fi scrisă sub forma: 

( ) ( ) ( ) ( )td
ti

dd
ti

dtc ψτ
τ
τϕ

π
τ

τ
τϕ

π
ϕ =

−
+

−
+ ∫∫
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2
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2
2 , ( )0>t , 

( ) ( ) ( ) ( ) )0(,
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1
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1
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+
+

+
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ttd
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dd
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dtc ψτ
τ
τϕ

π
τ

τ
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π
ϕ . 

Cu ajutorul operatorilor 

+
+∞

+ ∈
−

= ∫ Rtd
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tS ,)(1))((
0

τ
τ
τϕ

π
ϕ ,   ( )( ) ( )

∫
∞

+
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1 τ
τ
τϕ

π
ϕ d
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egalităţile de mai sus pot fi transcrise sub forma 

,
2212111

1221212

⎩
⎨
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=−+
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ψϕϕϕ
ψϕϕϕ

SdScNd
NdSdc

 

unde ( )tψψ =1 , ( )t−=ψψ 2  ( )0≥t  . Astfel, 

⎟⎟
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⎞
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⎝

⎛
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=

+

+−

SdIcNc
NdSdIc

A
111

2221νν .                                            (3.2) 

În cele ce urmează, fie ( ) ( )1,,: −++ → tRLtRLW pp
β  operatorul, definit prin relaţia 

( )( ) ( )tttW ϕϕ γ=  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
=

p
βγ 1 , 

atunci 

( ) ( ) ( ) ( )
p

tRL

pp
p

tRL pp
dtttdttttW βϕϕϕϕ βγ

,
0

1

0
, 1 +−+ === ∫∫

∞
−

∞

. 

Aşadar, operatorul W  transformă izometric spaţiul ( )βtRLp ,+  pe spaţiul ( )1, −+ tRLp . Vom calcula 
1−

+WWS  şi 1−WNW . Avem: 

( )( ) ( )
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,                          (3.3) 
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Dacă concepem semiaxa pozitivă +R  ca un grup abelian (în raport cu operaţia de multiplicare) cu măsura 

Haar 
τ
τd  ([6] р.133), atunci integralele din partea dreaptă a egalităţilor (3.3) şi (3.4) reprezintă convoluţiile: 
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Fie F  transformata Fourier pe grupul +R   (a se vedea [6 ], capitolul IV) 

( )( ) ( )
t
dtetF i∫

∞
−=

0

ξψξψ  ( )∞<<∞− ξ . 

Menţionăm că în cazul grupului multiplicativ rolul transformatei Fourier îl are transformata Mellin. 

Notăm cu ( )ξs , ( )ξn  şi ( )ξm , respectiv, transformatele Fourier ale funcţiilor 
t

t
i −1

1 γ

π
  şi 

+1
1 γ

π
t

i
 şi cu H  

operatorul νFWH = . Atunci operatorul 1−HAH  reprezintă un operator de multiplicare la matricea de funcţii 
( ) ( )
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Prin calculele directe obţinem: 
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Pentru determinarea funcţiei ( )ξs  ne vom folosi de faptul că IS =2  şi că 
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Atunci, 
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şi, prin urmare, 

( ) ( )ξξ 22 1 ns += .                                                               (3.5) 
Am remarcat deja că spectrul operatorului +S  în spaţiul ( )βxRLp ,+  coincide cu arcul ( )πγ2;1,1−l . 

Deoarece mulţimea valorilor funcţiei ( )ξs  se află în spectrul operatorului +S , atunci 

( ) 0Im >ξs  pentru 2
1>γ   şi  ( ) 0Im <ξs  pentru 2

1<γ .               (3.6) 

Condiţiile (3.5) şi (3.6) în mod univoc determină funcţia ( )ξs . În final obţinem: 

( )
( )

( ) 1
1

2

2

−
+

= +
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γξπ

γξπ

ξ i

i

e
es . 

Notăm ( )ξs  cu z , atunci: 

 ( ) 12 −= zn ξ .                                                                   (3.7) 

Ramura acestei funcţii se alege astfel încât pentru ( )2/πγctgiz −=  ea să capete valoarea .
sinπγ

i−   Prin 

urmare, operatorul 1−RAR  reprezintă un operator de multiplicare cu matricea de funcţii 
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⎛

−−
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=

zdczd
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zA   

unde variabila ( )( )ξsz =  parcurge arcul ( )πγ2;1,1−l . Aşadar, are loc următoarea teoremă. 
Teorema 3.1. Spectrul operatorului ++= SdcIA  coincide cu mulţimea λ  care verifică relaţia 

( )( ) 0det =− ΕλzA , unde Ε  este matricea unitate de ordinul doi: 
( ) ( )( ){ }0det =−/∈= Ελλσ zACA .                                          (3.8)      
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Vom aplica rezultatele teoremei 3.1 pentru a determina formula inversului operatorului .+S  În punctul 
precedent s-a demonstrat că operatorul  +S  este inversabil în spaţiul ( )+RLp  )1( +∞<< p , dacă şi numai 

dacă 2≠p .  Fie ,VFR =  unde F  transformata Fourier,  ( )( ) ( )tttV pψψ
1

= , ( )+∈ RLpψ , ψ+= Sh  şi 

ψψ R=ˆ . Atunci, hRRS ˆˆ1 =−
+ ψ  şi, în baza celor demonstrate, )(ˆ)(ˆ̂)( ξξψξ hs = . Aşadar, 
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e
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Efectuăm transformata inversă Fourier, ţinând cont de faptul că ( )( ) ( )tfttVf p
1

= . Fie +∞<< p2 , 
atunci 
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şi, prin urmare, 
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De aici, pentru 2>p , obţinem: 

.)(1))((
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1 τ
τ
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Pentru 21 << p , în mod similar obţinem: 

.)(1))((
0

1 τ
τ
τψ

τπ
ψ d

t
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i
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−
= ∫

+∞
−
+                                               (3.10) 

Menţionăm, că operatorul, definit de partea dreaptă a egalităţii (3.9), este inversul pentru +S  şi în spaţiul 
( )βxRLp ,+ , pentru p<+ )1(2 β , iar operatorul, definit de partea dreaptă a egalităţii (3.10), este inversul 

pentru +S , pentru p>+ )1(2 β . Pentru p=+ )1(2 β  operatorul +S nu este inversabil nici la stânga şi nici 
la dreapta. 

Studiul inversabilităţii unor clase de operatori integrali singulari cu translaţii de tip Carleman şi a 
operatorilor care conţin conjugare complexă va fi prezent în alte publicaţii ale autorilor. 
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