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REGULARIZAREA SI SOLUTIONAREA UNOR
ECUATII INTEGRALE SINGULARE

Oxana PALADI

Catedra Analiza Matematica si Ecuatii Diferentiale

In this study there are established relations between the solutions of singular integral equations and equations which
are obtained as a result of their regularization and conditions that ensure equivalence of these equations. Is shown that
the method developed posts in this job actually allows to solve equations with translations of the type Carleman. For this is
natural to assume that the singular integral operator, that meet this equation, are satisfied the conditions of existence of
regularized operator, meaning that the operator is noetherian.

Este bine cunoscut faptul ca metodele elaborate pana in prezent (inclusiv cele aproximative) de rezolvare
a ecuatiilor integrale singulare complete sunt insuficiente. De aceea, deseori, de la ecuatia singulara initiala
se trece la una regularizatd, adicd la una de tip Fredholm. Aceasta trecere este justificatd prin faptul ca
ecuatiile de tip Fredholm sunt bine studiate si, In plus, pentru ele sunt elaborate diverse metode efective de
rezolvare. Pentru a realiza aceastd trecere (reducere), de reguld, asupra ecuatiei integrale singulare sunt
aplicate anumite transformari integrale si/sau functionale. Aceste transformari, in general, pot sa ne conduca
la aparitia unor solutii striine, care nu satisfac ecuatia initiala, sau la pierderea unor solutii. In consecinta,
ecuatia obtinutd n urma transformarilor, in general, nu este echivalentd cu cea initiald. Echivalenta a doua
ecuatii inseamna cd ambele ecuatii au unele si aceleasi solutii.

In aceasti lucrare se stabilesc anumite relatii dintre solutiile unor ecuatii integrale singulare si ale ecuatiilor
care se obtin in rezultatul regularizarii lor, precum si conditiile care asigura echivalenta acestor ecuatii. Se
demonstreaza ca metoda elaborata in prezenta lucrare permite a rezolva efectiv unele ecuatii cu translatii de
tip Carleman. Pentru aceasta, este firesc sd presupunem ca pentru operatorul integral singular, care corespunde
ecuatiei date, sunt satisfacute conditiile de existenta a operatorului regularizator, adica operatorul respectiv
este noetherian.

1. Regularizarea la stinga

Fie data ecuatia singulara completa

Ap= a(t)¢(t)+@jﬂ?dr+jk(r,t)d¢ = () (@) =D 0) £ 0, ke C(I'xT")) (1.1)
Tl FT_ T

si M un operator integral singular, care regularizeaza ecuatia (1.1). Aplicand la stanga relatiei (1.1) opera-
torul M , obtinem ecuatia de tip Fredholm

MAp = Mf . (1.2)
Ecuatia regularizata (1.2) (transformata din stanga) o scriem sub forma
M(4p-1)=0. (@.2)

Asa cum operatorul M este liniar, orice solutie a ecuatiei (1.1) verificd si ecuatia (1.2"). Astfel, regularizarea
la stdnga nu ne conduce la pierderea unor solutii.
In cele ce urmeazi ne intereseazi daca ecuatiile (1.1) si (1.2") sunt echivalente. Altfel spus, daci solutiile

ecuatiei (1.2") sunt si solutii ale ecuatiei (1.1). Ne vom convinge imediat ci aceastd afirmatie nu intotdeauna
are loc. Pentru aceasta, consideram ecuatia singularda omogena

My =0 (1.3)
asociatd operatorului regularizator M . Fie y,,y,,....,i, sistemul complet de solutii al acestei ecuatii.

Considerand ecuatia (1.2") ca ecuatie singulara de forma (1.3) cu functia necunoscutd ¥ = A@ — f, obtinem:

A(D_fzzakl//ka (1.4)
k=1
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unde ¢, sunt niste constante arbitrare.

Astfel, ecuatia regularizatd este echivalentd nu cu ecuatia initiala, ci cu ecuatia (1.4). Daca asupra ecuatiei
(1.4) se actioneaza cu operatorul A , atunci obtinem o ecuatie de forma (1.2), in care ¢, sunt arbitrare. La
prima vedere, pare ca ecuatia (1.2) este echivalentd cu ecuatia (1.4) pentru orice «, . In realitate, aceasta va

avea loc doar numai in cazul in care ecuatia (1.4) este normal rezolvabila pentru orice «, . Pentru ca ecuatia

n
(1.4) sa fie rezolvabild, trebuie ca partea ei dreaptd s verifice anumite conditii. Supunand expresia [ + Z o,
k=1

acestor conditii, obtinem ca ¢, (k =1,2,...,n) trebuie sa verifice un sistem de ecuatii (liniare). Logic poate fi
realizat unul din urmatoarele cazuri: 1) sistemul obtinut este verificat pentru orice valori ale lui ¢, , 2) din acest

sistem se obtin unele constante, celelalte capatand valori arbitrare, sau, in sfarsit, 3) toate constantele «, capata
valori bine determinate. Cu ajutorul unor exemple concrete se aratd cd aceste cazuri pot fi realizate (la detalii
nu ne vom opri aici). Prin urmare, ecuatia (1.1) este echivalenta cu ecuatia (1.4), in care ¢, sunt arbitrare sau
constante bine determinate. Daca, de exemplu, ecuatia (1.4) este rezolvabild numai pentru ¢, =0, k =1L,...,n,
atunci ecuatia (1.2) este echivalentd cu (1.1) si regularizarea este echivalenta. in particular, daci KerM = {0},

atunci partea dreapta a ecuatiei (1.4) este identic egald cu zero si regularizarea In mod necesar este echivalenta.
Pentru IndA >0 un astfel de operator M existd, deoarece in acest caz IndM <0 si, in consecintd, KerM = {0}

Reamintim ca in cazul unui opertor integral singular noetherian unul din numerele dim Ker4, dimKerAd", este
egal cu zero.

2. Regularizarea la dreapta

Fie
Ap=f (2.1
ecuatia initiala si
AMy = f (2.2)
ecuatia regularizata, care se obtine din (2.1) prin substitutia
My =¢. 2.3)
Daca vy, este o solutie oarecare a ecuatiei (2.2), atunci din relatia (2.3) obtinem solutia corespunzatoare
Py =My,

a ecuatiei initiale (2.1). Am stabilit astfel cd in rezultatul regularizarii la dreapta solutii strdine nu apar.
Reciproc, fie @, o solutie a ecuatiei initiale (2.1). Atunci, solutia ecuatiei regularizate (2.2) poate fi obtinuta
ca solutia ecuatiei singulare neomogene

My =g,,

care, insd, in general, poate sa nu fie rezolvabila.

Prin urmare, regularizarea la dreapta poate sa ne conduca la pierderea unor solutii. O astfel de pierdere nu
va avea loc doar 1n cazul in care ecuatia (2.3) este rezolvabila pentru orice parte dreapta. In acest caz, operatorul
M va fi un regularizator echivalent la dreapta.

Teorema 2.1. Ecuatiile (2.1) si (2.2) sunt echivalente, daca §i numai daca KerM = {O}

Demonstratie. Intr-adevir, daci MA@ =0, atunci A@ = h, unde h € KerM . Presupunem ci ecuatiile
(1.1) si (1.2) sunt echivalente, atunci ori KerM = {0} ,ori dim KerM >0 si KerM NIm A = {0} Ultima
relatie este cu neputintd, deoarece in acest caz ecuatiile Ap =y, (y € KerM) si MA@p = My =0 nu sunt
echivalente. Reciproc, dacda KerM = {0} , atunci, evident, ecuatiile (1.1) si (1.2) sunt echivalente.

Teorema 2.2. Ecuatia integrala singulara A@ = f admite o regularizare echivalentd pentru orice parte

dreapta [, daca si numai daca
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Ind4>0. (2.4)
Demonstratie. Fie operatorul M un regularizator echivalent pentru operatorul A4, atunci el este
inversabil la stinga si din relatia /ndM = dim KerM —dim KerM*® rezultd c¢d IndM <0. Asa cum
IndMA = IndM + IndA =0, obtinem ca IndA > 0. Fie conditia (2.4) verificata si M, un regularizator
pentru operatorul A, atunci M, este noetherian si [ndM | + IndA =0. Prin urmare, IndM, <0. Utilizdnd
ultima relatie si faptul ca M, este noetherian, operatorul M, poate fi reprezentat (a se vedea [1]) sub forma
M, =M +T,unde M este inversabil la stanga, iar 7 este un operator compact. Este evident ca M este
un regularizator echivalent pentru 4. Teorema este demonstrata.

3. Cazul in care operatorul A nu admite o regularizare echivalentdi

Consideram cazul in care operatorul noetherian 4 nu admite o regularizare echivalentd.
In acest caz,

Ind4 < 0.
Fie operatorul M, regularizatorul lui A. Asa cum IndM, >0 , operatorul M, fiind si noetherian,

poate fi reprezentat (a se vedea [1]) sub forma M, =M +T, unde M este inversabil la dreapta, iar T

este compact. Operatorul M de asemenea este un regularizator pentru A4 si, in plus, toate solutiile ecuatiei
Ax=y (yelmA) (3.1)

pot fi reprezentate sub forma x = Mz, unde z parcurge toate solutiile ecuatici AMz = y.

4. Regularizarea operatorilor integrali singulari
Teorema 4.1. Fie I un contur de tip Leapunov inchis si a,b e C(I"). Operatorul A=aP+bQ+T

(a se vedea [2]) admite o regularizare in spatiul L » (I, p), daca si numai daca sunt verificate conditiile

a(t)=0 si b(t)#0 tel . 4.1)
Fie conditiile (4.1) verificate, atunci IndA = —indab™" si operatorul
M=a'P+b7'Q (4.2)

este un regularizator pentru operatorul A.
Demonstratie. Fie conditiile (4.1) verificate, atunci [2] operatorul A4, =aP +bQ este noetherian,
unilateral inversabil si Ind(aP +bQ)=—indab™" . Prin urmare, operatorul A admite o regularizare si

IndA = —indab™ . Asa cum operatorul ShI —hS este compact in L,(I", p) pentru orice functie continua

h(t), deducem ca operatorul M =a~'P+b'Q este regularizator pentru A .
Ramane de demonstrat cd daca conditiile (4.1) nu sunt verificate, atunci operatorul aP+bQ nu este

noetherian, adicd operatorul A4 nu admite o regularizare. Prin reducere la absurd, admitem ca
A, = aP +bQ este noetherian, in timp ce una din conditiile (4.1) nu este verificatd. Pentru operatorul 4,

exista un numar o > 0, incat pentru orice operator B, care verifica inegalitatea

|4, - B|<o (4.3)
este de asemenea noetherian si
IndB = IndA, . (4.4)
Aproximam functiile a si b cu functii rationale 7 si r,, incat
|4, — (nP+1,0) =|aP+b0— (P +1,0) <& (4.5)

si cel putin una din functiile 7; , 7, sa se anuleze pe conturul /" . Presupunem, de exemplu, ca 7(¢,) =0.

Scriem functia 7 sub forma #(¢) = (¢ —1,) r;(¢) , unde 7, este de asemenea o functie rationald. Atunci:
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nP+nQ=(nP+no)(t—1)P+Q) (4.6)

si, totodatd, are loc si egalitatea
nP+n0=(1-t)P+0)rnP+nrn0)+T, (4.7)
unde 7] este un operator compact. Operatorul 7P +r,(, in baza relatiei (4.5) si ipotezei facute, admite o

regularizare. Din relatiile (4.6) si (4.7) rezulta ca operatorul (f —¢,)P + Q admite o regularizare si, prin urmare,
este noetherian. Pentrud € G~ operatorul (¢ —#,)P+ (Q este inversabil, iar pentru A€ G" operatorul
(t—t,)P + Q este inversabil la stanga si Ind((t —t,)P + Q) = —1. Asadar, am obtinut ca in orice vecinatate

a operatorului (f —1,)P + Q exista operatori cu indici diferiti, ceea ce este imposibil. Teorema este demonstrata.
Din teoremele 2.2 si 4.1 rezultd urmatoarcle doua corolare:
Corolarul 4. 1. Fie IndA = —indab™ >0, atunci ecuatiile
Ap=f si MAp=Mf
sunt echivalente pentru orice parte dreapta f € L,(I", p) .

Corolarul 4.2. Daci IndA = —indab™ <0, atunci toate solutiile ecuatiei Ap= f pot fi obtinute cu
ajutorul formulei @ = My , unde v descrie toate solutiile ecuatiei MAy = f .
Observatia 4.1. Daca operatorul A=aP+bQ+T se scrie sub forma A=cl+dS+T, unde
c=a+b,d=a-b,1=P+Q, S=P-Q, atunci conditiile (4.1) sunt echivalente cu conditiile
c(t)-d*(t)#0, (4.1

iar operatorul regularizator M are forma

c d
M = I- S. 4.2
cc—d’ cc—d’ )
Reamintim (a se vedea [2]) , ca orice functie continud a(¢) si diferitd de zero pe conturul /~ poate fi
reprezentatd sub forma

a(t)=a (t)t"a (1), (4.8)
unde x este un numdr intreg, iar functiile a_ si a, posedd urmdtoarele proprietati:
) a_,a eL, () si a,,a, € L' (I") pentru orice p (1< p <oo);
2) operatorul a,'Pa_'l este marginit in spatiul L , (1) pentru orice p (1< p <o0).

In aceasta definitie se presupune ci punctul z = 0 apartine domeniului G*. Reprezentarea (4.8) poarti
denumirea de factorizare generalizata a functiei a(t).

Teorema 4.2. Fie functiile a(t) si b(t) verifica conditiile (4.1), k = ind% Si

b _n=e (O
b(1) =c(t)=c_(t)t"c (¥) (4.9)
a(t)

reprezintd factorizarea generalizata a functiei m Operatorul A, =aP +bQ este inversabil la stinga
¢

pentru k>0, iar pentru k <0 este inversabil la dreapta. In ambele cazuri avem:

(@aP+bQ) " =t *P+O)c,'Pc_' I +ab 't ™ c'Qc ' b 7] . (4.10)

Pentru k <0 avem:
Ker(aP+bQ) = £ {g(t),1g(1),....t ™"}, unde g(t)=c;'(t)—c ()" @.11)

Pentru k>0 avem:
Coker(aP+bQ) = £ {b(t)c_(t), th(t)c_(),.... *'B(1)c_ (1)} (4.12)

51



STUDIA UNIVERSITATIS
Revista stiintificd a Universitdtii de Stat din Moldova, 2010, nr.2(32)

Daca x>0, atunci ecuatia aPp+bQ@ = [ este rezolvabila, daca si numai daca sunt indeplinite conditiile

[rorb @ ©de=0 (j=12,..5). (4.13)

Demonstratie. Fie k¥ = 0. Vom demonstra ca operatorul 4, = aP +bQ este inversabil si
Ay =(c'Pc I +ab”'c]'Qc' Db (4.14)
Asa cum operatorul cIIQ c'I=a'bl - c;]P c'I este marginit, rezultd ¢ si operatorul definit de
relatia (4.14) este mérginit in L, (/") . Operatorul A4, ! poate fi scris si sub forma
A = (' P T+c.Qc' DT . (4.14"
Fie r orice functie rationala din C(/"), atunci
(c.'Pc' T +c.Qc ' b (aP+bQ)r =(c.'P+c_Q)c,r, +c.r).
Asacum c,r, € L; (I7) sicr eL, ('), rezultd ca
(c.;'Pc' [ +c.Qc' Db (aP+bQ)r =7,
De aici rezulta ca A4, ler = r, adicd operatorul definit de relatia (4.14) este inversul lui 4,,.
Pentru x >0 operatorul 4, = aP +bQ poate fi reprezentat sub forma
A, =b(ct"P+Q)t"P+Q).
In baza celor deja demonstrate, operatorul A, ', definit de egalitatea (4.14"), este inversul la stanga pentru 4, .
Fie x <0, atunci operatorul
B=b(ct "P+Q)=A,t"P+0Q)
este inversabil si inversul lui se exprima prin relatia (4.14). Atunci, din ultima egalitate rezulta ca
operatorul A4, este inversabil la stdnga si inversul respectiv este dat de egalitatea (4.10).
Pentru orice functie rationalda » € C(/") are loc egalitatea
b~'c”'(aP + BQ)(c.'P+c_Q)r=({t"P+Q)r.
Din ultima relatie rezultd ca pentru x < 0 are loc egalitatea
Ker(aP+bQ) = (c.'P+c_Q)Ker(t*P+Q),
care poate fi scrisa si astfel:
Ker(aP+bQ) = £ {g(t),1g(1),...t "'}, unde g(t)=c;' () —c ()"
Fie k& > 0. Construim o bazd in KerA". Pentru aceasta, reamintim (a se vedea [2]), ca are loc egalitatea
A* = H(PbI +Qal)H ,unde H este operatorul definit de relatia (H@)(¢) = h(t)p(t) , h(t)‘ = 1. Consideram

functiile y, = H(c_'b™'t™) (j =12,...,k). Atunci, HA"y, = (Pb+ Qa)c_'b™'t/ = P!t/ + Qc,t*/ =0.

Prin urmare, £ {y1 s Varees Voo } c KerA® . Tinand seama si de faptul cd dim Kerd® = k', obtinem egalitatea
£ {yl,yz,...,y,(}: KerA" .
Operatorul A este normal rezolvabil, de aceea f € Im 4, daca si numai daca f e L,(I") si

j f@Oy,@ldl] =0 (j=12,..,x) . (4.15)

Asa cum y, (t)‘dt‘ = hb_lc:lt_l‘dt‘ =b"'c”'t"'dt, atunci conditiile (4.13) si (4.15) coincid. Teorema este

demonstrata.
Rezultate similare au loc si pentru operatorii de forma Pal + Qbl . Pentru a le formula, vom demonstra
doua teoreme care stabilesc (a se vedea [2]) relatii dintre proprietitile legate de rezolvabilitatea operatorilor

A=aP+bQ si B= Pal +Qbl pentru orice coeficienti a,b € L_(I"), cu conditiacia a',b™' e L (I").
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Multimea functiilor care poseda aceste proprietati se noteaza prin GL,(I").

Teorema 4.3. Fie a,b € GL_(I"). Exista doi operatori inversabili C si D, incat

C(aP+bQ)D = Pal + Qbl . (4.16)
Demonstratie. Evident ca operatorul 4 =aP +bQ poate fi exprimat sub forma
A=b(ab™'P+Q)=b(Pab™'P+ Q) + Qab™'P). 4.17)
O egalitate similara are loc si pentru operatorul B
B =(Pab™'I +Q)bI =(Pab™'Q +I)(Pab™' P+ Q)bI . (4.18)

Asa cum operatorii b1, I +Qab™'P, I + Pab™'Q sunt inversabili,
(I+Qab™'P)"' =1—-Qab™'P si (I + Pab™'Q)"' =1—-Pab™'Q,
atunci din relatiile (4.17) si (4.18) rezulta egalitatea

Pab™'P+Q =b"(aP +bQ) —Qab™'P) = (I — Pab™'Q)(Pal + QbI)b~'I. (4.19)
Din ultima egalitate obtinem:
(I + Pab™' Q)b (aP + bQ)(I — Qab ™' P)bI = Pal + ObI. (4.20)

Egalitatea (4.20) demonstreaza teorema cu C = (I + Pab™'Q)b™'I si D = (I —Qab ' P)bI .

Corolarul 4.3. Fie a,b € GL, (I"). Operatorul aP +bQ este noetherian in spatiul L,(I"), daca si
numai daca operatorul Pal + Qbl este noetherian in acelasi spatiu L,(I"). Operatorul aP+bQ admite o
regularizare in L ,(I"), daca si numai dacd operatorul Pal + Qbl admite o regularizare in spatiul L (I).
In plus, au loc egalitatile

dim Ker(aP + bQ) = dim Ker(Pal + Qbl)
§i dim Co ker(Pal + Qbl) = dim Coker(aP + bQ).

Teorema 4.4. Fie a,b e GL,(I"). Operatorul A=aP+bQ, care actioneazd in spatiul L,(I"), este
legat de operatorul B=a"'P+b™'Q, care acfioneaza in spatiul L,(I)( p ' +q ' =1), prin relatia

A" =CBD,, 4.21)

unde

C,=HC, D, =DabH
si H este operatorul inversabil Hp = h(t)p(t).
Intr-adevir, avem:

A" = H(Pal + Qb )H (4.22)
si relatia (4.21) reprezintd o consecinta din egalitatile (4.16) si (4.22).
Din relatia (4.21) mai rezulta

Corolarul 4.4. Operatorul A=aP+bQ (a,be GL,(I")) este noetherian in spatiul L,(I"), daca si
numai dacd operatorul B=a"'P+b™'Q este noetherian in spatiul L,(I") (p +q7" =1).
Daca operatoriul A=aP+bQ admite o regularizare in spatiul L (I"), atunci operatorul B = a'P+b7'Q
admite o regularizare in L,(I") . Au loc egalitdtile
dim Ker(aP +b0) |, (= dim Co ker(a'P+b7'Q) |, -

Cu ajutorul teoremelor 4.3 si 4.4 se demonstreaza usor ca pentru operatorul Pal + Qbl (a,be C(I"))

are loc o teorema similara cu teorema 4.4. Ea se deosebeste de teorema 4.4 prin faptul ca formulele (4.11),
(4.12) si conditiile (4.13) se inlocuiesc, respectiv, prin urmatoarele:

Ker(Pal +QbI)= & (e, (1), (). (D 57 (0. (0} £ {8 (Ot ™},
Coker(Pal + Qbl) = £ {g(1), tg(t),....t* |, unde g(t)=c='(1) - ¢, (t)t",
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j FOCE @) =t dr=0, (j=12,..K).

5. Exemple de operatori integrali singulari unilaterali inversabili

Fie
A =t-1)"P+0, n=0,+t1,+2,.., AeC\I. (5.1)
Pentru orice numar natural n au loc egalitatile
A =4", A, A4 =1. (5.2)

Pentru A € G~ factorii in egalitatea a doua din (5.2) pot fi schimbati cu locurile, iar pentru 4 € G* nu
avem voie sd-i schimbam, deoarece operatorul 4, nu este inversabil la dreapta. In acest caz se deduce cu
usurinta ca

Imd, ={f eL,(I",p)| Pf =0}, Kerd,=g¢{l-(t-2)"} 1eG", (5.3)
iar in cazul general
Kerd , =g{(t=2)" —(t=2)", (t=2)> =(t=2) 2l =(t =) "}, n=1,2,.., A€G".  (54)
Ultima egalitate se obtine fara dificultati, daca solutia ecuatiei 4 ,@ =0 se cautd sub forma
Pp=a,+a(t-A)+..+a, (t— A+ a,t—A)"e, (1), (5.5)
unde a; €€ si ¢, eImP.
Rezultatele finale referitoare la operatorii de forma (5.1) le formulam in urmatoarea teorema.

Teorema 5.1. Operatorul A, =(t—A)"P+Q,n=0,£1,£2,.., Ae€C\I, este inversabil pentru

A € G~ si inversabil la stanga pentru A € G* . In ambele cazuri 4,' = A

Pentru n =1,2,... au loc egalitatile
A=A si Kerd =g {t-A)" ==, (=) ==l =(t=A) "}, AG"
In particular,
dimKerd , =n si dimCoker 4, =n, n=12,.,1€G".

Daca A € I, atunci operatorul A, ,n=0,£1,£2,... nu este inversabil nici la dreapta, nici la stinga.
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