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The operators such as aP—Pal , aQ —Qal and integral operators with weak singularities are studied in the work. It
is proven that the operators aP— Pal and aQ —Qal are totally continuous (or compact) in spaces with weights in one

and only one case, when the function a(¢) is continuous on the contour of integration. As a corollary, it is shown that

the factor-algebra generated by singular operators with piecewise continuous coefficients is not comutative and the
symbol on that algebra is a matrix-function.

Fie I' un contur compus format din 7 curbe inchise I7,I,,...,T", de tip Leapunov pe portiuni, care au un
singur punct comun 7,. Notdm prin F{ domeniul marginit de conturul I". Vom presupune cd domeniile
F j+ (= F;') nu au puncte comune si la ocolirea punctului #, impotriva migcarii acelor de ceasornic domeniul

J
F ;:1 urmeaza dupa domeniul F; (J =1,2,...,n=1). Orientim conturul T" astfel incat, parcurgand curba I, ,
domeniul Fj " sd rimani la stanga.

In Figura 1 este reprezentat un astfel de contur I' pentru n = 4.

Fig.1.

Notam prin CP(I") multimea tuturor functiilor a(z) continue in orice punct ¢ € I', cu exceptia punctului
fy, in care existd limitele finite @, (¢, +0) si a;(f, —0) (j=12,...,n) atunci cand ¢ tinde catre #, pe
curba I'; dinspre si, respectiv, spre punctul #,. Prin CP,(I') notdim multimea functiilor f'(z) din CP(I'),
pentru care [ (¢, +0) = f;(¢, —0)(j =12,..n), iar prin CP (I') multimea functiilor f(¢) din CP(I'),
pentru care f(¢, +0)= f,,(¢, —0)(j=12,.n=1) si f,(# +0)= (¢, —0). Intersectia C,P(I')"C_P(I')
coincide cu multimea C(I') de functii continue pe I".

Fie p(t):H|t—tk|B‘ , unde t,,t,t,,...,t, sunt puncte diferite pe I' si S, sunt numere reale, care
k=0

verifica conditiile —1< S, < p—1, k=0,1,2,...,m. Conform rezultatelor lui S.Mihlin ([1], (a se vedea si
[2]), pentru orice functie a € C(I") operatorii aP — Pal si aQ —Qal sunt compacti in spatiul L (T, p).

Operatorii (proectorii) integrali singulari F.Riesz P si Q sunt definiti de egalitatile:

1 1
P=2+5). 0=_(I-5), 1)
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unde S este operatorul integral cu nucleul Cauchy,
1

sy =[P e, @

Ty T—1

In studiul ecuatiilor integrale singulare cu nucleu Cauchy deseori apare necesitatea de a considera opera-
tori de forma

(t

To0=—[*O= D g(0ar rer), G

unde a(t) este o functie cunoscuta definita pe T.

Teorema 1. Fie T un contur compus si ac€CP(I"). Operatorul T, = aS — Sal este compact in spatiul
L, (T, p), daca si numai daca aeC(I').

Demonstratie. Suficienta. Daca functia a este un polinom sau o functie rationald, atunci teorema este
evidenta. In acest caz operatorul 7' . ©ste de rang finit.

Fie a orice functie continud pe I'. Atunci exista un sir {an (z)} de polinoame (daca T' este deschis) sau
de functii rationale (dacd I' este inchis) cu polurile in afara conturului ', care converge uniform cétre
a,(t)— a(t)‘ - 09 . Asa cum

functia @, max
tel’

< 2nt1€all_x‘ a(t)—a,(t)| S HLF(F,p)’

T -T
H a nllL,(r.p)
rezultd cé operatorul 7 este compact in spatiul L  (T', o).

Inainte de a demonstra necesitatea teoremei, vom considera dous exemple. Vom arita ci daci e CP/(I)
sau i € CP ('), atunci, in general, operatorul 7, = hS — Shl nu este compact in spatiul L, (', p).

Exemplul 1. Fie conturul I' reprezentat in Figura 2

Fig.2.

In calitate de functie /(¢) considerdm functia caracteristici a curbei T, :
0,dacatel,
() = N (4)
l,dacatel,.
Evident, functia A(¢) apartine multimii CP, (I'). Admitem ca operatorul 7, = A4S — Shl este compact.

Fie y(¢) functia caracteristicd a segmentului [— 1,0] si A= y(t)T,. Vom demonstra ca operatorul 4 nu

este compact si, astfel, vom obtine o contradictie.
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In spatiul L,(I") considerim sirul normat de functii, definite de egalitatea:

ﬁ,dacﬁt € {0,1},
n
@, ()=

0,dacat eF\[O,I}.
n

Vom demonstra ca din sirul y,(#) = A@, nu se poate de extras un subsir convergent. Sa evaluam

normele . Avem:

J |(49,)(0)|" |d —j Idtl

1 J~h(‘t) 0, (t)dt——— 1 Ih(t) (D)de
er T lF

—t

Ih(r) 0. (s o] 2 0, (r)

S—
P
LU W P

j
Asadar, |y,

contine un subsir convergent , (¢), atunci y, () — 0. Aceasta insa este cu neputinté deoarece

I Jal- =L f o]

Exemplul 2. Fie T' acelasi contur de la exemplul 1. Prin /(¢) notdm o functie continud in orice punct

|dt| j

—>01n L,(T") (I< p<2). De aici rezulta cd daca in spatiul L,(I') sirul v, (1) = 4@, ar

t

0 % p - (5)
:1‘[ Iﬂdt |dt|gnp2 J lnt 1 dt.
g Tt

—00

L[ 20, e [ 1, qyae
T Tl

0
L =]
L miYT—t

-1

—jh(t)fd

(6)

n
r

t e \{0}, care mai verificd urmitoarele conditii: /()= 0 pentru 7 €[i,0]eT,, A(t) =1 pentru ¢ e[(),l] el’,
exista /,(0+0)=0 si 2, (0-0)=1.
Asacum 1, (0-0)=h,(0+0)=1si 2(0+0)=5h,(0-0)=0, rezulta ca h e CP ().

Consideram in L, (I') multimea de functii {(Dn (t)} definita in felul urmator:

0, pentru t e F\[O,%}
nlp, pentru t € [O,%} ,

Este evident ca H gonHL =1. Fie y(¢) functia caracteristica a segmentului [i,O]E I, si A= y(1)T,. Vom

0, =

demonstra cd operatorul 4 nu este compact in Lp (I'). Avem:

_ Y
®,0= (g0 =22 [N g (rac =20 /p[ [ j‘”J_
m T—t T o Tt

0

t ¢ % 1—nt
_ 20 AJ. dr=" n—"
Vi3 T—t 7 nt

Pentru orice 0>0 (0 <o <1) vom avea:

j| @, (1+ic) — @, () |'|de] = j| @, (1+ic) — @, () | |d] =j| @, (it +ic) — @, (ir) | de>

[l
» (7)

147
n ! dt.

> I|®n(it+ic) ~ @, ir) ["dt = j| o, if) | dr >= j
17% 1- % 17%
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2 2

Asa cum 1+7 >In 2 si din inegalitatea (7) obtinem:

o . 1+¢

>2 pentru f € {1—2,1} ,atunci ln
[lo,@+io)-o, ) |d]=""m2. @®)
v 27

2 .. : .
Acum ludim o = —,n >4, si inegalitatea (8) devine
n

[l@,¢+ic)-@, @) df2n2. ©)
r

Asadar, in baza criteriului M.Riess despre compacitatea multimilor de functii in L ,»» multimea de functii
{CDn (t)} nu este compactd in L, (I') si de aceea operatorul 7, = aS —Sal nu este compactin L, (I").

Folosind acest exemplu, vom demonstra necesitatea teoremei 1. Fie ae CP(I") si admitem ca operatorul
T, este compact in Lp (I"). Fara a diminua generalitatea, vom presupune cd conturul " este cel de la
exemplul 1 si a,(04+0)# a,(0-0). Fie w=a,(0+0)—a,(0-0) si consideram functia

b(1) ={a(t) —wh(t), pentru t eI’} \ {O},
a,(t, +0), pentrut tel,,

unde /% este functia definiti de la exemplul 2. Avem b,(0+0)=5,(0-0)=a,(0+0),
b(0+0)=a,(0+0)—wh (0+0)=a,(0+0) si b(0-0)=a,(0-0)—wh(0-0)=a,(0-0). Asadar,
functia b(¢) este continud pe I si, in virtutea celor deja demonstrate, operatorul 7, este compact in L, ().
Din egalitatea y,7, v, = x,T,x, — @x,T, %, unde ¥, este functia caracteristica a curbei I, si din faptul ca
operatorul 7, este compact rezultd ca operatorul y,7,7, este compact in L, (I}). Atunci, operatorul
H, = xT,x,— Al estenoetherienin L (I') pentru orice A # 0, adica simbolul lui, H,(z, i), trebuie sd
fie nedegenerat pentru orice A #0,u € [0,1] si orice #el;. Scriem simbolul (a se vedea [3]) acestui

operator in punctul £, .

— 2E(u)
H, (t,,n)= ,
(i) ‘—%(u) -\
M i0(p-1) 2
unde £(uw)=- f(w)(1- f(u) si S =1 sin0 ,pentru p #
u ,pentru  p=2.

Observam ca detH, (f,,p)=A" =4/ (W) (1= f(n)) si detH, (ty,12)=0 pentru 2=2/ f((- f(u)-
Contrazicerea obtinutd demonstreaza ca operatorul 7, nu este compact in L, (I'). Teorema riméane adeva-
ratd si in spatiul L, (T', p) , demonstratia se face in mod similar.

Fie k(z,t) o functie masurabild pe I'xI" cu singularitate slaba:

‘k(r,t)‘ < c‘r —t‘fﬂ ,c=const,0< u<1.

Este cunoscut cd operatorul integral, definit de relatia

(Tp)1t) = [k(z,0) p(z)d7, (10)
’|ﬁk ]

este compact in spatiul L (I'). O afirmatie similard are loc si in spatiul L, (T, p), unde p(?) = H|f -1
k=0
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Teorema 2. Fie numerele p, f3,, B,,..., B, verifica conditiile:
l<p<+4w, -1<p, <p-1, k=0,12,...m
atunci operatorul integral (10) este compact in spatiul Lp (T, p).

Demonstratie. Se verificd usor ca operatorul 7" este compact in L, (I', p) daca si numai daca operatorul

K=h

“, a, =ﬂ%, este compact in spatiul L (I'). Fie:

k(z,t), pentru ‘r—t‘z%’
0, pentru ‘z’—t‘<%_

Notdm prin A4, A, si K, urmatorii operatori integrali:

(A)0) = [ (1™ Ok(z.0h(D)~ k(z.0))Jp(r) 7.

k (,t)=

(A4,0)0) = [ (7 Ok, (2.0h(0) =k, (r.0)p(0) d.
(K,0)0) = [ (17 00k, (2.00h(x) )o(z) d.

Asacum he L (T), h' e L) (p'+q ' =1)si functia k,(z,t) este marginita, atunci

| d{f (O, (T,t)h(r)qdz'j <+,

$i, prin urmare, operatorul K, este compact in L, (I'). De aici rezultd continuitatea completd in L, (I') a

operatorului 4,. Vom demonstra ca llmHA A H—O Fie M, =A—-A, si m,(z,t) nucleul operatorului

n—>0

M , . Din teorema lui B.Hvedelidze despre continuitatea operatorului integral singular cu nucleul Cauchy in

spatiul L, (", p) rezultd continuitatea operatorului

h (z‘)h(t)

1
_tgo(r)dz'.

Notam prin b(7,t) nucleul acestui operator. Asa cum ‘mn (r,t)<c , rezulta:

Asadar, am demonstrat ca operatorul A4 este compact in spatiul L, (). Prin urmare, si operatorul K

—1
cn”

este compact in spatiul L, (I', p) . Teorema este demonstrata.
Teorema 3. Fiel" un contur simplu si inchis de tip Leapunov, iar t = [3(2) o functie care transforma in

mod conform discul unitate in domeniul D" mdrginit de conturul T, atunci functia

B(2) !
k(&,2) = - =1,|z <1
Ty e

are singularitate slaba pe conturul I'j = {f |‘§‘ = 1}.
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- ; 0 - . 3 T
Demonstratie. Fie z,& €T, ;z =" ,& = e i, de exemplu, 8, < 6, . Putem considera ci 6, — 6, <.

Fie u=¢e"(0,<0<86,) si r= ‘u —¢&|, atunci ‘du‘ =df=(cos@/2)" dr<-/2dr. Asa cum conturul

I" este de tip Leapunov, derivata f'(z) verificd conditiile lui Holder cu un exponent & (0 < ¢ <1), adica

Bu)- (&) <clu—&" =cr®,c=const.

Prin urmare,

A= BE) =B ()-8 =

=€l
<c [r2dr=clz-¢"", (11)

0

[(B'@) - p'(&)du

unde ¥ este arcul de cerc, care uneste punctele z si £. O evaluare similara de forma (11) se obtine si pentru

punctele z,

Z‘ <1, dacd punem u=Az+(1-4)¢ (0<A<1) siin calitate de ¥ vom lua segmentul de

dreapta, care uneste punctele z si &. Deoarece transformarea [ este conformd, atunci este indeplinita
conditia S'(£) #0 (& €T) si, in consecinta,

P() - B(2)

o >¢, >0 . (12)

Din inegalitatile (11) si (12) obtinem:
B 1| _FE-2)-B)-BE) _clé-z
BR-BE -z [(BE-BEONE-2) T cfe-2f

Teorema este demonstrata.

a+l

k(&,2) = —ele-Z"" (13)

Fie I si I', doua linii formate dintr-un numar finit de curbe inchise si deschise fara puncte de autoin-
tersectie si f: I, > T, ,z=B(¢), o functie bijectiva. Notdm prin S, si S, operatorii integrali singulari

Cauchy pe aceste linii:

1 T 1 T
S0 =—["Darier, so0=—["arieL,,
7Z'lr12'—t zzzrzz'—t

By

care actioneazd fin spatiile L, (I}, p0,) si, respectiv, in L (I,,p,), unde p,(t)= H‘t —t, si
k=0

B . . - C e
5 z, = B(t,), iar prin B notdm operatorul liniar, inversabil si marginit din L, (T}, p,)

pz(Z) = H|Z_Zk
k=0

in L,(T,, p,) definit de relatia (Bp)(z) = o(f'(2)).
Teorema 4. Fie functia a,a= [ ', posedd derivati o' care verifica conditiile lui Holder pe
I, :‘a'(zl) - a'(zl)‘ < C‘Zl - Zz‘” ,c=const,0< u<1, si este diferita de zero pe 1,, atunci operatorul
S, poate fi exprimat sub forma
S,=BS,B"'+T,
unde T este un compact in L, (L, p,).
Demonstratie. Fie r o functie rationalipe I',, ¢ =B"'r si T =S, — BS,B™", atunci

(Tr)z) = j“@df_ﬂli [0

miy E—z r—a(z)
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In ultima integrala este justificat schimbul de variabild 7 = a(z) (a se vedea [4]) si, in rezultat, se obtine:

R B4 (9
(T”(Z)‘mr[[g_z a(f)_a(z)}(cf)dé-

Din teorema 3 rezultd ca nucleul acestui operator are singularitate slaba pe I’,, si, in baza teoremei 2, este

compact. Teorema este demonstrata.

N —
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