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PRINCIPII DE ECHILIBRU PARETO-NASH-STACKELBERG 

Victoria LOZAN, Valeriu UNGUREANU  

Catedra Matematică Aplicată 
 
We consider the problem of determining the set of Pareto-Nash-Stackelberg equilibria in strategic games. The main 

results are formulated and explained. A procedure for the equilibrium set determining is presented. It is applied to solve 
illustration examples, especially for solving the problem of finding Pareto-Nash-Stackelberg equilibria of four player 
bi-criteria games through constructing the intersection of the graphs of efficient respond applications. 

 
 
În lucrare se cercetează noţiunile de echilibru Pareto-Stackelberg şi Pareto-Nash-Stackelberg prin 

detalierea/particularizarea tezelor teoretice din [1-8]. Se expun succint problema şi rezultatele teoretice de 
bază, apoi ele sunt aplicate la rezolvarea jocurilor bicriteriale prin metoda construirii intersecţiei graficelor 
aplicaţiilor de tip cel mai bun răspuns [3]. 

Echilibrul Pareto-Stackelberg 
Definim jocul noncooperatist: 

{ } ( ){ }
1

, , ,pmi
p pp i

f p
N

N X x N
∈ =

Γ= ∈ , 

unde: 
• N = {1, 2, ... ,n} este mulţimea jucătorilor, 
• pk

p ⊆X R  este mulţimea de strategii ale jucătorului p∈N , 

• ,+∞<pk  p ∈N , 

• ( ){ }
1

pmi
p i

f x
=

 sunt funcţiile de câştig ale jucătorului p definite pe produsul cartezian 
p

p N∈
=×X X , ( )pf x  – 

vector-funcţia de cost a jucătorul p, 
( ) ( ) ( ) ( )( )1 2, ,..., pm

p p p pf f ff x x x x= . 

Elementele ( )1 2, ,..., nx x x= ∈x X  sunt numite rezultate ale jocului (situaţii). 
Fiecare jucător individual are de rezolvat o problemă de optimizare multicriterială, adică din mulţimea sa 

de strategii va selecta strategiile eficiente. Mulţimile de strategii eficiente le vom nota prin ef Xp, np ,1= . 
Presupunem că jucătorii fac mişcările sale ierarhic: 
• primul jucător alege strategia sa 1 1x X∈  şi o comunică jucătorului doi, 

• jucătorul doi alege strategia sa 2 2x X∈  şi comunică 21 , xx  jucătorului trei, 
• şi aşa mai departe 
• ultimul, al n-lea jucător, selectează strategia sa n nx X∈ , după observarea mişcărilor 11 ,..., −nxx  ale 

jucătorilor precedenţi. 
În final, în baza rezultatului ( )1,..., nx x=x  obţinut/cumulat, fiecare jucător îşi calculează valorile funcţii-

lor sale de cost. 
Fără a pierde din generalitate, presupunem că toţi jucătorii îşi maximizează valorile funcţiilor de cost. 
Prin inducţie, în ordine inversă, fiecare jucător 2,...,1, −nn  calculează valoarile aplicaţiilor sale de tip 

eficient şi primul jucător calculează mulţimea strategiilor sale eficiente: 
( ) ( )1 1 1 1,.., max ,.., , ,

n

n n n n
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x x Arg x x y− −
∈
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( )
( )

( )
2 1 2 3

1 2 1 2
,.., : , ,...,

max , ,...,
n n
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y y x y y Gr

x Arg x y y
∈

=2B f , 

( )
( )

1 2 2

1 1 2
, ,...,

€ max , ,...,
n

n
y y y Gr
Arg y y y

∈
=X f , 

unde: 
( ){ }1 1 1 1: ,..., , ,...,n n n nGr x x x x x− −= ∈ ∈ ∈ ∈1 n-1 nx X X X B , 

( ) ( ){ }1 1 2 1 1 2: ,..., , , ,...,n n n n n nGr Gr x x x x x x− − − −= ∈ ∈ ∈ ∈1 n-2 n-1x X X B , 

. . .  
( ) ( ){ }2 3 1 2 1: , ,.., nGr Gr x x x x= ∈ ∈ ∈1 2x X B . 

Evident, nGrGrGr ⊆⋅⋅⋅⊆⊆ 32 . 

Remarcă. Prin pB , 2,p n=  notăm mulţimile de răspunsuri eficiente ale jucătorilor. 

Definiţie. Orice soluţie €€∈x X  a jocului se numeşte echilibru Pareto-Stackelberg. 
Teorema 5.1. Pentru orice joc ierarhic finit mulţimea €X  de echilibre Pareto-Stackelberg este nevidă. 
Demonstraţia este evidentă. 
Exemplul 1. Se consideră diadic bicriterial cu matricele funcţiilor de câştig:  

A ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

4,86,6
7,73,4

,  B ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

2,63,4
4,21,5

. 

Primul jucător alege primul şi jucătorul doi alege ultimul. 
Primul trebuie să determină graficul Gr2 pentru jucătorul doi. Elementele grafice eficiente sunt marcate în 

paranteze unghiulare. 

B ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

2,63,4
4,21,5

. 

Primul jucător îşi determină graficul Gr1 (mulţimea de echilibre Pareto-Stachelberg) în baza graficului 
Gr2. Elementele eficiente respective sunt marcate în paranteze unghiulare duble. 

A 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

4,86,6
7,73,4

. 

Jocul constă din două echilibre tare Pareto-Stackelberg (1, 2) şi (2, 2) cu valorile funcţiilor câştig ((7, 7), 
(2, 4)) şi ((8, 4), (6, 2)), respectiv. Să remarcăm că soluţiile (1,2) şi (2,2) sunt şi echilibre Pareto-Nash.  

Teorema 5.2. Dacă orice mulţime de strategii pk
p ⊂X R , np ,1=  este compactă şi orice funcţie de 

cost ( )1,..., ,...,i
p p nf x x x , pmi ,1= np ,1=  este continuă în ( ),...,p nx x  pe p n×⋅⋅⋅×X X  pentu orice 

1 1x ∈X , …, 1 1p px − −∈X  fixate, atunci mulţimea de echilibre Pareto- Stackelberg €X  este nevidă.  
Demonstraţia rezultă din teorema Weierstrass. 
Teorema 5.3. Dacă orice mulţime de strategii pk

p ⊂X R , np ,1=  este convexă şi orice funcţie de cost 

( )1,..., ,...,i
p p nf x x x  , pmi ,1= , np ,1=  este strict convexă pe p n×⋅⋅⋅×X X  pentu orice 1 1x ∈X , …, 

1 1p px − −∈X  fixate, atunci jocul are un singur echilibru Pareto-Stackelberg. 
Demonstraţia rezultă din proprietăţile funcţiilor strict convexe. 
Echilibrul Pareto-Nash-Stackelberg 
Definim jocul noncooperatist: 
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unde: 
• { }1, 2,..., s=S  este mulţimea de etape, 

• { }1, 2,..., ln=lN  este mulţimea jucătorilor de la etapa (nivel) l∈S , 

• 
lpk⊆l

pX R  este mulţimea de strategii ale jucătorului p∈ lN  de la etapa l∈S , 

• ,+∞<s  ,+∞<ln l∈S , 

• ( ){ }
1

p

i

ml
p i

f
=

x  sunt funcţiile de câştig ale jucătorului p de la etapa l definită pe produsul cartezian 

,

l
p

p l∈ ∈

= ×
lN S

X X , ( )l
pf x  – vector-funcţia de cost a jucătorul p, 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 2
, ,...,

mp

l l l l
p p p pf f ff x x x x= . 

Elementele ( )1 2

1 1 1 2 2 2
1 2 1 2 1 2, ,..., , , ,..., ,..., , ,...,

s

s s s
n n nx x x x x x x x x= ∈x X  sunt numite rezultate ale jocului 

(situaţii). Fiecare jucător are de rezolvat solitar o problemă de optimizare multicriterială, adică din mulţimile 
sale de strategii va selecta strategiile eficiente. Mulţimile de strategii eficiente le vom nota prin ef l

pX  

sl ,1= , np ,1= . 
Presupunem că jucătorii fac mişcările sale ierarhic: 
• la prima etapă toţi jucătorii 1, 2, ..., n1 selectează strategiile lor 1

1x ∈ 1
1X , 1

2x ∈ 1
2X , ..., 

1

1
nx ∈

1

1
nX   

simultant şi sunt comunicate la etapa a doua jucătorilor 1, 2, ..., n2, 
• la etapa a doua jucătorii 1, 2, ..., n2 selectează simultan strategiile lor 2

1x ∈ 2
1X , 2

2x ∈ 2
2X ,   

...,
2

2
nx ∈

2

2
nX  şi comunică rezultatul etapei a treia jucătorilor 1, 2, ..., n3, 

ş.a.m.d. 
• la etapa s jucătorii 1, 2, ..., ns selectează simultan strategiile lor eficiente 1

sx ∈ s
1X , 2

sx ∈ s
2X , ..., 

s

s
nx ∈

s

s
nX  

până la ultima etapă. 
În final, în baza soluţiei ( )1 2

1 1 1 2 2 2
1 2 1 2 1 2, ,..., , , ,..., ,..., , ,...,

s

s s s
n n nx x x x x x x x x=x  obţinute/cumulate, fiecare 

jucător calculează valorile funcţilor sale de cost. 
Fără a pierde din generalitate, presupunem că toţi jucătorii îşi maximizează valorile funcţiilor de cost. 

Este rezonabil de a calcula valorile aplicaţiilor de tip eficient prin inducţie în ordine inversă în acelaşi mod ca 
şi la echilibrul Pareto-Stackelberg. 

Prin inducţie inversă, jucătorii 1, 2, ..., nl, l = s, s-1, ..., 2, 1, selectează strategiile lor de echilibru: 
( ) ( )1 1 1 1,..., , max ,..., ,

s
p

s s s s s s
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( )
( )
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1 2 1 1 2
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,..., : , ,...,
max , ,...,

s s
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−
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unde: 

( )1 1

, 1, 1,
:

,..., ,

l

s s
p p

s s s
p p

x l s
Gr x

x x x x
−

−
−

⎧ ⎫∈ = −⎪ ⎪⎪ ⎪= ∈ ∈⎨ ⎬
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l

s
-p

s
p

X
x X X

B

, p∈ sN , 

( )
1 1

1 1 2 1

, 1, 2,
:

,..., ,

l

s s
p p

s s s
p p

x l s
Gr x

x x x x

− −
−

− − −
−

⎧ ⎫∈ = −⎪ ⎪⎪ ⎪= ∈ ∈⎨ ⎬
⎪ ⎪∈⎪ ⎪⎩ ⎭

l

s s-1
-p

s-1
p

X
x PNSE X

B

, p∈ s-1N , 

. . .  

( )
1

1
1 1: p

p
p p

x
Gr

x x
−

−

⎧ ⎫∈⎪ ⎪= ∈⎨ ⎬
∈⎪ ⎪⎩ ⎭

1
-p2

1
p

X
x PNSE

B
, p∈ 1N . 

Evident, ⊆ ⊆ ⋅⋅⋅ ⊆1 2 sPNSE PNSE PNSE . 

Remarcă: Prin l
pB , p∈ lN , 1,l s=  notăm mulţimile de răspunsuri eficiente ale jucătorilor. 

Definiţie. Orice element din 1PNSE  se numeşte echilibru Pareto-Nash-Stackelberg multi-etape. 
Dacă s = 1 şi 11 >n , atunci orice echilibru Pareto-Nash-Stackelberg este echilibru Pareto-Nash. Dacă 
1>s  şi 1...21 ==== snnn , atunci orice echilibru este echilibru de tip Pareto-Stackelberg. Astfel, 

noţiunea de ecihilibru Pareto-Nash-Stackelberg generalizează noţiunile de echilibru Pareto-Stackelberg şi 
Pareto-Nash. 

Exemplul 2. Considerăm jocul bicriterial cu două strategii a patru jucători 2 × 2 × 2 × 2 cu matricele 
funcţiilor de câştig: 

a11** = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
2,73,1
4,36,5

, a12** = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 2,43,1

5,24,3
, a21** = ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
4,13,6
2,31,5

, a22** = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
5,76,3
1,54,2

, 

b11** = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 5,62,5

1,46,3
, b12** = ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
6,54,2
4,33,5

, b21** = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
3,24,4
2,54,6

, b22** = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
4,86,6
7,73,4

, 

c11** = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
2,13,1
3,22,3

, c12** = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
9,31,5
3,38,7

, c21** = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
9,45,6
4,86,5

, c22**= ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
2,53,4
3,21,5

, 

d11** = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 4,42,3

5,23,1
, d12** = ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
4,75,2
1,34,6

, d21** = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
6,52,3
7,15,4

, d22** = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
5,41,7
6,23,1

. 

La etapa de inducţie inversă, al treilea şi al patrulea jucători, aleg strategiile lor la etapa a doua, primul şi 
al doilea jucători – la prima etapă. 

Elementele din 2
3Gr , 2

4Gr  sunt marcate în matrice cu paranteze unghiulare. 

Evident, 2PNSE  constă din cinci elemente: (1, 1, 1, 2), (2, 1, 1, 2), (2, 1, 2, 2), (2, 2, 2, 1) şi (2, 2, 2, 2). 
La prima etapa, primul jucător şi al doilea trebuie să joace având jocul matriceal cu matricele: 

a**11 = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
••
••

, a**12 = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

•
•

2,3
4,3

, a**21 = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
•

••
6,3

, a**22 = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ••
5,74,1

, 
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b**11= ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
••
••

,  b**12 = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
•
•

2,5
1,4

, b**21 = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
•

••
6,6

, b**22 = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ••
4,83,2

. 

Elementele din 1
1Gr , 1

2Gr  sunt marcate în matrice cu două paranteze unghiulare. 
1PNSE  conţine două elemente (2, 2, 2, 1) şi (2, 2, 2, 2), care şi sunt echilibele Pareto-Nash-Stackelberg 

ale jocului, cu câştigurile ((3, 6), (6, 6), (4, 3), (7, 1)) şi ((7, 5), (8, 4), (5, 2), (4, 5)), corespunzătoare. 
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