STUDIA UNIVERSITATIS
Revista stiintificd a Universitdtii de Stat din Moldova, 2010, nr.2(32)

PRINCIPII DE ECHILIBRU PARETO-NASH-STACKELBERG

Victoria LOZAN, Valeriu UNGUREANU

Catedra Matematica Aplicata

We consider the problem of determining the set of Pareto-Nash-Stackelberg equilibria in strategic games. The main
results are formulated and explained. A procedure for the equilibrium set determining is presented. It is applied to solve
illustration examples, especially for solving the problem of finding Pareto-Nash-Stackelberg equilibria of four player
bi-criteria games through constructing the intersection of the graphs of efficient respond applications.

In lucrare se cerceteazi notiunile de echilibru Pareto-Stackelberg si Pareto-Nash-Stackelberg prin
detalierea/particularizarea tezelor teoretice din [1-8]. Se expun succint problema si rezultatele teoretice de
baza, apoi ele sunt aplicate la rezolvarea jocurilor bicriteriale prin metoda construirii intersectiei graficelor
aplicatiilor de tip cel mai bun raspuns [3].

Echilibrul Pareto-Stackelberg

Definim jocul noncooperatist:

P=(N{X} ) peN).
unde:
* N=1{l 2 ...n} este multimea jucatorilor,

- X, C R este multimea de strategii ale jucatorului p € N,

. kp<+oo, pEN,

. { f; (x)}mjl sunt functiile de castig ale jucatorului p definite pe produsul cartezian X — %X, f, (x) -
- PEN

vector-functia de cost a jucatorul p,
£, (%)= (£, (x). 7 (%)en 7 ()
Elementele x = (x1 I A xn) € X sunt numite rezultate ale jocului (situatii).
Fiecare jucdtor individual are de rezolvat o problema de optimizare multicriteriala, adica din multimea sa
de strategii va selecta strategiile eficiente. Multimile de strategii eficiente le vom nota prin ef X,,, p = I,_n .
Presupunem ca jucatorii fac miscarile sale ierarhic:
* primul jucdtor alege strategia sa x, € X, $i 0 comunica jucdtorului doi,
* jucdtorul doi alege strategia sa x, € X, §i comunicd x,, X, jucdtorului trei,
+ siasa mai departe
* ultimul, al n-lea jucdtor, selecteaza strategia sa x, € X , dupa observarea miscarilor x,...,x, ; ale
jucatorilor precedenti.
In final, in baza rezultatului x = (x1 yeees xn) obtinut/cumulat, fiecare jucator isi calculeaza valorile functii-
lor sale de cost.

Fara a pierde din generalitate, presupunem ca toti jucatorii isi maximizeaza valorile functiilor de cost.

Prin inductie, in ordine inversa, fiecare jucdtor n,n—1,...,2 calculeaza valoarile aplicatiilor sale de tip
eficient si primul jucétor calculeaza multimea strategiilor sale eficiente:

B, (xl,..,xn_l) = Arg maxf, (xl,..,xn_l,yn ),

yne n

Bn-l (‘xl""xn—2): Al"gmaX fn-] (xl""xn—Z’yn—l’yn)’

Vet sV (X seesXy2 5 V1 5V JEGT,
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B, (xl): Argmax f, (xl,yz,...,yn),

Vass V(3102 5000 JEGS

X= drgmax f,(3,,5.7,),

(Y1 V200V )EG"z
unde:

Gr, = {x eXix, eX,ox,, €X,,,x, €B, (X, x, )} ,

Gr,_, = {x eGr,x, €X,,....X, , € Xn_z,(xnfl,xn) eB,, (xl,...,x,k2 )} ,
Gr, = {x eGry:x € Xl,(xz,..,xn) eB, ()c1 )} .
Evident, Gr, c Gr, < --- < Gr,,.

Remarca. Prin B, p = 2,n notam multimile de raspunsuri eficiente ale jucatorilor.

Definitie. Orice solutie €€ Xa Jjocului se numeste echilibru Pareto-Stackelberg.

Teorema 5.1. Pentru orice joc ierarhic finit multimea X de echilibre Pareto-Stackelberg este nevida.
Demonstratia este evidenta.
Exemplul 1. Se considera diadic bicriterial cu matricele functiilor de castig:

43 17,7 5-1 24
A= , B= .
6,6 8,4 43 6,2
Primul jucator alege primul si jucatorul doi alege ultimul.

Primul trebuie sa determina graficul Gr, pentru jucatorul doi. Elementele grafice eficiente sunt marcate in
paranteze unghiulare.

51 (24)

’ ‘{<4,3> <6,2>]

Primul jucator isi determind graficul Gr; (multimea de echilibre Pareto-Stachelberg) in baza graficului
Gr,. Elementele eficiente respective sunt marcate in paranteze unghiulare duble.

[43 {77)
“los {84

Jocul consta din doua echilibre tare Pareto-Stackelberg (1, 2) si (2, 2) cu valorile functiilor castig ((7, 7),
(2,4))51((8, 4), (6, 2)), respectiv. Sa remarcam ca solutiile (1,2) si (2,2) sunt si echilibre Pareto-Nash.

C . .. k Co .
Teorema 5.2. Daca orice mulfime de strategii X, C R, p = I,n este compacta si orice functie de

cost f;(xl,...,xp,...,xn),i=1,mp p=Ln este continua in (xp,...,xn) pe pr...xXn pentu orice

xeX, ., x b1 € X i fixate, atunci multimea de echilibre Pareto- Stackelberg ﬁ este nevida.

Demonstratia rezultd din teorema Weierstrass.

C . .. k C o .
Teorema 5.3. Dacd orice multime de strategii X , C R, p=1,n este convexa i orice functie de cost

f; (xl,...,xp,...,xn> Ji=1m,, p=Ln este strict convexd pe X, x--xX = pentu orice x, €X|, ...,

X, € Xp_1 fixate, atunci jocul are un singur echilibru Pareto-Stackelberg.

Demonstratia rezulta din proprietatile functiilor strict convexe.
Echilibrul Pareto-Nash-Stackelberg
Definim jocul noncooperatist:

ro (MR ) s en ),
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unde:
= { 2 .,S} este multimea de etape,

S=:12,..
« N, = {1, 2,..., n,} este multimea jucatorilor de la etapa (nivel) / € S,

1
. XL c R"" este multimea de strategii ale jucitorului p € N, delaetapa /€8S,

« s<+00, n, <+mw,[€eS,

.

X= x X; , f 117 (X) — vector-functia de cost a jucatorul p,

£ (x) = (/1 (x). £1, (x)ow £, ()

1 1 1 2 2 2
Elementele x = (x1 s Xy Xy s Xy 5 Xy ees X

f /f (X)}m_'1 sunt functiile de castig ale jucdtorului p de la etapa / definitd pe produsul cartezian

v xf,x;,...,x;ﬁ ) € X sunt numite rezultate ale jocului
(situatii). Fiecare jucator are de rezolvat solitar o probleméa de optimizare multicriteriald, adica din multimile

sale de strategii va selecta strategiile eficiente. Multimile de strategii eficiente le vom nota prin ef X;

I=Ls,p=Ln.
Presupunem ca jucatorii fac miscarile sale ierarhic:
. - .. o .. - .. 1 1 1 1 1 1
+ la prima etapa toti jucatorii /, 2, ..., n; selecteaza strategiile lor x; € X;, x, € X,, ..., x, € an

simultant si sunt comunicate la etapa a doua jucatorilor /, 2, ..., ny,
* la etapa a doua jucatorii I, 2, ..., n, selecteazd simultan strategiile lor xl2 eXf s xz2 eXi,

2 2 . -~ . e
X, € an si comunica rezultatul etapei a treia jucatorilor 7, 2, ..., n3,

s.a.m.d.
* la etapa s jucatorii /, 2, ..., ny selecteazd simultan strategiile lor eficiente x; € Xj, x; € X, ...,

N S
x, € an

pana la ultima etapa.

A N .. 1 1 1 2 2 2 S : :

In final, in baza solutiei x= (xl 3 Xy 5ees Xy 5 Xy 5 Xy 50y Xy eees X, X5y xjs ) obtinute/cumulate, fiecare
jucator calculeaza valorile functilor sale de cost.

Fara a pierde din generalitate, presupunem ci toti jucitorii isi maximizeaza valorile functiilor de cost.
Este rezonabil de a calcula valorile aplicatiilor de tip eficient prin inductie in ordine inversa in acelasi mod ca
si la echilibrul Pareto-Stackelberg.

Prin inductie inversa, jucdtorii /, 2, ..., n, [ =s, s-1, ..., 2, 1, selecteaza strategiile lor de echilibru:

s 1 s—1 s _ K 1 s—1 K} s s __ s

B) (x ey X ,x_p) = Arg maxf, (x s XLV x_P), peN;, PNSE® = ﬂ Gr,

5 oxs
ypeXy PeEN

s-1 1 s=2 _s-1Y\ _ s—1 1 s=2 s—1 s—1 s
B, (x,...,x ,x_p)— Ar:grflax fp (x,...,x Y, |x_p,y ),peNs_l,
5T

(,\'1 e S ,y;’l xf;,l 0° )EPNSEs

PNSE™' = (] Gr,™'>

PeNgy
s-2 1 s=3 s=2\ _ s=2 1 s=3 s=2 s=2 s—1 s
B, (x,...,x ,x_p)— Azrglmax f (x,...,x Y, ‘x_p,y Y ),peNs_z,
vy YTt
(x] R S ,yf;z xf;,z R )EPNSES_I

PNSE** = (] G,

PNy,
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B (xip): Arg max f, (y; Hxip,yz,...,ys), peN,, PNSE' = ﬂ Gr,
y}pyz ,..A,y"':(yLH)clp ,yz sV’ )ePNSE2 peN;
unde:

xeX, I=Ls-1,
Gr, =¢xeX: xfpeXfp , peN

s?

K 1 s—1 K
X, eB:D (x e XX )

xXeX', I=1s-2,

Gr;_1 =:xePNSE*: xf; € X:l , PeN,,
x;’l € B;’l (x1 U xf;l )
| ) xip € Xfp
Gr,=:xePNSE": peN,.
p 1 1 1 ’ 1
X, € Bp (x_p)

Evident, PNSE' — PNSE? c---— PNSE".

Remarci: Prin B:) , peN,, [ =1,s notam multimile de raspunsuri eficiente ale jucatorilor.

Definitie. Orice element din PN SE' se numeste echilibru Pareto-Nash-Stackelberg multi-etape.
Daca s = 1 si n; > 1, atunci orice echilibru Pareto-Nash-Stackelberg este echilibru Pareto-Nash. Daca
s>1si ny=n,=..=n, =1, atunci orice echilibru este echilibru de tip Pareto-Stackelberg. Astfel,

notiunea de ecihilibru Pareto-Nash-Stackelberg generalizeaza notiunile de echilibru Pareto-Stackelberg si
Pareto-Nash.

Exemplul 2. Consideram jocul bicriterial cu doud strategii a patru jucatori 2 x 2 x 2 x 2 cu matricele
functiilor de castig:

56 3,4 34 25 51 32 2,4 51
appex= ) Appxx= V) ki > Agpxx = >
1,3 7,2 -1,3 4,2 6,3 1,4 3,6 7,5
36 41 53 3,4 6,4 5,2 43 77
b= 5 byu = ) byjss = 5 boysx= 5
5-2 65 24 5,6 44 273 6,6 84
i ] (5,6 (8,4)] {5,—1 23]
s Copws=

(32) (2.3) [(7.8) (3.3)
(43) (52)]

R IR R 1 M I S T } " l6s) (4.9) |

13 (2.5)] ; (64 3-1 45 (-17)] [-13 (26)]
32 (44)] 7T @25) (74 T 32 (56) |7 T () (45)]

La etapa de inductie inversa, al treilea si al patrulea jucatori, aleg strategiile lor la etapa a doua, primul si
al doilea jucatori — la prima etapa.

d”**:

- 2 2 . . .
Elementele din G7;, G, sunt marcate in matrice cu paranteze unghiulare.

Evident, PNSE? const3 din cinci elemente: 1,1,1,2),(2,1,1,2),(2,1,2,2),(2,2,2,1)5i (2,2, 2, 2).
La prima etapa, primul jucator si al doilea trebuie sé joace avand jocul matriceal cu matricele:

e I oo T I e A
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N T R R A R

- 1 1 . . o .
Elementele din G7; , Gr, sunt marcate in matrice cu doua paranteze unghiulare.

PNSE' contine doua elemente (2, 2, 2, 1) si (2, 2, 2, 2), care si sunt echilibele Pareto-Nash-Stackelberg

ale jocului, cu castigurile ((3, 6), (6, 6), (4, 3), (7, 1)) si ((7, 5), (8, 4), (5, 2), (4, 5)), corespunzitoare.

N =
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