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In acest articol sunt adunate si analizate din acelasi punct de vedere atét notiunile, ct si bazele teoriilor generale ale
grupurilor de simetrii generalizate recent in sens ,,fizic”, care au fost elaborate de autor si raportate la conferinte stiinti-
fice in diferite perioade de timp si au fost publicate partial in diverse reviste stiintifice. Sunt comentate si analizate no-
tiunile noi de structuri algebrice generale, care au fost introduse de autor in procesul de elaborare a teoriei generale a ge-
neralizdrilor recente in sens ,.fizic” ale simetriei clasice. Rezultatele stiintifice principale cunoscute ale autorului despre
grupurile de P-simetrie, Wp-simetrie si Wq-simetrie sunt sistematizate, analizate si completate cu fapte noi.
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SOME ASPECTS OF THE THEORY OF DISCRETE GROUPS OF GENERALISED SYMMETRIES

IN THE “PHYSICAL” SENSE

In this article are gathered and analysed from the same point of view both the notions and the bases of the general
theories of groups of symmetries recently generalized in the “physical” sense, which were elaborated by the author and
reported to scientific conferences at different periods of time, and partially published in various scientific journals. The
new notions of general algebraic structures are commented and analysed, and these were introduced by the author in the
process of elaborating the general theory of recent generalisations in the “physical” sense of classical symmetry. The main
known scientific results of the author about the groups of P-symmetry, Wy-symmetry and Wq-symmetry are systematized,
analysed and supplemented with new facts.
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Introducere

Teoria grupurilor s-a impus de mai mult timp ca un instrument foarte eficient de cercetare a unora dintre
cele mai dificile probleme din fizica si matematica, inclusiv din stiintele exacte si naturale. Teoria grupurilor
discrete de simetrie clasica a atins la momentul actual o inflorire completa si a patruns adanc in diferite domenii
ale stiintelor naturii, in tehnica si arta, iesind departe de cadrul cristalografiei clasice. Necesitatile domeniilor
tot mai largi de aplicatii ale acestei teorii au dat nastere la un torent de generalizari ale ei in jumatatea a doua
a secolului XX. Dezvoltarea rapida a metodelor teoriei grupurilor, stimulata de descoperiri noi, a transformat
continutul teoriei grupurilor de simetrie clasica si a lansat-0 la un nivel calitativ nou. Trecerea de la grupurile
cristalografice de simetrie clasica la grupurile cristalografice de antisimetrie sau la cele ale simetriei de coloratie
lor in diferite ramuri ale stiintelor naturale, cat si in insdsi teoria generald a grupurilor.

Scopul acestei lucrari este: 1) de a aduna, a sistematiza si a descrie din acelasi punct de vedere notiunile
noi de structuri algebrice generale, introduse si analizate de autor in procesul de elaborare a metodelor de de-
ducere a grupurilor de diferite tipuri ale generalizarilor recente; 2) de a analiza unele proprietati mai esentiale
ale acestor structuri algebrice noi; 3) de a descrie esenta genaralizarilor recente ale simetriei clasice sub forma
de P-simetrie [1], P-simetrie [2], Wy-simetrie [3] si Wq-simetrie [4] din acelasi punct de vedere; 4) de a analiza
si a comenta diferite niveluri de clasificare a P-simetriilor concrete si unele aplicatii ale grupurilor de P-simetrie
[5-10]; 5) de a compara si a descrie diferite metode concrete de deducere a grupurilor de tipuri diferite ale
generalizirilor sub forma de P-simetrie [11-14], Wy-simetrie [15-19] si Wq-simetrie [20-25]; 5) de a comenta
unele rezultate concrete de deducere a grupurilor de simetrii generalizate mentionate din grupurile cristalo-
grafice de diferite categorii [19, 26-32].

1. Asupra clasificarii P-simetriilor concrete

Notiunea de P-simetrie (cvazisimetrie) a fost introdusa de prof.univ. A.M. Zamorzaev in anul 1967 [1].
Teoria generala a grupurilor de P-simetrie (inclusiv clasificarea lor pe tipuri, elaborarea metodelor generale
de deducere din grupurile date initial P si G, elaborarea diferitor niveluri de clasificare a insesi P-simetriilor,
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deducerea concreta a grupurilor de anumite tipuri diferite pentru unele P-simetrii concrete din unele categorii
de grupuri cristalografice G in calitate de grupuri generatoare, de asemenea, aplicarea grupurilor de anumite
P-simetrii concrete la descrierea grupurilor multidimensionale de simetrie de anumite categorii) au constituit
obiectul de studiu pe parcursul a patru decenii pentru unii membri ai Scolii stiintifice de geometrie discreta si
cristalografie matematica fondate de A.Zamorzaev (a se vedea bibliografia din [5,7] si sursa [26]). Vom analiza
succint esenta notiunii de transformare a P—simetriei si unele aspecte de clasificare a P-simetriilor concrete.

Se da o multime de ,,indici”-calitati N = {1,2, ..., m}, formata din calitati de aceeasi natura scalara (diferite
culori, valori diferite ale temperaturii, diferite valori ale densitatii si altele). Fiecarui punct al unei figuri geo-
metrice i se atribuie cel putin un ,,indice” k din N si se fixeazd un grup tranzitiv P de substitutii ale acestor
,indici”. Fiecare transformare de P-simetrie se descompune in mod natural in doud componente independente,
si anume — transformarea de simetrie clasica g si substitutia p a ,,indicilor”, care este din grupul dat de sub-
stitutii. Multimea transformarilor de P-simetrie ale figurii ,,indexate” formeaza un grup G*) cu operatia de
inmultire pe componente. Componentele geometrice g ale transformirilor din G 7 formeaza un grup G, numit
grupul generator pentru G P, iar substitutiile-componente p formeazi subgrupul P; din grupul de definire P,
Daca P;=P, atunci grupul G se numeste grup de P-simetrie complets, iar daci e < P; < P, atunci GP) se
numeste grup de P-simetrie incompleta (in acest caz grupul G poate fi considerat ca grup de P;-simetrie
completd). Vom mentiona ci pentru P; = e grupul G P coincide cu grupul generator G.

Fie G un grup de P-simetrie completd. Atunci H = G®) n S este subgrupul de simetrie din G P, iar
Q = G® N P este subgrupul de transformari P-identice. Grupul G®) se numeste major pentru Q = P (in
acest caz H = G si G®) = G x P), minor pentru Q = e (atunci G = G) si mijlociu pentru e < Q < P.
Grupurile P-simetriei incomplete in mod analogic se clasifica in semimajore, semiminore si semimijlocii.

Teorema principali a P-simetriei: Orice grup G®) de P-simetrie completi poate fi dedus din grupul siu
generator G si din grupul de definire P gasind in G si P asa divizori normali H si Q, incét existd izomorfismul
grupurilor-factor G/H si P/Q, inmultind intre dansele clasele de resturi ce corespund conform izomorfismului
mentionat si considerand reuniunea produselor obtinute [5]. Vom remarca ci pentru Q = e (grupul G este
minor, adicd un grup propriu colorat) G/H = P, deoarece grupul G se aplicd omomorf pe grupul P, iar nucleul
omomorfismului este H. Daca grupul P se inlocuiste cu orice subgrup netrivial al sau, atunci pe aceeasi cale
se pot obtine si grupurile P-simetriilor incomplete.

Deoarece asupra grupului de definire a P-simetriei nu se pun niciun fel de restrictii, apoi P-simetria
cuprinde in sine toate acele generalizdri ale simetriei clasice la care legea de schimbare a calitatilor-,,indici”
se combina direct cu transformarea geometrica ce actioneaza numai asupra punctelor si nu depinde de pozitia
lor. Vom enumera simetriile generalizate cunoscute ce se obtin ca cazuri particulare ale P-simetriei: 1) P =
C, — antisimetria Subnikov, definita de grupul P = {(1,2)}; 2) P = Cz(l) X...X Cz(l) (m=2,1>2) -
antisimetria I-multipla; 3) P = C,,, (m > 2) — simetria de coloratie Belov (sau m-simetria), care se defineste
de grupul ciclic P = {(1,2,...,m)}; 4) P = Dy, (m = 2my, m; > 2) — antisimetria de coloratie Polya ce
corespunde grupului P = {(1,2,...,m))(My...,2,1),(1,1)(2,2)...(my,m7)} cu 2m, calititi ce se
transforma (m; calitati ,,pozitive” i si my calitdti ,,negative” ) sau (m, /—simetria; 5) P = C;,, X C; (m =
2m,, my > 2) — antisimetria de coloratie Neronova-Belov (sau (pq,2 — simetria); 6) P = C,,,, X 62(1) X...X
Cz(l) (m=m, -2}, my >2, | =2) — antisimetria multipld de coloratie (sau (my,2,...,2 — simetria); 7)
P =Dy, X Cz(l) X...X Cz(l) (m=2my -2, my > 2, 1 >1)sau (p,/) — antisimetria multipli; 8) Grupul P
admite reprezentarile ireductibile exacte — criptosimetria simpla Niggli-Wondratschek; 9) P = P; X...X P,
unde fiecare P; (i = 2,...,l) admite reprezentarile ireductibile exacte — criptosimetria multipla Niggli-
Wondratschek.

In calitate de schema geometrica a unei P-simetrii se ia un asa poligon sau poliedru (cu varfurile numerotate
Cu ,,indicii” din multimea N) al carui grup de simetrie clasica genereaza direct grupul P de substitutii al var-
furilor numerotate. Unele dintre P-simetriile concrete enumerate mai sus au schema geometrica simpla. De
exemplu, antisimetria simpld, m-simetria si (m/)-simetria sunt ilustrate de substitutiile varfurilor numerotate

ale segmentului, ale poligonului regulat orientat cu m laturi si, respectiv, ale poligonului simiregulat cu 2m
unghiuri egale.
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Au fost elaborate 3 niveluri de clasificare a P-simetriilor concrete: 1) abstract; 2) abstracto-concret; 3) geo-
metric. Se numeste cristalografica acea P-simetrie al carei grup de definire P este tranzitiv si izomorf unui
grup de categoria G, (grupuri punctuale cristalografice tridimensionale). Amintim ca cele 32 de grupuri
cristalografice tridimensionale se Tmpart in 18 clase fatd de relatia de izomorfism. La nivelul abstract P-
simetria si P'-simetria sunt echivalente daca grupurile P si P’ sunt izomorfe. Asa o clasificare a P-simetriilor
in principiu nu poate lua in considerare proprietatile specifice ale substitutiilor grupurilor de definire si
numarul calitatilor transformate. Daca ne vom margini numai la P-simetriile cristalografice la nivelul de
clasificare abstract, atunci se vor obtine numai 18 P-simetrii cristalografice diferite, inclusiv simetria clasica.

La nivelul abstracto-concret din grupurile de categoria Gs, Se deduc un sir intreg de P-simetrii cristalo-
grafice, dar multe dintre ele sunt echivalente intre ele. P-simetria se numeste echivalenta cu P’-simetria daca
sunt verificate conditiile: 1) grupurile de definire sunt tranzitive si izomorfe, 2) ambele grupuri de definire au
acelasi grad (fiecare dintre ele transforma acelasi numar de calitati-,,indici”’), 3) subgrupurile lor stationare P;
si P; se includ deopotriva in grupurile respective (adica, existd asa un izomorfism y al grupurilor P si P’, incat
y(P;)) = Py). Pentru a deduce P-simetrii concrete prin analiza structurii grupului dat cristalografic G, izomorf

cu grupul de definire P, ne-am folosit de urmatoarea metoda: a) in grupul G se gasesc toate subgrupurile ade-
varate H; (H; < G); b) din cercetarea ulterioara se elimina toti divizorii normali H;; c) dintre subgrupurile
ramase se admit numai acelea care in intersectie cu subgrupurile conjugate lor dau unitatea grupului. Ca rezultat,
din grupurile de categoria Gs, au fost obtinute 45 P-simetrii cristalografice diferite [6, 7].

Nivelul abstracto-concret de clasificare a P-simetriilor cuprinde cea mai mare parte a P-simetriilor concrete
bine cunoscute anterior, dar totusi unele dintre ele nu se deosebesc. Intr-adevir, pentru P = Cg sunt echivalente
6-simetria si (3,2)-simetria, cu toate ca ele se deosebesc prin continutul lor concret. Acest nivel de clasificare
nu permite a deosebi Intre ele (2,2)-simetria (antisimetria dubld), (2/)-simetria (antisimetria bicolora Polya) si
simetria neciclica cu 4 culori (de sens Koptik-Kujukeev), care dau un numar diferit de grupuri pentru acelasi
grup generator. Mai mult decét atat, V.I. Nais a studiat la inceputul anilor 70 ai secolului XX grupurile simetriei
magnetice. El considera neechivalente grupurile de forma 2u2v2w, 2u2’u2’v, 2u2’2’u, unde grupurile de
transformare a vectorului spinului wvw, uv’'w’, ul’ (izomorfe toate cu grupul abelian 222) geometric sunt
tratate exact ca grupurile 222,222 = 2mm si 21 = 2/m la inlocuirea conditionati a vectorului axial cu
cel polar. In schema abstracto-concreta de clasificare a P-simetriilor ele sunt echivalente.

Analiza rezultatelor lui Nais in domeniul simetriei magnetice a condus la un nou nivel in clasificarea P-
simetriilor, care a fost numit nivelul geometric. La acest nivel de clasificare se deosebesc 32 P-simetrii crista-
lografice (fiecare grup de definire P copie intocmai continutul geometric al grupului respectiv de categoria
Gso). Trecerea la grupurile punctuale necristalografice tridimensionale a contribuit la gasirea asa-numitelor
P-simetrii icosaedrice, arbitrar ciclice si diedrice. Trecerea la grupurile cristalografice spatiale a condus la
asa-numitele P-simetrii supercristalografice [7].

Vom analiza succinct ideile ce au condus la aplicatiile multidimensionale ale grupurilor de P-simetrie.
»Indicii” si semnele ce sunt adaugate punctelor spatiului in procesul de definire a P-simetriei au un continut
negeometric in raport cu spatiul in care se cerceteaza generalizarea. In ce priveste dimensiunile suplimentare
ale spatiului, apoi acestor semne si ,,indici” li se poate atribui un sens geometric care permite a folosi grupurile
cristalografice de diferite tipuri ale P-simetriilor cristalografice in clasificare geometrica pentru a modela
structura anumitor categorii de subgrupuri ale grupurilor de tip Fiodorov n-dimensionale. Cercetarile din
acest domeniu, efectuate in ultimul sfert al secolului XX si in primii 10-15 ani ai secolului XXI de catre
prof.univ. A.Zamorzaev si prof.univ. A.Palistrant, au condus la rezultate interesante [5, 7-10].

Daca semnele “+” si ““-”, adaugate punctelor spatiului r-dimensional in cazul grupurilor antisimetriei I-multiple
de categoria G, , vor fi considerate ca semne ale coordonatelor acestor puncte in toate | dimensiuni suplimentare,
atunci grupurile diferite de categoria G} (in clasificarea lor completi si fira a se lua in considerare enantiomor-
fismul) vor modela grupurile de simetrie subperiodice (r + [)-dimensionale de categoria G, 41)(r+1-1)..(r+1)r...-
La randul lor, grupurile de categoria GF_ale P-simetriilor de rozetd (P = G,,) modeleaza structura grupurilor
de categoria G ,2).., grupurile de categoria GF ale celor 32 P-simetrii cristalografice in clasificare geometrica
(P = G30) modeleaza structura grupurilor de categoria G, 43y, iar grupurile de categoria GF ale P-simetriilor
hipercristalografice in clasificare geometrica (P = G430) modeleaza grupurile de categoria G4y +3)r...
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2. Produse semidirecte si impletiri a doua grupuri

Fie P un grup tranzitiv de substitutii pe o multime finita N={1,2,...,m}, G un grup discret de simetrie clasica,
iar ¢ un omomorfism cu nucleul H al grupului G pe subgrupul @ al grupului tuturor automorfismelor grupului P.
Multimea G* = GP a perechilor gp, unde g € G si p € P, formeaza un grup cu operatia

gibi * 9jPj = GkPr 1)
unde gx = g9, Pk = (gj_lpigj)pj = ¢gj(pi)pj, iar ¢g]. = ¢(g,). Grupul obtinut G* = GP il vom numi
produs semidirect de std@nga al grupului P cu grupul de operatori G, insotit de omomorfismul ¢ cu nucleul H
(insotit de conjugarea spre stanga a elementelor din grupul P).

In mod analogic se defineste si produsul semidirect de dreapta al grupului P cu grupul de operatori G, insotit
de omomorfismul ¢ cu nucleul H: G' = PG = {pg|p € P, g € G} (adic, insotit de conjugarea spre dreapta a
elementelor din grupul P). Vom mentiona ca in cazul acesta operatia de grup are forma p;g; * p;g; = Pr g,
unde py = pi(9i;9i ") = Pidg,(p)), by, = P90, iar gx = 9:9;.

Construim produsul cartezian W al copiilor izomorfe cu grupul dat P si indexate sus in dreapta cu elemente
din G, adica W = ]z[giEGPgi (unde P9t = P). Vom construi si includerea izomorfa ¢ a grupului G in grupul
tuturor automorfismelor grupului W conform regulii ¢(g) = g, unde automorfismul g actioneaza asupra
elementelor w =<...,pY%;,...> din W prin intermediul g-deplasarilor la stinga ale componentelor lor, adica
gw) =w9 =<...,p9%9%,...>. Consideram multimea A = GW tuturor perechilor gw, unde g € G si w EW.
In multimea consideratdi A = GW vom defini legea de compozitie

givi * gjWj = GgWk, 2)
unde g, = g:9j, Wk = g;(wW)w; = w;9iw;, iar w;9i(gy) = w;(g;gx). Nemijlocit se verificd cd A este un
grup cu operatia (2), pe care il vom numi impletire standarda carteziand de stdnga a grupului P cu grupul
de operatori G, insotita de deplasarea directd la stdnga a componentelor. Structura algebrica obtinutd vom
nota-o cu simbolul G Wr P sau cu simbolul G 3 P (a se compara cu [15,16]). Mentionim ca rolul grupurilor
G si P in impletirea standarda carteziana de stanga este diferit. Anume: grupul P joaca un rol pasiv, participand
cu copiile sale izomorfe in structura considerata, pe cand grupul G joaca un rol activ, implicandu-se prin inter-
mediul elementelor sale in operatia de grup, generand anumite automorfisme ale grupului W. Toate automor-
fismele neidentice ale grupului W, generate de elementele g din grupul G, prin intermediul g —deplasarilor
la stanga a componentelor din w € W, sunt automorfisme externe. Este evident si faptul ca grupul A poate fi
privit ca un produs semidirect de stanga al grupului W cu grupul de operatori G, insotit de izomorfismul
¢:G —> AutW, unde ¢(g9) = g.

in particular, daca W este un produs direct al copiilor izomorfe cu grupul P si indexate cu elemente din
grupul G, atunci prin analogie se va obtine impletirea standarda directa de stdnga a grupurilor P si G, care
se noteazi cu simbolul G wr P sau cu simbolul G2P.

In mod analogic se defineste si impletirea standardi carteziani de dreapta B = WG = {wg|lw € W, g €
G} a grupului P cu grupul de operatori G, insotita de deplasarea inversa la dreapta a componentelor, adica
insotitd de izomorfismul ¢: G — AutW, unde ¢(g) = g, g;(w;) = w]-gi_1 si w]-gi_l(gk) = Wj(gkgi_l).

Find date grupurile G, P si W = HgiEGPgi (unde P9i = P), consideram includerea izomorfd ¢: G —» AutW
conform regulii ¢(g) = g, unde automorfismul g actioneaza asupra elementelor w din W prin intermediul g-
deplasdrilor la stanga ale componentelor lor, de asemenea, omomorfismul 7: G — AutW cu nucleul Kert = H,
unde 7(g) =7, si T,(w) = gwg~*. In multimea C=WG tuturor perechilor wg, unde w€eW si g € G,
vom defini legea de compozitie

Wig; * Widj = Wigk , 3
unde gi = g;9;j, wr = w; 9Ty, (wy), w;9i(gx) = wi(g;gx). iar 14, (w;) = g;wjg;~". Nemijlocit se verifica
ca multimea C formeaza un grup cu legea de compozitie (3). Vom numi grupul C impletire standardi carte-
ziana incrucigata a grupului pasiv P cu grupul activ G, insotita de deplasarea directa la stainga a componen-
telor si de omomorfismul T al conjugarii spre dreapta. Vom nota-o cu simbolul P Wrm(d,)@ sau cu simbolul
P ETH(@)(f, unde H=Kerrz, iar ®=Im 7 = 7(G) < AutW (ase compara cu [21,22]). In particular, daca
W este produsul direct al copiilor izomorfe cu grupul P si indexate cu elemente din grupul G, atunci prin
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analogie vom obtine impletirea standarda directd incrucisata a grupurilor P si G, pe care vom nota-o cu
Simbolul P Wy (4G sau cu simbolul P 2,44 G .

Vom mentiona ca daca Kert = G, atunci toate automorfismele insotitoare 7, ale conjugarii de dreapta
coincid cu automorfismul identic al grupului W si, ca consecinta, impletirea standarda carteziena incrucisata
a grupului P cu grupul G degenereaza in impletire standarda carteziana de stdnga a grupului P cu grupul G,
insotitd de deplasarea directi la stinga a componentelor elementelor din grupul W = [] g6 P

Prezinta interes si forma operatiei (3) pe multimea D a tuturor perechlor wg , unde w € DiagW si g € G,
care este un subgrup din C. Elementele din D se inmultesc conform legii
Wig; ® Wjdj = Wik, 4
unde wy, = w;7,,(w)), iar gy = g;g;. Operatia (4) ne arata ca D este un produs semidirect de dreapta al
grupului DiagW cu grupul de operatori G, insotit de omomorfismul 7: G = Aut(DiagW). Mentionam ca
grupul DiagW este izomorf cu grupul initial P, de aceea Aut(DiagW) = AutP.

3. Aplicatii cvasiomomorfe de grupuri

Fie date doud grupuri G si P, de asemenea, si omomorfismul ¢:G — ® < AutP, cu nucleul Kergp=H ,
unde ¢ (g) = @4 si automorfismul @, actioneazi asupra elementelor din grupul P prin conjugarea spre stanga:
9,(p) = g~ 'pg. Aplicatia 2 agrupului G in grupul P (adica, pe o submultime P’ a grupului P ), conform
regulii y(g) = P, se numeste cvasiomomorfism de stanga, daca pentru orice ¢, si g, € G, din faptul ca

1(9,)=p; si 1(9,)=p, rezulti ca ﬂ(9192)=(7>gz(p1) p, = Pps,unde Py, p,, p; € P’ iar @, =9(9,)
este automorfismul grupului P ce corespunde lui g, € G la omomorfismul ¢ (a se compara cu [17]).

In continuare vom formula cateva proprietati ale aplicatiei cvasiomomorfe de stanga: 1) Daca nucleul H
al omomorfismului insotitor ¢ : G — AUtP coincide cu intreg grupul G, atunci cvasiomomorfismul de stanga
w al grupului G 1n grupul P degenereazd in omomorfism obisnuit; 2) La cvasiomomorfismul de stdnga u
al grupului G 1in grupul P imaginea unitatii 1 din G este unitatea e a grupului P; 3) Nucleul cvasiomo-
morfismului de stanga u al grupului G in grupul P este un subgrup H' din G, care, in general, nu este un
divizor normal: H' < G; 4) La cvasiomomorfismul de stanga u al grupului G in grupul P cu nucleul H',
fiecarei clase de resturi de dreapta a grupului G 1in raport cu subgrupul H' i se pune in corespondentd unul
si numai unul din elementele grupului P, iar claselor diferite — elemente diferite din P; 5) Daca grupul G
la cvasiomomorfismul de stinga 4 se aplica pe submulfimea P’ a grupului P, atunci P’ nu intotdeauna este
grup; 6) Daca H' reprezintd nucleul cvasiomomorfismului de stinga u al grupului G pe submultimea P’
din P, atunci indicele subgrupului H' in G coincide cu puterea submultimii P’ = Imy; 7) Daca nucleul
H' al cvasiomomorfismului de stinga x al grupului G in grupul P este divizor normal in G, atunci
elementelor heH'le corespund in conformitate cu omomorfismul insotitor ¢: G - AutP numai astfel de
automorfisme ¢@,, actiunea cirora asupra u(G)=P’coincide cu actiunea automorfismului identic i al
grupului P.

Daca ¢(g) = @4, unde @4(p) = gpg~", apoi aplicatia # a grupului G pe submultimea P’ din grupul

P, conform regulii ,u(g) = P, se numeste cvasiomomorfism de dreapta, daca pentru orice ¢, si 9, €G,

din faptul ca ,u(gl) =p, si ,u(gz) =P, rezulti cd u(g19;) = p1<ﬁg1 (p2) = p3, unde p,, P,, P; €P’ (ase
compara cu [11-13]). Vom spune ca ¢ este omomorfismul insotitor al aplicatiei 4. Vom mentiona ca si
aplicatiile cvasiomomorfe de dreapta verifica proprietati similare celor ale cvasiomomorfismelor de stanga.

Aplicatia [ a grupului G in multimea claselor de resturi de dreapta ale grupului P in raport cu subgrupul
sau adevarat Q, conform legii fi(g;) = Qp;, se numeste cvasiomomorfism de dreapta generalizat, daca

fi(9:) = Qp; si fi(g;) = Qp; implicd egalitatile 7(g:9,) = Qpi - $4,(Qp;) = Qpy. In acest caz ¢ se numeste
omomorfismul insotitor al aplicatiilor i (a se compara cu [14,7]).
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Daca nucleul Kerg = 1, atunci p se numeste cvasiomomorfism de stanga (respectiv, de dreapta) natural.
Cvasiomomorfismul 4 al grupului G pe submultimea W' din grupul W = ;¢ P9¢ se numeste cvasiomo-

morfism de stAnga natural direct, dacd automorfismul ¢, = § actioneaza asupra elementelor W din u(G)
prin intermediul g -deplasarilor la stinga ale componentelor, adicd g(w) = (< p91,p9%,...,p9%,...>) =<
p991,p99z2, ... p99k,. .. >= w9 (ase compara cu [17]). Pentru ca aplicatia u a grupului G pe submultimea
W' din W =P% xP% x... si fie un cvasiomomorfism de stinga natural direct, este necesar si suficient ca
Wigjwj =0;(W)w; =w, W’ pentru orice g;, 9, €G, W, w; eW’ si x(g;)=w,;. Mai mult decat atat,
pentru ca cvasiomomorfismul de stinga natural exact u cu nucleul Kery = H al grupului G pe subgrupul W'
din grupul W si coincida cu omomorfismul obisnuit, este necesar si suficient ca W' < DiagW si G/H = W',

Aplicatia i a grupului G pe submultimea X a multimii tuturor claselor de resturi de stanga ale grupului W
in raport cu subgrupul sau V, conform regulii i(g) = wV, se numeste cvasiomomorfism de stinga natural
exact generalizat, insotit de deplasare la stinga directa, dacd, pentru orice ¢;,d; € G, relatiile fi(g;) = w;V
si fi(g;) = w;V implica i(g;g;) = (W;V)9 xw;V = w, V, unde w;V, w;V, wyV € X. Este evident ca daca
V = e, atunci cvasiomomorfismul de stdnga natural exact generalizat degenereaza in cvasiomomorfism de
stanga natural exact (a Se compara cu [18]).

Acum, fie ca pentru grupurile G, P si W = l:[gi P% (unde P9: = P) sunt date doud aplicatii: a) aplicatia
izomorfda ¢:G — AutW dupa regula ¢(g) = @, unde automorfismul § actioneazd asupra elementelor w
prin intermediul g -deplasarilor de stanga ale componentelor lor; b) omomorfismul 7:G — ® < AutW cu

nucleul Kert = H, unde 7(9) =7, si 7,(W)= gwg . Aplicatia @ a grupului G pe submultimea W' din
grupul W, conform regulii a(g) =W, se numeste cvasiomomorfism incrucisat, insotit de deplasarea la

stanga directd a componentelor si de omomorfismul 7 al conjugarii spre dreapta, dacé pentru orice §; si g;
, ce apartin grupului G, din faptul ca a(gi ) =W, si a(gj ) =W, urmeaza ca a(gigj ) = Wig"‘Fgi (Wj ) =W,
,unde W, w;,w, eW’, w'(9,) = Wi (9;9,), far 7, (w;) = giwjgi’l (a se compara cu [20-22]).

Vom mentiona ca pentru toti 7, =1 (unde 1 este automorfismul identic al grupului W pentru toti g €G)

cvasiomomorfismul incrucisat ¢ al grupului G in grupul W degenereaza in cvasiomomorfism de stinga
natural direct. Daci W® =W (pentrutoti  €G si We a(G)), atunci cvasiomomorfismul incrucisat a de-

genereazd in cvasiomomorfism de dreapta, insotit de omomorfismul 7. Vom remarca ca orice automorfism

g din grupul G = ¢(G), unde @ este o includere izomorfd a grupului G in grupul AutW, aplica identic orice
element w din subgrupul DiagW. Cu alte cuvinte, restrictia automorfismului g al grupului W pe subgrupul
sau DiagW este pur si simplu aplicatie identica.

In continuare vom formula cateva proprietati specifice ale cvasiomomorfismului incrucisat a doua grupuri:
1) La cvasiomomorfismul incrucisat a al grupului G in grupul W, imaginea unitatii din G intotdeauna este
unitatea din W; 2) Nucleul cvasiomomorfismului incrucisat « al grupului G in grupul W este un subgrup al
grupului G, care, in general, nu este divizor normal: Kera=H'<G; 3) Pentru ca la cvasiomomorfismul
incrucisat o cu nucleul Kera=H' al grupului G pe submultimea W' din grupul W fiecirei clase de
resturi de stainga gH ' si-i corespunda doar un singur element w din W', este necesar si suficient ca pentru

orice element he H' si weW' si se verifice egalitatea W" =W 4) Daca nucleul H' al cvasiomomorfis-
mului incrucisat ¢ al grupului G in grupul W este subgrup al nucleului H al omomorfismului insotitor 7,
atunci la aplicatia o fiecirei clase de resturi de dreapta H'g a grupului G in raport cu subgrupul H' i se
va pune in corespondenta doar un singur element w din grupul W ; 5) Daci nucleul H' al cvaziomomorfis-
mului incrucisat ¢ al grupului G in grupul W este divizor normal in G (H' < G) si se include in nucleul
H al omomorfismului insotitor 7, atunci: a) fiecirei clase de resturi de stinga gH'aplicatia « 1i pune in
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corespondentd numai un singur element w din grupul W; b) pentru orice he H' si we «(G) are loc egali-

tatea W" =W c) elementelor h e H'le corespund conform omomorfismului z numai acele automorfisme
7, , actiunea carora asupra a(G) coincide cu actiunea automorfismului identic i al grupului W ; d) tuturor

elementelor gh din clasa de resturi fixati gH' le corespund conform omomorfismului insotitor z numai
acele automorfisme 7, actiunea carora asupra lui a(G) este aceeasi; 6) Dacd grupul G la cvasiomomorfis-

mul incrucisat & se aplica pe submultimea W'a grupului W, atunci W' nu intotdeauna este grup; 7) Restrictia
pe H a cvasiomomorfismului incrucisat ¢ cu nucleul Kera=H' al grupului G pe submultimea W' din
grupul W, insotit de deplasarea directa la stanga si omomorfismul 7 al conjugarii spre dreapta cu nucleul
Kerz =H, este un cvasiomomorfism de stanga natural. Mai mult decat atat, o (H) = W*, unde w, S
wrcw'.

Aplicatia X a grupului G pe submultimea X a multimii tuturor claselor de resturi de dreapta a grupului
W in raport cu subgrupul sau V, conform regulii  (g) = Vw, 0 vom numi cvasiomomorfism incrucisat
generalizat insotit de deplasare directd la stdnga si de omomogfismul t al conjugirii spre dreapta, daca,
pentru orice g; si g; din G, relatiile & (g;) =Vw; si & (g;) =Vw; implica & (g;9;) = Vw;)9 =
Ty, (VW) = Vwy, unde Vw;, Vw;,Vwy € X, iar 1, =1(g;) € ® < AutW. Vom mentiona cd pentru
V =w, aplicatia a degenereazi in cvasiomomorfism incrucisat. Daca 7, = 1 (pentru toti g din G), atunci

aplicatia @ degenereazi in cvasiomomorfism de stinga natural exact generalizat. Dacd insd w9=w pentru
toti g din grupul G si W e @ (G) , atunci & degenereaza in cvasiomomorfism de dreapta generalizat, insotit
de omomorfismul t.

4. Despre simetria generalizata a fugurilor ponderate uniform cu pondere ,.fizica”

Fie data o figura F cu grupul discret de simetrie G dintr-un spatiu geometric S de curbura constanta.
Grupul G descompune regulat spatiul S in domenii fundamentale S;. Este evident ca S = U;¢; S; = {S;},
unde I este o multime de indici de puterea egald cu ordinul grupului G. De asemenea, este data o mulime
finita N = {1,2,...,m}, unde ,,indicii” r € N sunt niste calitati omogene de natura fizica (faze ale aceluiasi
fenomen). Consideram un grup tranzitiv de substitutii P pe multimea datd N. Fie Q un divizor normal al
grupului P, care imparte mulfimea N in ¢ submulfimi dizjuncte U; a cate k ,,indici” fiecare: N = U; U U, U
...U U, unde kt = m. Mentiondm cd subgrupul Q este tranzitiv pe fiecare din submultimile U;. Vom nota
intersectia domeniului fundamental S; cu figura considerata cu simbolul F;. Vom atribui fiecarui punct interior
M; al domeniului F; (pentru fiecare i € I fixat) cel putin un ,,indice” r; din multimea considerata N. Daca
tuturor punctelor interioare M; ale aceluiasi domeniu F; li se atribuie acelasi ansamblu U; = {ry,73,...,7%}
de ,,indici” din mul{imea N, atunci repartizarea respectivd vom numi-0 uniforma. Astfel, figura geometrica
considerata se transforma intr-0 figura cu incarcatura pe care 0 VOm numi-o figurd geometrica uniform ponde-
rata ,,fizic” cu ponderea completd N. Mai mult decat atat, din descompunerea regulata a spatiului S = {S;},
generata de grupul discret de simetrie clasica G, vom obtine o descompunere regulatd a figurii geometrice
uniform ponderate in sens ,,fizic” S™) cu ponderea completi N in raport cu grupul siu de simetrie.

Transformirile mixte § ale figurii ponderate S®™) sunt mai complexe decat transformirile de simetrie
clasica ale figurii initiale neponderate F. Ele includ in sine atat informatia despre transformarea propriu-zisa
a punctelor, cat si informatia despre transformarea (schimbarea) ,,indicilor” r;, localizati in punctele interioare
ale domeniilor F;. Cu alte cuvinte, transformarea g este compusa din douda componente: una pur geometrica g
de simetrie clasica, care actioneaza direct asupra punctelor M si alta w ce include in sine informatia completa
despre schimbarea totala sau partiala a ,,indicilor” (a se compara cu [27,28]).

Transformirile mixte § ale figurii uniform ponderate F) cu pondere scalari (fiecare ,,indice” din multimea N
are naturd scalara, de exemplu — culoare, temperatura, densitate si altele) sunt formate din doua componente
independente: transformarea pur geometrica g care actioneaza numai asupra punctelor M si legea, in general,
complexa, w de schimbare a calitatilor-,,indici” localizati in M. Sunt posibile doud cazuri: 1) Domeniul de
actiune al legii de schimbare a ,,indicilor” este global (in toate punctele ,indexate” ale figurii ponderate F)
actioneaza aceeasi substitutie p din grupul initial de substitutii al ,,indicilor”); vom mentiona ca in acest caz
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transformarile mixte § = gp ale figurii uniform ponderate F) este o transformare de P-simetrie [1]; 2) Do-
meniul de actiune al legii de schimbare a ,,indicilor” este local (pentru punctele interioare ale diferitor domenii
»indexate”, in general, existd substitutii diferite din grupul initial de definire P); deoarece orbita unui punct
interior al figurii considerate in raport cu grupul ei de simetrie G are |G| puncte, apoi legea de schimbare a
»indicilor” w este complexa si include in sine informatia de transformare a acestor ,,indici” pentru fiecare
punct al orbitei. Prin urmare, in acest caz w reprezintd un lant de lungimea |G| format din elemente p ale
grupului initial dat P; cu alte cuvinte, in acest caz fiecare transformare mixtd § = gw a figurii uniform pon-
derate F™) cu pondere scalara este 0 transformare de simetrie generalizati, care, in general, nu difera cu
nimic de transformarea de Wy-simetrie [3].

Fie ca ,,indicii” r € N sunt niste calititi omogene de natura fizicd ce poseda orientatie (de exemplu, vectori
cu module egale dar cu diferite m directii), care sunt rigid legate de puncte. Fie ca domeniul de actiune al
legii de schimbare a ,,indicilor” este global (nu depinde de pozitia punctelor). Ca consecinta, in cazul acesta
rezultatul actiunii transformarii mixte § = pg asupra punctului ,,indexat” < M, i > poate fi prezentat sub
urmatoarea forma: (< M,i >) =pg(< M,i >) =< g(M),pl[gl(i) >, unde [g] reprezintd in forma de
substitutie legea de actiune a lui g asupra ,,indicelui” i. Este evident ca in rezultatul actiunii consecutive asupra
punctului ,,indexat” < M,i > a doua transformari mixte §; = p1g1 $1 §» = P2g> se va obtine punctul
sindexat” <M’ i' >= G,51 (<K M,i>) = p920191 (K M,i>) = pp92(< g1(M),p1[g1]1() >) =
< 9291(M), p2[92]p1[91]1()) >. Cu alte cuvinte, dacd g, * g1 = g3, atunci gz = pszgs, g3 = g9, 1ar

p3lgs] = p2[9:1p1lg1), adica, ps = p2lg2lp1lgallgst] = p2lg2lpiloallortllgz’] = p2lg.lpilgz ).
Deci, legea de compozitie a transformarilor mixte §;, la nivel de componente, are forma g, * §; = p,g, *

p1g1 = D2PV2 9291 = P393 = §s, unde pf? = g,p,g5 1. Am obtinut ca transformarea mixti § = pg este nu
altceva decat o transformare de P-simetrie [2], daci componenta p este un element al grupului de substitutii P.

Fie ca domeniul de actiune al legii de schimbare a ,,indicilor”-calitati (marimi omogene care au orientatie)
este local (punctele interioare ale diferitor domenii ,,indexate”, in general, sunt transformate de substitutii
diferite din grupul initial P). Cu alte cuvinte, fie ca legea complexa de schimbare a ,,indicilor”-calitati w
depinde de pozitia punctelor in care ei sunt localizati. Legea de schimbare a ,,indicilor” w este complexa si
include in sine informatia de transformare a ,.indicilor” pentru fiecare punct al orbitei unui punct, deci w
reprezintd un lant de lungimea |G| format din elemente ale grupului initial dat P. In cazul acesta transfor-
mirile mixte § = gw ale figurii uniform ponderate F®") cu pondere completd N, ce poseda orientatii, sunt
transformari de Wq-simetrie [4].

5. La teoria grupurilor de P-simetrie

In general, componentele transformarilor de P-simetrie nu sunt comutative: pg # gp, adicia p # gpg~".
Multimea transformarilor de P-simetrie G *) a figurii ,,indexate” date formeaza un grup, care este un subgrup
al produsului semidirect de dreapta al grupului de definire P cu grupul generator G, insotit de un
omomorfism marcat ¢: G — AutP. Spre deosebire de P-simetrie, in cazul grupurilor de P-simetrie G P)
totalitatea P’ = {p|gp € GP )}, in general, nu este grup, dar verifica conditia e € P’ € P. Pentru cazul cand
P; este un subgrup in P sunt posibile 7 tipuri de grupuri: generator (P; = e), major (Q = P; = P), minor
(e = Q < P; = P), mijlociu (e < Q < P, = P), semimajor (e < Q = P; < P), semiminor (e = Q < P; < P)
si semimijlociu (e < Q < P; < P),unde Q = G®) n P, = G n P. Pentru cazul cand P; nu este subgrup in P
sunt posibile inca 2 tipuri de grupuri: pseudominore (e = Q < P; c P) si pseudomijlocii (e < Q < P; < P) [2].

Grupul major G de P-simetrie cu grupul generator G si nucleul H al omomorfismului insotitor ¢: G —
AutP se construieste ca produsul semidirect de dreapta al lui P cu G, insotit de omomorfismul marcat ¢,
unde ¢(g) = @4 si pg(p) = gp g~ L. In acest grup major se contine numaidecét in calitate de subgrup grupul
H® = P x H, care formal nu se deosebeste de grupul major de P-simetrie (definit de acelasi grup P) cu
grupul generator H. In orice grup G de P-simetrie cu grupul generator G, nucleul H al omomorfismului
insotitor, subgrupul Q de transformiri P-identice si subgrupul H' de simetrie pura se contine in calitate de
subgrup un grupul de P-simetrie H® cu grupul generator H, cu acelasi subgrup Q de transformari P-identice
si cu subgrupul de simetrie pura H', unde H = H N H.

Teorema principalid a P-simetriei: Pentru grupurile finite P, orice grup de P-simetrie cu nucleul H al
omomorfismului insotitor ¢: G — AutP, unde p(g) = @4 si p4(p) = gpg~1, poate fi dedus din grupul siu

10
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generator G prin urmatorii pasi: 1) se gisesc in P toate subgrupurile Q si submultimile P’ ce se descompun in
clase de resturi de dreapta in raport cu Q, iar in G toate subgrupurile H' de indice egal cu puterea multimii
tuturor claselor de resturi de dreapta ale lui P in raport cu Q, pentru care exista izomorfismul grupurilor-
factor P'/Q si H/H',unde e<Q <P'cSP,P'<P, Q<P iar H =H nH<H, 2) se construieste
cvasiomomorfismul de dreapta generalizat 1 cu nucleul H' al grupului G pe multimea tuturor claselor de
resturi de dreapta ale lui P’ in raport cu Q, insotit de omomorfismul ¢ cu nucleul H, si care pastreazi cores-
pondenta dintre elementele lui P” si H, obtinuta in rezultatul izomorfismului grupurilor-factor P”/Q si H/H",
3) se combina in perechi fiecare g din G cu fiecare p’ din Qp = Y (g) si se introduce in multimea acestor
perechi operatia p;g; * P;g; = Di®g, (P;)9i9j = Prlk. Unde og, = ¢(g:) si @y, (p;) = gip;9i * (a se compara
cu [7,14] .

Vom mentiona ca pentru Q = e, adica pentru grupurile minore, semiminore si pseudominore, metoda de
mai sus de deducere a grupurilor de P-simetrie se simplificd mult. Vom formula acum metoda de deducere a
grupurilor minore. Pentru grupurile finite P, orice grup minor de P-simetrie, cu nucleul H al omomorfismu-
lui insotitor ¢: G = AutP, poate fi dedus din grupul sau generator G prin urmatorii pasi: 1) se gasesc in G
toate subgrupurile H' de indice egal cu ordinul grupului P; 2) se construieste cvasiomomorfismul de dreapta
u cu nucleul H al grupului G pe grupul P, insotit de omomorfismul ¢ cu nucleul H; 3) se combini in
perechi fiecare g din G cu fiecare p = u(g) din P si se introduce in multimea acestor perechi operatia p;g; *
Pigj = Pi®g,(P;)9:9; = Pxdr Unde 9g. = @(gy) si Pg,(p;) = gir;g; ' (a se compara cu [11,13]).

Din mai multe grupuri punctuale de simetrie concrete au fost deduse ca exemple grupuri de tipuri diferite
ale P-simetriilor ciclice cristalografice (grupul de definire P este izomorf cu un grup punctual cristalografic
ciclic de simetrie). Pentru grupurile de tablete (de categoria Gs,), in calitate de grupuri generatoare au fost

deduse toate grupurile minore, semiminore si pseudominore ale P-simetriilor ciclice si analizata structura lor
concretd ([29-32]).

6. Unele proprietati ale grupurilor discrete finite de W,-simetrie
Fie M; un punct de pozitie generald a figurii geometrice F cu grupul de simetrie G. Actionand cu
grupul G asupra punctului M; se obtine un sistem de puncte G -echivalente, numit orbita punctului M, i.d.

gx(My) = M, € F, unde g, € G. Se da multimea ordonata N = {1, 2,..., m} de ,,indici”, care reprezintd m

calitati de aceeasi naturd generala cu caracter scalar (faze ale aceluiasi fenomen). Fixam grupul tranzitiv de
substitutii P al acestor ,,indici”. Fiecarui punct de pozitie generala a figurii F i se atribuie cel putin unul
dintre ,,indicii” multimii N. In rezultat se obtine figura ,,indexata” F(™), Construim produsul Cartezian W al
copiilor izomorfe cu grupul fixat P, indexate sus in dreapta cu elementele grupului G, adica

W =P%xP%x. . .xPox..
Se numeste transformare de Wp -simetrie asa o aplicatie izometrici g™) = gw a figurii ,,indexate” FM
pe sine, in care transformarea de simetrie puri ¢ actioneaza numai asupra punctelor M, =g, (M,) ale

figurii F™N ar indicii” atribuiti punctelor M, se transforma de cétre substitutia P (, g, -componenta”
inw din W) [3].
Multimea G™ a tuturor transformarilor de Wp -simetrie ale oricarei figuri ,,indexate” F™ formeazi un

o i W) gj gj
grup cu legea de compozitie gi(w) *9; = g,({w"), unde gx = g;g;, Wi = w;'wj, iar w;’ (gr) = w;i(g;gr)-

Fie G un grup de W -simetrie. Vom nota prin W' multimea tuturor componentelor W din g"We "),
Ca si in cazul P-simetriei, multimea W' verificd conditia W, cW' W , unde W, este unitatea grupului W.
H=G") NG serveste drept subgrup de simetrie clasica, iar V = 6™») n W' = G™») n W este subgrupul
transformarilor W -identice ale grupului G" . vom numi grupul G grup generator pentru " , 1ar mulfimea
tuturor grupurilor de W, -simetrie cu acelasi grup generator — familie. Vom numi grupul ™ major, minor,
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mijlociu (V -mijlociu), semimajor (W'-semimajor), semiminor (W'-semiminor), semimijlociu (W',V) -
semimijlociu), pseudominor (W'-pseudominor) sau pseudomijlociu (W', V) -pseudomijlociu) daca,
respectiv, wo <V =W'=W, wo=V<W =W, woy <VI<W =W, wog<V=W <W, wog=V<
W <W,wy<V<W <W,wyg=VcW cW (dar W' nu este subgrup in W) sau wy <V c W' c W
(dar W' nu este subgrup in W) [3].

Daca subgrupul V de transformari W -identice ale grupului G" este unitar, atunci omomorfismul @ Cu
nucleul V al grupului e pe grupul siu generator G, conform regulii p(g™)) = g, este, pur si simplu, un
izomorfism. Ca consecintd, grupurile minore, semiminore si pseudominore de W,,-simetrie sunt izomorfe cu
grupurile lor generatoare. Pentru a obtine o generalizare netriviala a simetriei clasice trebuie ca grupul respectiv
de substitutii P sa verifice conditia |P| = 2. In consecinta, [W| = |P¢| > 2/¢I > |G|. Grupurile minore de
W, -simetrie, daca ar exista, ar trebui sa verifice conditia |[W| < |G|. Ultima relatie e incompatibila cu cerinta
|[W| > |G|. Deci, grupuri minore de WW,,-simetrie, pur si simplu, nu exista.

Grupurile G" de W, -simetrie ale unor figuri ,.indexate” F (V) sunt subgrupuri in impletirile de stanga
carteziene standarde ale grupului tranzitiv de substitutii P cu grupul discret de simetrie clasica G al figurii F

considerate initial, unde automorfismele g, care participa in inmultirea elementelor din G" | sunt generate de
g —deplasiri la stinga ale componentelor in interiorul elementelor w din grupul W = P% xP% x...xP% x..._

Insesi figurile ,,indexate” F("), care modeleaza grupurile respective de W, -simetrie, sunt submul{imi in pro-
dusul cartezian al multimilor F si N.

Dintre proprietatile specifice ale grupurilor de W,-simetrie ce {in de structura lor generala vom mentiona
doar urmitoarele: 1) In orice grup de W,-simetrie G ") cu grupul initial de substitutii P si grupul generator
G, submultimea W' = {w|g™ € 6W»)} de substitutii generalizate, subgrupul V de transformari W-identice
si subgrupul de simetrie purd H, se contine in calitate de subgrup grupul Gl(Wl). Grupul G, W) este
determinat de acelasi grup initial de substitutii P, are grupul generator G; (unde G; < G), iar totalitatea
componentelor w, care caracterizeaza transformarea ,,indicilor”, formeaza subgrupul W, din W, care verifica
conditiile W; < DiagW = P si W; € W'. Vom mentiona ci grupul Gl(Wl) are subgrupul V; de transformari
P -identice (unde V; =V N DiagW) si acelasi subgrup de simetrie pura H,_ Grupul G, ™ formal nu se
deosebeste de grupurile de P —simetrie ale lui Zamorzaev. 2) Daci W este finit, atunci: a) V9 = wVw™1
pentru componentele g si w ale transformarilor g™ din ¢ »); b) orice element al clasei de resturi Hg este
combinat in perechi numai cu fiecare element din aceeasi clasa de resturi wV, iar elementele claselor diferite
Hg; si Hgj sunt combinate in perechi cu elementele claselor diferite w;V si, respectiv, w;V.

Teorema principalii a W ,-simetriei: Orice grup de G™») de W),-simetrie, cu grupul initial de substitutii

P finit, poate fi dedus din grupul sau generator G si din grupul W =] P9 de substitutii generalizate

gi G
prin urmatorii pasi: 1) se cauta in W toate subgrupurile V si submultimile W' ce se descompun in clase de
resturi de stanga fata de V, iar in G toate subgrupurile H de indice egal cu puterea multimii claselor de resturi
ale lui W' in raport cu V si pentru care exista izomorfismul A: G, /H - W, /V;, unde G, < G,W; < DiagW,
Wy c W' iar V; =V n DiagW si V; < Wy; 2) se construieste cvasiomomorfismul de stinga natural exact
generalizat i cu nucleul H al grupului G pe multimea tuturor claselor de resturi de stanga ale submultimii W'
in raport cu V, conform regulii fi(g;) = w;V, ce pastreaza corespondenta dintre elementele grupurilor-factor
G, /H si W, /V,, obtinutd in rezultatul izomorfismului A; 3) se combina in perechi fiecare g din G cu fiecare
w’ din clasa de resturi wV = fi(g) si in totalitatea acestor perechi se introduce legea de compozitie g;w; o
gjwj = !]ingig]Wj = giwi [18].

Vom mentiona ca pentru grupurile semiminore (wyg =V < W'< W) si cele pseudominore (wy =V C
W'c W si W' nu-i grup) teorema principald a W,-simetriei se simplifica mult. in cazul acesta cvasiomomor-
fismul de stdnga natural exact generalizat fi degenereazi in cvasiomomorfism de stdnga natural exact yu cu
nucleul H al grupului G pe submultimea W' din W, insotit de izomorfismul ¢: G — AutW (conform regulii
¢(g) =g, unde § efectueazi  -deplasarea la stinga a componentelor in fiecare WeW ), si care pastreaza
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corespondenta dintre elementele lui G, si W, obtinuta in rezultatul izomorfismului grupului-factor G, /H pe
Wy, unde Gy < G,wo < W, < DiagW , W =TT, (P% si Wy c W'[19].

Pentru deducerea concretd a grupurilor semiminore (pseudominore, respectiv) de W, -simetrie este comod a

utiliza urmétorul algoritm: 1) Avand date grupurile G, P si W =TT, _.P% se giseste in W subgrupul W" =

9i<G
DiagW = P si izomorfismul ¢:G — AutW dupa regula @(g) =0, unde § efectueazi ¢ -deplasarea la

stinga a componentelor in fiecare WeW ; 2) Se descrie actiunea fiecarui automorfism ¢ asupra factorilor

P9 la nivel de substitutii ale lor (acest lucru faciliteaza descrierea concretd a actiunii fiecdrui automorfism
§J asupra fiecirui element al grupului generalizat de substitutii W); 3) In grupul generator G se gisesc toate

subgrupurile adevérate posibile H si G; (H <G si G, <G), in grupul W — toate subgrupurile W'
(submultimile cu unitate, respectiv), iar in subgrupul W" = DiagW = P — toate subgrupurile posibile W,
care verificd conditiile: G,/H = Wy si W, =W'[NW"; 4) Se construieste omomorfismul cu nucleul H al
grupului G, pe W, ; 5) Se descompune grupul G in clase de resturi de dreapta in raport cu subgrupul H si
se stabileste asa o corespondentd biunivocad x 1intre descompunerea datd si submulfimea W' (pastrand
corespondenta dintre elementele subgrupurilor G, si W, , obtinuta in rezultatul omomorfismului cu nucleul
H al grupului G, pe W, ), care in calitate de aplicatie a grupului G pe W' ar fi un cvasiomomorfism exact
natural de stanga cu nucleul H .

Pentru a prezenta grupurile semiminore si pseudominore G" de W, -simetrie este comod de utilizat

W, ;G,/H’/H), unde: 1) G — grup generator

urmatorul simbol complex (cu mai multi termeni): G /(P ‘W '

pentru G") ; 2) P — grup initial de substitutii; 3) W' — multimea ,,substitutiilor” generalizate ce intra in
calitate de componente in g™ e " unde wo cW' cW = I:Igi P%;4) H —subgrupul de simetrie purd

pentru GM? (H =G™ NG); 5) G,/H'/H — simbolul cu trei termeni al grupului G de P -simetrie,
care reprezintd un subgrup al grupului c"; 6) G,/H =W, , unde W1={W‘g(w) EGl(\N1)}CW’ si
W, < DiagW .

7. Asupra teoriei generale a grupurilor discrete de Wq-simetrie

Fiecarui punct al figurii F cu grupul de simetrie pura G 1i vom atribui cel putin un ,,indice”-calitate din
multimea N (N consta din m calitati de aceeasi natura ce au orientatie, de exemplu, m directii diferite ale
vectorilor de acelasi modul) si fixim un grup tranzitiv P de substitutii ale acestor ,,indici”. In rezultat se
obtine o figura ,,indexata” F(™). Actionand cu grupul G asupra punctului de pozitie generala M; al figurii
considerate F in raport cu grupul sau de simetrie purda G, vom obtine tot sistemul de puncte G-echivalente,
i.d. g (My) = M, € F, unde g, € G. Construim produsul cartezian W al copiilor izomorfe cu P, indexate cu
elemente din G, adica W =[] g6 Pt unde P9t sunt copii izomorfe ale grupului initial de substitutii P.

Transformare de W,-simetrie se numeste asa o aplicatie izometrica g™ = wyg a figurii ,jindexate” F)
pe sine, in care transformarea de simetrie purd g actioneaza si asupra punctelor M, = g, (M;) ale figurii
indexate” FV), si asupra ,,indicilor” conform unei legi date, iar substitutia p9% (,,g)-componenti” in w din W)
este o substitutie suplimentara a ,,indicilor” atribuiti punctului M, .

Multimea G Wa) g tuturor transformarilor de Wy -simetrie ale oricarei figuri ,,indexate” F V) formeaza un

grup cu legea de compozitie gi(w‘) *gj(wf)=gk(wk), unde gy = gigj, wi = w9ty (W), w;9i(gy) =
wi(g;jgr), iar Ty, (w;) = giw;g;~ " [4,20].

Fie G &) un grup de W,-simetrie. Vom nota prin W' multimea tuturor w din g™ € 6 W), Multimea W'
verifica conditia wy € W' S W, unde w, este unitatea grupului W. H = G"@) n G serveste ca subgrup de
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simetrie, iar V = G2 n W' = 6™ n W este subgrupul de transformari W-identice pentru ¢ ). Grupurile
de W,-simetrie G ") se clasifica pe 9 tipuri in mod analogic grupurilor de W,,-simetrie, inclusiv grupului
generator. Ca si in cazul W,-simetriei, nu existd grupuri minore de W -simetrie, iar grupurile semiminore si
pseudominore sunt izomorfe cu grupurile lor generatoare.

Daci G™ este un grup finit de W, -simetrie cu grupul generator G, grupul initial de definire P, subgrupul V
de transformari W-identice si nucleul H, al omomorfismului insotitor 7:G — AutW de conjugare spre

dreapta, atunci: 1) W = []g.ecP9t (unde P9t = P); 2) G™ este un subgrup al grupului major al aceleiasi
familii si al aceleiasi clase (grupul major se construieste in forma de impletire standarda directa incrucisata a
grupurilor P si G); 3) G™ consta din asa transformari g(W) = W(, ale cdror componente g si W formeaza,

respectiv, G si W', unde wy € W' S W; 3) aplicatia ¢ a grupului G pe G, conform regulii ¢[g™]=g,
este un omomorfism cu nucleul V, unde V este subgrupul de transformari W-identice din G ") siw, <V <W.
Vom remarca ca sunt verificate si urmatoarele proprietati: 1) In legea de compozitie a transformarilor de
W, -simetrie g™ = wyg, scrise pe componente, participa 2 automorfisme ale grupului W de tipuri diferite, si
anume: a) automorfismul § care actioneaza asupra elementelor w prin intermediul g -deplasarilor la stanga
a componentelor elementare p9: din w , b) automorfismul 7, de conjugare spre dreapta a elementelor w din
W', obtinut in rezultatul omomorfismului 7:G —® < AutW cu nucleul Kert =H, unde z(g)=7,.
2) Actiunea fiecaruia dintre aceste automorfisme asupra aceluiasi element w din grupul W este complet

independentd, deci nu depinde de ordinea cu care actioneaza. 3) Actiunea la nivel de componente a
automorfismului T, in fiecare w din grupul W este echivalentd cu actiunea lui asupra grupului P, unde

W = Hga s P% (P9 = P). Mai mult decat atat, daca cvasiomomorfismul incrucisat o al grupului G pe sub-

multimea W' a grupului W = Hg s P% este insotit de deplasarea directi la stanga si de omomorfismul t al
conjugarn spre dreapta, atunci Kerz este izomorf cu centrul grupului initial P de substitutii.

in orice grup de W -simetrie GWa), cu grupul generator G, nucleul H; al omomorfismului 1insotitor
T:G - AutW, subgrupul V de transformari W-identice si subgrupul de simetrie pura H, se contine 1n calitate
de subgrup grupul H; "#), care formal nu se deosebeste de grupurile de W,-simetrie, cu grupul generator H,,
acelasi subgrup V de transformiri W-identice si subgrupul de simetrie H', unde H” = H n H;. Mai mult
decat atat, daca grupul GWa) are totalitatea W' de substitutii generalizate (cu mai multe componente-
substitutii), atunci in el se contine in calitate de subgrup si Gl(W”) cu grupul generator G, (H; < G1 < G),
acelasi nucleu H; al omomorfismului insotitor si cu totalitatea W"de substitutii generalizate, unde
W' =W’ n DiagW, care formal nu se deosebeste de grupurile de P-simetrie.

Pentru orice grup de W, -simetrie ") cu grupul generator G, grupul initial de substitutii P, grupul finit

de substitutii generalizate W =[] P9 (unde P9 sunt copii izomorfe ale grupului initial de substitutii P),

gi G
multimea W' a tuturor componentelor w din g™ € ¢ si subgrupul de transformari W-identice V sunt
verificate urmatoarele relatii: 1) V¢ =V pentru orice g™ din G"; 2) 7, V) = (w;® ) Vw9 pentru

orice gi(W'),gj(WJ’ eG' q), 3) aplicatia o grupului-factor ") v pe multimea tuturor claselor de resturi

de dreapta ale lui W' in raport cu V, conform regulii o(Vg ) ) =VWw, este un cvasiomomorfism incrucigat
generalizat (a se compara cu [20-22].
Metoda universali de deducere: Orice grup de W, -simetrie ") cu grupul initial de substitutii P, grupul

finit de substitutii generalizateW =[] PY% (unde PY9i = P), subgrupul de transformiri W-identice V si

gi G
nucleul H, al omomorfismului insotitor 7:G — AUtW , poate fi dedus din grupul sau generator G si din

grupul W prin urmatorii pasi: 1) se cautd in W toate subgrupurile netriviale G-invariante V si toate submulti-
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mile W', care verifica conditia wy € W' € W si se descompun in clase de resturi de dreapta fata de V; 2) se
construieste cvasiomomorfismul 1incrucisat generalizat « al grupului G pe multimea tuturor claselor de
resturi de dreapta ale submultimii W' fin raport cu V, conform regulii @ (g;,)=Vw,; 3) se combini in

perechi fiecare g din G cu fiecare W’ din VW = & (g) si in totalitatea acestor perechi se introduce operatia
g, % g;WP=g, W) unde g, = gig;, Wi = w9itg (wp), wi9i(gi) = wi(g;gk), iar iy, (w;) = giw;g; "
Aplicand aceastd metodd vom determina toti termenii simbolului polinominal al grupurilor de W, -simetrie

G™ deduse. Simbolul polinomial are forma [P, Hl,i),G]/(VV'Wp‘W ”’V; H, /H';G,|H,|H")H, care
include in sine o informatie destul de larga despre structura concreta a grupului respectiv.

Pentru grupurile semiminore si pseudominore de W, -simetrie metoda universald se simplificd mult, deoarece
pentru ele subgrupul de transformari W-identice V este unitar [23-25]. Vom formula cazurile particulare
respective. Orice grup W'-semiminor (respectiv, W' -pseudominor) de W, -simetrie GM" poate fi dedus

din grupul siu generator G si din grupul de definire W = ]T[gi s P%, stiind nucleul H, al omomorfismului

insotitor 7: G — AUtW si subgrupul de simetrie purd H prin urmatorii pasi: 1) se construieste cvasiomomor-
fismul incrucisat o cu nucleul H al grupului G pe subgrupul netrivial W' (respectiv, pe submultimea adeva-
ratd cu unitate W', care nu este subgrup) al grupului W, conform regulii «(g) =W; 2) se combina in pe-

rechi (in calitate de componente ale transformarilor g = wg) elementele din G si W', care corespund
unul altuia conform lui a., si in multimea acestor perechi se introduce operatia gi(wi) *gj Wj=g, WK unde

Ik = 919, Wi = w9t (W), w9 (gi) = wi(gjgx), iar g, (w)) = giw;g; "
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