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ALGORITMI EFICIENTI PENTRU REZOLVAREA SISTEMELOR DE ECUATII CE
APAR LA DISCRETIZAREA ECUATIILOR INTEGRALE SINGULARE

Maria CAPCELEA, Titu CAPCELEA, Alexandru LAZARI

Catedra Matematica Aplicata

It is marked out the class of iterative algorithms for solving of systems of equations which are obtained when discre-
tizing SIE with discontinuous coefficients. These algorithms permit essential reducing of computational cost for finding
an approximate solution, at that not losing in the quality of other numerical characteristics - they are numerically stable
and allow us to check precision in the course of iterations without calculation of approximation of a solution.

In ultimii ani prezinta interes sporit problema elaboririi algoritmilor eficienti pentru rezolvarea sistemelor
de ecuatii ce apar la rezolvarea aproximativa a ecuatiilor integrale singulare (EIS). Astfel, la aplicarea meto-
dei de trunchiere la EIS

(Ap=)a,(t)p(t)+ 5 () j O 4oy L j h(t, 1) p(t)dt=f(t), tel,, (1)
mop Tt 2mi ¢

unde I'j = {tell :|t| =1},a,,b, e PC(I')),he C(I'yxT"y),f € L,(I',), apar sisteme de ecuatii algeb-
rice liniare (SEAL) cu matrici de tip Toeplitz, pentru a céaror solutionare au fost elaborati algoritmi de com-
plexitate O(n log; n) (a se vedea [1-4]). Eficacitatea se atinge datorita faptului ca algoritmii utilizeaza gene-
ralizari ale formulei Gohberg-Sementul a se vedea [1,5], ce expriméd inversa A" a matricei sistemului ca
suma de produse de matrici Toeplitz inferior si superior triunghiulare, iar aceasta din urma permite sa se

calculeze efectiv solutia A'f a sistemului, utilizand algoritmii transformarii rapide Fourier (a se vedea [6]).
In prezenta lucrare se va evidentia o clasa de algoritmi iterativi efectivi pentru rezolvarea SEAL ce apar la
discretizarea EIS (1) conform metodei quadraturilor mecanice'

n -1
a(tj)thk(xk +b(t,) Z tjkock
k=0 k=-n

unde a(t) =a, (t)+ b, (1), b(t) =a,(t)— bo(t), t, =t = exp(2mij/(2n +1)), j= —n,n

tot, k+]ak—f(t) j=-n,n, (2)
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Relatia (2) reprezintd un sistem din 2n+1 ecuatii algebrice liniare cu 2n +1 necunoscute a, (k = —n,_n) .
In forma vectoriala sistemul (2) va fi
(Ao =)(F+ H)& =f, (3)
F, =b(t, )t pentru j=-n,n,k =-n,—1, si F, =a(t, )t pentru j=-n,n, k =0,n,

unde F={F,}},

=—n?

H este matricea {H,}], ale carei elemente sunt de forma H, =(2n+I) Zh(tj, t )t dar
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Sistemul complex Ad = f de ordinul N =2n +1 este echivalent unui sistem de ordinul 2N cu componente
reale. Intr-adevar, daca A = A, +iA, (A

im

A, eM () sl a=0a, +ia,, f=f +if_,a.,o,,f.,f 0¥,
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atunci sistemul (3) este echivalent sistemului (A _+iA, )-(a,, +id,, )= f_ +if,, . Prin egalarea partilor reale

m

si imaginare din ambii membri se obtine sistemul

Are _Aim a‘re fre
P ] 4)
Aim Are aim fjm

Acesta este un sistem cu componente reale de ordinul 2N echivalent sistemului Ao = f .
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Cu toate ca matricele sistemelor mentionate nu sunt rare, este totusi posibil sd se construiasca algoritmi
efectivi pentru rezolvarea lor ce au complexitatea O(mnlog, n) (m <n), exploatand proprietatile structu-

rale ale partii caracteristice a operatorului integral singular ce intrd in componenta ecuatiei initiale.
In cazul in care este necesar sd se obtina aproximatia solutiei EIS cu o precizie inaltd, sistemele obtinute
la aplicarea metodelor direct-aproximative (MDA) pot avea dimensiuni mari. Si atunci aplicarea metodelor

directe (Gauss, Jordan, rotatiilor etc.) este inutil, deoarece procesul de obtinere a solutiei SEAL implica O(n’)

operatii aritmetice (n— dimensiunea sistemului) si un volum de O(nz) unitati de memorie, iar acestea pot fi

numere inadmisibil de mari. Aplicarea celor mai simple metode iterative implicd probleme adaugatoare ce
tin de studiul convergentei lor, deoarece sistemele mentionate, in general, nu sunt simetrice sau pozitiv
definite si nu poseda proprietati speciale, cum ar fi, de exemplu, proprietatea de predominantd diagonala.
Ideea de bazad ce permite in mod practic sa se reducd esential resursele de calcul utilizate in calculul
solutiei SEAL, fara a inrautati alte caracteristici numerice, tine de utilizarea algoritmilor iterativi in baza
metodelor proiectionale si, in special, a subclasei lor de metode ce tin de proiectarea pe subspatiile Krylov.
Sa consideram SEAL
Ax =D, )

unde Aell ™, detA#0,bell", xell". Deoarece matricea A este nedegeneratd, sistemul (5) are
solutie unica. Fie cd se cunoaste careva aproximatie initiala x?el™a solutiei sistemului. Fie ca dispunem de
un cortegiu de perechi de subspatii <K.m,ij>;=1 K L, cl", m= 1,n, astfel incat dimK, =dimL, =m,
far x” +K_ (m= I,_n) sunt varietitile liniare generate de vectorul x si subspatiile K_ .

Metoda proiectionald pentru rezolvarea SEAL (5) este procesul iterativ, conform céruia la pasul m (1<m<n)
se giseste aproximatia x™ € x'” + K__, impunand conditia Petrov-Galerkin r'™ :=b—-Ax"™ L L, .

Pentru x™ € x” +K_ putem scrie x™ =x© +8™,8™ eK_ si, daci r'” =b—Ax'" este vectorul

residuu initial, atunci avem r™ =1 - A§"™ 1@ + AK_ si 1" - AS"™ L L, .

. m . m
Fie ca {V(J)}, 1 si {W(J)}_ | sunt baze ale subspatiilor K si L, , respectiv. Usor observam ca ultima
= =

relatie de ortogonalitate are loc atunci §i numai atunci, cand
T? -AS"™ , w)=0,j=1,m,1<m<n. (6)
La introducerea pentru baze a notatiilor matriceale V,_ = |:V(1) v ... V(m)] siW_ = [w“) [w® .| w(m)}

avem 8™ =V_y™ y™ 1™ Atunci, relatia (6) poate fi scrisa sub forma W_ (r'” —AV_y™) =0, de

-1

unde obtinem y(m) = (WnTlAVm) Wrzr(o) , $1 atunci aproximatia la pasul m se va preciza conform formulei
-1

x™ =x 1V, (WIAV, ) Wr”. (7)

Solutia aproximativa este definita doar cand matricea W AV_ este nedegenerata. Evident, la constructia

metodelor proiectionale subspatiile K, si L, si bazele lor trebuie sa se aleaga astfel, incat matricea W'AV_
sau sa fie de dimensiuni mici, sau si aiba structurd simpla, comoda pentru inversare.

Metoda a subspatiilor Krylov (a se vedea [7]) este o metoda proiectionald in care la pasul m in calitate de
subspatiu K se alege subspatiul Krylov de dimensiune m definit de matricea A si vectorul residuu initial

r'”: K =K (A, 1) :=span{r'”, Ar'”,..., A" 'r'”} . Aproximatiile ce se obtin conform metodei subspa-

™ =x@+q,_,(A)r'”, unde q,_, este polinom de grad ce nu intrece m—1.

tillor Krylov sunt de forma X
Diferiti algoritmi ai metodei subspatiilor Krylov sunt generati in functie de modalitatea de alegere a subspatiilor

L,., precum si de modalitatea de construire a bazelor subspatiilor. Tinand cont de proprietatea K, c K., a



Seria “Sliinle exacle si economice”

Matematica ISSN 1857-2073

subspatiilor Krylov si de faptul ca in algoritmii considerati se construieste baza, devine evident, ca acestia
converg (daca calculele se fac exact) in cel mult n iteratii, unde n este dimensiunea sistemului.
Orice algoritm al metodei subspatiilor Krylov include doua etape:

1. Construirea bazei ortonormate a subspatiului Krylov K_;

2. Calculul corectiei y™ si al aproximatiei curente x™ .

Baza evidenta ', Ar® ..., A"t a subspatiului K_(A;r”) nu este atractiva din punct de vedere

numeric, deoarece vectorii A*r'”, k =0,1,2,... tind citre vectorul propriu dominant (conform metodei

puterilor), si, prin urmare, vectorii bazei devin liniar dependenti in aritmetica cu precizie finita. De aceea, In
locul bazei standard, in algoritmii metodei subspatiilor Krylov se formeaza o baza ortonormata, utilizand in
acest scop metoda Arnoldi. La baza metodei Arnoldi sta procedura de ortogonalizare Gram-Schmidt modi-

ficatd (a se vedea [7]), ce se aplica vectorilor v\, Av?", ..., A™"'v\"  unde vV = r(O)/Hr(O)H2 . Presupunem

cd a fost construitd baza ortonormatd V_ = [V“) [v® ... V(m)] (m>1) aspatiului K_(A;r”). Se calculeazi

M

produsul Av"™; se ortogonalizeazi vectorul rezultat in raport cu fiecare dintre vectorii v”,...,v(™ deja cal-

culati si apoi se normeaza. Vectorul obtinut yime (posibil, este vector nul) semnifica in reprezentare matri-
ceald extinderea bazei V cu un vector-coloand adaugdtor. Usor se verificicd V_,, = [V“) || V™| V(m”)]

formeaza o baza ortonormata a spatiului K_,(A; 1?) . Procesul de ortogonalizare poate fi descris algebric
prin relatia

k
k+1 k j
hk+1,kV( ) Ay® _ZhjkV(J) ) (8)

=1
Coeficientii ortogonalizarii h j ot fi reuniti sub forma unei matrice, completdnd in ea pozitiile libere cu

V(m+1)

zerouri. Coeficientul h corespunzator vectorului semnifica extinderea matricei cu o linie adau-

m+1,m

gatoare (posibil, sa fie linie cu toate elementele zerouri). Fie ﬁm este matricea coeficientilor h ik » completata

in ultima linie cu ajutorul lui h iar H_— aceeasi matrice fard ultima linie si care are dimensiunea

m+l,m
mxm. Atunci, conform metodei Arnoldi si din (8) rezultd cd matricea H  este o matrice in forma
Hessenberg superioar si pentru ea sunt adevarate relatiile

AV, =V _H =V H +h_,  v™el 9)

m+1 m+1,m m °
VIAV =H_. (10)
In afard de aceasta, drept urmare a faptului ca baza {V(j)} este ortonormata, are loc egalitatea

Viv® =¢ k=1,m. (11)

Cei mai cunoscuti algoritmi ai metodei subspatiilor Krylov pentru matrici dense, fara structura speciala,
sunt metodele ortogonalizarii complete (MOC), residuurilor minimale generalizate (MGRM) si metoda
gradientilor conjugati pentru ecuatia normald (MGCEN).

Acesti algoritmi poseda urmatoarele proprietati importante:

v' Se aplica sistemelor cu matrici dense si structura arbitrara;

v' Sunt stabili numeric datorita tehnicii de ortogonalizare utilizate;

v’ Permit s se controleze exactitatea pe parcursul iteratiilor (fara a se calcula aproximatia solutiei).

Metoda ortogonalizarii complete (MOC)
La fiecare pas m se alege K =L_ =K _(A,v""), unde vV = r(o)/B, B= Hr(o)uz- In acest caz, pentru baze

avem V_=W_ si, tinind cont de relatiile (10), obtinem W'AV_=H_. SEAL cu matricea coeficientilor

H_ se reduce cu ajutorul transformarilor de eliminare Gauss la un sistem cu matrice superior triunghiulara,

m
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far ultimul se rezolva prin metoda parcursului invers. Deoarece 1'” =Bv" | in virtutea relatiei (11) avem
VVan(O) = Be, . Astfel, formula (7) se reduce la

X =xT+V,y™, Yy =H,(Be). (12)
(m)

m

Conditia de stopare a calculelor este Hr(m)H <8Hr(°)H . Datorita relatiei Hr(m)H = :hm+1m‘y
2 2 2 K

, la

fiecare iteratie a metodei MOC se poate evalua descresterea normei residuului Hr(m)Hz = Hb — Ax™ H2 fara

a gasi in mod explicit solutia aproximativa. Vom prezenta algoritmul MOC care, in baza relatiei (12) si a
metodei Arnoldi, necesara pentru construirea bazei V, _, descrie procesul de obtinere a solutiei SEAL

conform metodei descrise:

Algoritmul MOC
Se alege aproximatia initialda x (1"
r® = b—Ax©®: Bi= ||I'(0)||2 vy = r(O)/B

Se alocd memorie pentru vectorul £ e ?; Se pune f© =0; f” :=B; m:=0
do

m=m+1
Se alocd memorie pentru vectorul h™ ] ™"; Se pune h™ =0 ;
Se alocd memorie pentru vectorul ™ ™" ; Se pune f™ =0;
For i=1,m do

(m) ._ p(m-1)
£t
Se elibereaza memoria alocata pentru "
a)(m) = Av(m)
for i=1,m do
e (,ONT ()
hi,m T (vl ) @ "
(m) ._ . (m) (i)
o™ =" -h,v
e _
hm+],m T ||a) ||2 s Cc= hm+1,m/B

(m+1) . (m)
v = /hm+l,m

if h, . #0 then

{
tm = hm+1,m/ m,m
hm-v»l,m = O
fm+1 = fm+1 - tm fm
fori=2,m
{
hi,m = hl m 1:ifl hi*l,m
}
}
else
{

Se afiseazd mesajul ,,metoda Gauss nu poate fi aplicata la triunghiularizarea sistemului”.
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Iesire din program
}
Yo = /B
pi=cly
while p>e¢
for k=m-11

{

ygn) = (fk - Z hk,iyfm)j/hk,k
i=k+1
}

m
xm = x(O) n Zylfm}‘)(l)
i=1

Din punct de vedere practic, la aplicarea metodei MOC procesul de obtinere a solutiei SEAL (5) necesita
O(mn’ +m’n) operatii aritmetice. Volumul de memorie utilizat este de ordinul O(n” + (m+3)n+m2/ 2),

iar aceasta pentru numere n mari limiteazd cea mai mare valoare a lui m ce poate fi utilizatd. Un remediu
consta in a restarta algoritmul periodic (abordare ce se dovedeste a fi mai simpla si din punctul de vedere al
programarii). Se alege din start careva dimensiune m a subspatiului, relativ micé n raport cu ordinul siste-

mului. Dupi ce aproximatia x™ este calculats, se verifica daci ea este suficient de exactd. Daci exactitatea

(m)

cerutd 1nca nu este atinsd, atunci intregul proces se repetd cu vectorul X" 1n calitate de aproximatie initiala.

Metoda generalizata a residuurilor minimale (MGRM)
La fiecare pas se alege K =K _(A,v"),L_=AK_(A,v") , unde v’ =1r'”/B, B= HI‘(O)HZ . Atunci,
vectorul X este rezultatul proiectiei solutiei SEAL (5) pe subspatiul K ortogonal subspatiului L daca si

numai daca ||b — Af(” ,= m@nK‘ ||b — AX” , (asevedea[7,p.127]). Tinand cont de aceasta, in metoda MGRM,

xex(©
in locul problemei de proiectare (7) se utilizeaza problema echivalentd de minimizare a functionalei ||b - AX” R
pe subspatiul x” + K., .
Pentru xex”+ K, are loc reprezentarea X = x? +V.y,yel™. Definim functionala
I(y)=[b-Ax|, =[b-AxV+V,y)|,. Atunci, utilizand ~relatiile  (9), (I1), obtinem
r=1r"-AV_y=pv" -V

m+1

ﬁmy =V_..(Be, - P_Imy) . Deoarece matricea V,_,, este compusd din vectori

(coloane) ortonormati, are loc J(y) = HB&:1 —I_{my ‘2. Astfel, conform metodei MGRM, aproximatia solutiei

este vectorul x"™ =x'” +V_y"™ unde y"™ minimizeaza functionala J(y) = Hﬁe1 ~H,y , » adicd

(m)

y =argmin”[3e1 —I_{myuz. (13)
y

Pentru a gasi coeficientii y\™ (i =1,m), este necesar si se rezolve SEAL
H, y=e,. (14)
Acest sistem este supradefinit (deoarece matricea I_{m are dimensiunea (m+1)xm), de aceea, dupa cum

se vede din relatia (13), se va solutiona in sensul celor mai mici patrate. Deoarece matricea sistemului (14)
este in forma Hessenberg superioara, aceasta se rezolva cu ajutorul reducerii la forma superior triunghiulara.
Atunci ultima linie a matricei superior triunghiulare va contine doar elemente nule. Dar, spre deosebire de
metoda MOC, in care sistemul aseméanator sistemului (14) are matrice patrata, in cazul metodei MGRM pentru
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a reduce la forma triunghiulara se utilizeaza transformari ortogonale (transformarile ortogonale garanteaza
faptul cd norma residuului nu va creste), si anume: tinand cont de structura matricei, se utilizeaza transfor-

midrile de rotatie Givens. Transformarea de rotatie, definita prin matricea G, , se construieste astfel, incat la

aplicarea ei vectorului (hk’k, hy )T si se anuleze componenta a doua a acestuia. In total se aplica consecutiv
m transformari de rotatie G,,G,,...,G_ . Matricea Q_=G_G_ ,...G, este matrice ortogonald ca produs
de matrici ortogonale. La aplicarea matricei Q_ sistemului (14), obtinem SEAL I_{my =g , in care
ﬁm = Qmﬁm, g =Q.(Be)=(v,,-.¥,.,)" . Vomnota prin R_ matricea ce se obtine din ﬁm prin exclu-
derea ultimei linii, iar prin g — vectorul m-dimensional ce se obtine din g _, excluzand ultimul coeficient.

Se poate arata (a se vedea [7, p.162]), cd vectorul y™ €[] ™ ce minimizeaza functionala J(y) = ”Bel ~-H,y

|

b

se determina din relatia y(m) = R;l g, . Pentru norma residuului ™ la pasul m avem Hb —Ax(m)H2 = |ym "

ceea ce permite sa se evalueze descresterea normei residuului fara a gasi Tn mod explicit solutia aproximativa.
Algoritmul MGRM ce desrie procesul de implementare a metodei poate fi organizat in modul urmator.
Algoritmul MGRM
Se alege aproximatia initiald x (1"
x=x; r=b-Ax;B:=|lt|,; v’ =1/B; m:=0
do

m:=m+1
Se aloca memorie pentru vectorii r™ h™ e[ ™' ; Se pune ™ =0; "™ =0;

Se aloca memorie pentru vectorul g™ e ™"; Se pune g™ =0;
if m=1 then g™ =8

else
for k=1,m do
gfm) — g(m—l)
i . i
Se elibereazd memoria alocatd pentru g™
g
w™ = Av™
for k=1,m
hf(m) = (V(k))T 0)(m)
W = W My
(m) o ||y, (m) (m+l) . (m) /1, (m)
hm+l T ||W ||2 ? v =w /hm+]
rl(m) = him)
for k=2,m
W (m) (m)
yi=c, 00 +s by
(m) ,_ (m) (m)
L7 =5 T +Ck—]hk
(m) ._
Lo, =7

10
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=@ ) e, =1 /8,5, = hi /8
(m) (m) (m)
L =Chly + Smhmﬂ
(m) — (m)  (m) ._ (m)
Bn T Cn8m > 8mi1 T Sufn
_ | o(m)
a |gmn-l+l
while p>¢
— (m) /.(m)
=gn/n
for k=m- 1,1
( ) _ (i) (k)
i=k+1
m
X=X+ Zyiv( )
i=1

La aplicarea algoritmului procesul de obtinere a solutiei SEAL (5) necesita O(mn2 +m2n) operatii
aritmetice si un volum de memorie de ordinul O(n’ +(m+4)n+m2/ 2). Pentru valori mari ale lui m
matricea Arnoldi V_ poate deveni inacceptabil de mare pentru a fi memorata si atunci, pentru a depasi

aceasta problema, ciclul DO-WHILE se va stopa dupa m iteratii (numarul m se alege inainte de a incepe
calculele) si se va restarta cu solutia aproximativa obtinuta, in calitate de aproximatie initiala.
In unele cazuri este mai simplu de aplicat urmatoarea metoda.

Metoda gradientilor conjugati pentru ecuatia normala (MGCEN)

Deoarece sistemul (5) este echivalent SEAL ATAx = A"b cu matrice simetricd si pozitiv definita, la
rezolvarea acestuia se poate aplica metoda gradientilor conjugati (a se vedea [7, p.236]).

Conform metodei MGCEN, la pasul m in calitate de aproximatie x™ se alege elementul X al subspatiului
Krylov x@+K_(ATA, A1) =x +span{A"t”, ATAA”,..,(A"TA)"" A"t} ce minimizeazi norma
residuului ||b —AX” , - Diferenta in comparatie cu metoda MGRM consta in subspatiul in raport cu care se

minimizeaza norma residuului.
Metoda nu se aplica in cazul cand matricea A a sistemului este slab conditionatd, deoarece pentru

numirul de conditionare al matricei A'A are loc k(ATA)=k’*(A) (k(A)= ||A||2 HA_l

5 norma

spectrald a matricei).
Algoritmul de calcul (algoritmul MGCEN) poate fi descris in modul urmator:

Algoritmul MGCEN
Se alege aproximatia initiald x (1"
0= b-Ax" ;B = "rw)"2 2@ = ATHO; p© = 7©

m:=0
do
o™ = Ap™
2 2
= o
2 2
x (M g (m) OLmp(m>
I,(erl) = I,(m) _amm(m)
. (m+1)
=||r
p=lrl,

11
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N

T ™

(m+1) ,__ ATr(mH)

m

:::”Z(m+n

(m+1) ,__ _(m+1) (m)
=z +B.p

ek
2 2

m:=m-+]1
while p>¢p

Pentru m pasi ai metodei MGCEN sunt necesare O(mn”) operatii aritmetice si un volum de memorie
de ordinul O(n?).
Exemplul 1

in EIS (1) se considerd a,(t) =%<t““ +1), by(0) =%<t““ D), ()= 004 -2 T () =207

Solutia exacta este @, (t) =t +t7 =2t" +7t" . Usor se verificd cd au loc conditiile ce asigura convergenta

metodei quadraturilor mecanice (a se vedea [8]). In Tabelul de mai jos se ilustreaza eficacitatea algoritmilor
iterativi pentru rezolvarea SEAL (cu componente reale) ce apar la discretizarea acestei EIS cu coeficienti
continui pe portiuni conform metodei quadraturilor mecanice.

Tabelul 1
Gauss MGCEN MGRM MGRM restartat MOC
N TCS TCS Nr_iter TCS Nr_iter TCS Nr_iter TCS Nr_iter

420 0,02 0,0005 17 0,02 420 0,006 375 0,01 417
840 0,15 0,0015 18 0,10 837 0,04 573 0,08 833
1680 1,55 0,006 18 1,39 1670 0,27 1029 0,63 1656
3360 6,57 0,025 19 5,50 3338 2,00 1892 5,07 3328
6720 59,07 0,106 20 53,41 6673 15,96 3589 40,78 6671
13440 342,49 2,1 21 - - - - - -

Aici avem: N-ordinul SEAL cu componente reale; TCS — timpul efectiv de calcul al solutiei SEAL (in
minute); Nr_iter — numarul de iteratii efectuate pentru a atinge exactitatea €. Exactitatea cu care se precizeaza

solutia SEAL este € = 107"°. in calitate de aproximatie initiald in metodele iterative se ia vectorul cu toate
componentele nule. Calculele s-au realizat la un calculator AMD Athlon(tm) 64 Processor 3200+ 1.99 GHz

si 1IGB RAM.
S-a observat cd, in cazul SEAL ce apar la discretizarea EIS (1), cea mai efectiva dintre metodele ce se

compara este MGCEN.
Vom mentiona ca algoritmii studiati pot fi modificati neesential, astfel Incat ei sa poatd fi aplicati si la

rezolvarea SEAL AX =b cu componente complexe A €[1™",bel]l". Unicele modificatii ce apar tin de

realizarea produselor scalare complexe.
In fiecare din acesti algoritmi se utilizeaza procedura de Inmultire a matricei sistemului la vector. Pentru a

genera elementele matricei A in mod direct, sunt necesare cel putin O(n3) operatii aritmetice, fapt care de-
ranjeaza, deoarece se doreste implementarea unor algoritmi de complexitate O(mnz) la rezolvarea SEAL (3).
Pentru matricca F are loc reprezentarea F=D_F +D,F, unde D, =diag(c(t_,),...,c(t ),

c(ty),e(t,),....c(t,)), Dy = diag(d(t_,),...,d(t_,),d(t,),d(t,),...d(t,)), dar F ={F}_ F =t

F'= {F s Fi = —t}‘ pentru j=-n,n,k=-n,—1,si Fj'k = ti.( pentru j=-n,n,k = O,_Il . La fel, pentru

matricea H are loc relatia H = GFn‘1 ,unde G = {ij}ik?n, Gy =k (t,t )t iar F'=2n+1)" {(tj)’k}

n
Lk=7n'

.« A - - A . . . 2n+1
Tinand cont de acestea, usor observam ci procedura de inmultire a matricei A =F+H la vectorul vel] *™
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se poate realiza in O(nz) operatii, fird a avea necesitatea de a genera elementele matricelor F si H . In cazul
cand nucleul h(t,t) este nul, procedura mentionata necesita O(nlog, n) operatii (se utilizeaza algoritmii
transformarii rapide Fourier). Atunci procesul de obtinere a solutiei SEAL (3) conform algoritmilor MOC,
MGRM si MGCEN necesita O(mnlog, n+m’n) operatii aritmetice si un volum de memorie de ordinul
O(mn) .

Exemplul 2
Sa consideram EIS (1) in care a,(t) = 0.5(t"* +1), b,(t)= 0.5t"* 1), f(t)=t"* —t™", h(t,t)=0. Solutia

exacti este @,(t)=t—t"'. Usor se verifica cd au loc conditiile ce asigura convergenta metodei quadraturilor

mecanice. In Tabelul 2 sunt aduse date ce permit si se compare algoritmii MGRM optimizati (la inmultirea
matricei SEAL la vectori se utilizeaza algoritmii transformarii rapide Fourier) cu cei standard pentru rezol-
varea SEAL (cu componente complexe) ce apar la discretizarea EIS conform metodei quadraturilor mecanice.

Tabelul 2
Algoritmul optimizat Algoritmul standard
MGRM MGRM restartat MGRM MGRM restartat
N TCS Nr. Iter. TCS Nr. Iter. TCS Nr. Iter. TCS Nr. Iter.

105 0,02 211 0,007 21 0,03 211 0,009 21
210 0,17 420 0,05 25 0,21 420 0,07 25
420 1,50 839 0,48 29 1,61 839 0,54 29
840 9,35 1676 2,50 34 12,92 1676 4,21 33
1680 100,64 3351 28,50 37 180,95 3351 44,57 38
Referinte:

Heinig G., Rost K. Algebraic methods for Toeplitz-like matrices and operators. - Berlin: Akademie-Verlag, 1984.
. Boesogun B.B., TeipteimaukoB E.E. BeruncnurensHele npoLecchl ¢ TEIUIMUEBBIMU MaTpuuaMmu. - Mocksa: Hayka,
1987. - 320 c.

3. Ammar G.S., Gragg W.B. The generalized Schur algorithm for the superfast solution of Toeplitz systems, Rational
approximation and its applications in mathematics and physics, Lecture notes in mathematics 1237. - Berlin:
Springer-Verlag, 1987, p.315-330.

4. VanBarel M., Heinig G., Kravanja P., A stabilized superfast solver for nonsymmetric Toeplitz systems // SIAM
Journal on Matrix Analysis and Appllications, 23 (2), 2001, p.494-510.

5. Tox6epr U., Cemeniyn A. O6 oOpamieHnl KOHEYHBIX TEIUTUIEBBIX MAaTPHIl M MX HENPEPBIBHBIX aHaJIoroB. Marema-
Tueckue uccinenoBanus. - Kummunes: lltuunana, 1972, 1.7, Bein.2, ¢.201-224.

6. Hyccbaymep I'. Beictpoe mpeobpasoBanue Dypre U anropuTMBl BEIYHCICHUS CBepTOK. - MockBa: Panno u CBs3b,
1985. -248 c.

7. Saad Y. Iterative methods for solving sparse linear systems. - Boston: PWS Publishing Company, 1996. - 463 p.

8. Capcelea T., Collocation and quadrature methods for solving singular integral equations with piecewise continuous

coefficients // Buletinul Academiei de Stiinte a Republicii Moldova. Matematica. - 2006. - Vol.3(52). - P.27-44.

o =

Prezentat la 05.06.2008

13



