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GRAFURI CU O FAMILIE REDUSA DE MULTIMI d-CONVEXE
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In this article are presented some results that are dealing with studying of some special classes of graphs, with a
reduced family of d-convex simple sets — the class of d-convex simple and quasi-simple graphs. The cases of undirected
and directed graphs are studied.

1. Grafuri d-convex simple neorientate

Fie G = (X, U) un graf neorientat, finit si conex. Lungimea celui mai scurt lant ce uneste doua varfuri x,
y € X, se numeste distanta dintre aceste doud varfuri si se va nota d(x, y). Distanta introdusa astfel defineste
o metrica pe graful G. Multimea
<X, y>={z € X[d(x,2) +d(z,y) = d(x, y)}
se numeste d-segment ce uneste varfurile x, y [16].

Definitia 1.1 [16]: Multimea A C X se numeste d-convexi in graful G = (X, U) daca pentru ¥ x, y € A
are loc relatia <x, y> C A.

Definitia 1.2 [16]: Se numeste invelitoare d-convexd a multimii B < X, cea mai mica dupa incluziune
multime d-convexa A < X, astfel incdt B C A si se noteaza prin d-conv(B) = A.

Definitia 1.3 [16]: Graful G = (X; U) se numeste d-convex simplu dacd nu contine multimi d-convexe A,
astfel incdt 2 < |A| < |X].

Se pare cd pentru prima datd aceste grafuri au fost examinate in [14], unde se da o caracteristicd a
grafurilor d-convex simple planare. O analiza a grafurilor d-convex simple arbitrare este datd in [15]. In aceastd
lucrare se defineste o clasa de grafuri recursive ce satisfac anumite conditii si se arata cé orice graf d-convex
simplu arbitrar apartine acestei clase de grafuri. Insd, acest rezultat s-a dovedit a fi incorect, ceea ce a fost
ilustrat in [11] printr-un contraexemplu: un graf ce satisface tuturor conditiilor clasei definite in [15], dar care
nu este d-convex simplu.

Teorema 1.1 [11-12]: Un graf G = (X; U) fara triunghiuri (fara cicluri de lungimea 3), este d-convex
simplu daca §i numai daca G = d-conv({p, q}) pentru orice doua varfuri p §i q neadiacente; daca si numai
daca G = d-conv({p, q}) pentru orice doua varfuri p si q aflate la distanta 2 in G.

Fie x un varf arbitrar din G = (X, U). Multimea I'(x) = {y € X | (X, y) € U } se numeste vecindatatea
varfului x [13].

Definitia 1.4 [11]: Se spune ca varful u domina varful v in graful G = (X, U) daca '(w) o> I'(v).
In conditia I'(u) = I'(v) vérfurile u, v se numesc varfuri copii.

Definitia 1.5 [11]: Multimea de varfuri D se numeste dominantda in graful G = (X; U) daca orice varf x
al grafului G este dominat de un careva varf'y din multimea D, unde e posibil x = y.

In [11] este demonstrat ci toate multimile dominante minimale dupa incluziune a unui graf G sunt
izomorfe intre ele si genereaza unul si acelasi graf notat G, care se numeste atomul grafului G. Pentru a
construi Gy determindm mai intai multimile:

S={xeX:Vye X = AX) € A@Yy)}
R={x € X\S: Vy eX = A®X) < A(y)},

Apoi, pentru orice X € R se formeaza multimea R(x) = {x} U {y € R: A(x) = A(y)}. Astfel, R este divizata
in clase de echivalentd. Gy este format din S si cate un varf din fiecare clasd de echivalentd. Orice varf x, din
Gy are un varf corespondent x In G. Se va nota prin L(G, Gy) graful obtinut din grafurile G, G, si urmatoarele
muchii, pentru fiecare varf x, din Gy se vor considera muchiile de la x, la toate vérfurile din T'(x). In graful

L(G, Gy) perechile de varfuri de tipul x, X, vor fi adiacente acelorasi varfuri, deci x si xo vor fi varfuri copii.
Teorema 1.2 [11]: Daca G este un graf conex §i fara cicluri de lungimea 3, atunci graful L(G, G,) este
un graf d-convex simplu, unde G, este atomul lui G;
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In [11] sunt definite si studiate mai multe clase de grafuri, printre care:
1. A-multimea tuturor grafurilor fara cicluri de lungimea 3, in care orice varf este dominat de un altul;
2. ¥-— grafurile fara cicluri de lungimea 3 si subgrafuri generate de tipul F (Fig.1a);
3. 4 — grafurile modular-ereditare, adica grafurile in care orice ciclu izometric este de lungimea patru;
4. #H, — grafurile cordale, sau grafurile bipartite in care orice ciclu generat este de lungimea patru;
5. 9f — grafurile ereditare dupa distanta, adica grafurile in care orice subgraf generat conex este izometric,
si fard cicluri de lungimea 3;
6. ®—multimea de grafuri d-convex simple planare;
Fie, de asemenea, SF, S#i, SHz, SH3 — toate grafurile d-convex simple din clasele de grafuri ¥, #i, %2,
3 respectiv. Sunt adevarate urmatoarele leme:
Lema 1.1 [11]: Orice graf G din clasa A este d-convex simplu.
Lema 1.2 [11]: Daca graful G este d-convex simplu fara subgrafuri de tipul F (Fig.la), atunci G este din A.
De asemenea, in [11] este stabilita relatia:
Pc SHz < SH>, <« SH, <« SFc A
Afirmatiile reciproce lemelor 1.1, 1.2 sunt false, un graf d-convex simplu si care nu apartine multimii 4
este graful H ilustrat in Fig.1b), iar un graf d-convex simplu ce contine graful F ca subgraf generat si apartine
multimii date este graful L(F, F).

- i

a) graful F b) graful H
Fig.1.

Teorema 1.3 [11]: Fie G un graf local finit. Atunci:
1. G € Adaca si numai daca G = L(T, I'y), unde I este un graf conex si fara triunghiuri, iar I'y este

atomul lui I;
2. G € SFdaca si numai daca G = L(I', I'y), unde I’ € F;
3. G € SH; daca si numai daca G = L(T', I'y), unde I’ € 3, i = 1, 2, 3;
4. G € ®Pdaca si numai daca G = L(T, I'y), unde I’ este un arbore cu cel putin 3 varfuri.
Consideram urmdtoarea clasa de grafuri G fard triunghiuri si definitd recursiv dupa cum urmeaza:

I. In clasa G sunt toate grafurile Gy = (X 6,»Yg, ), unde:
XGO ={u, v, X1, X2,..., Xn},
Ug, = {ux); (x5, v) [1=1,2,...,n};
II. Din G (i=1) definim graful G;, unde:
X=X, YAYL Y2 Ymp, m2 1,
U;=U; Ui{@b)|abe X ,sinuambeledin X , astfel incat sunt satisfacute conditiile a), b) si ¢);.
a) Pentru orice yj existap, q € X; , astfel incéty; € d-conv({p, q});
b) Pentru toate a, b € X G, la distanta 2, existd p, q € X 6., Pd diferite de a, b, astfel incat
d; (p,q)=2sip,q € d-conv({a, b});

¢) Graful G; este fara triunghiuri.
1. In G nu sunt alte grafuri in afara de G;, Vi € N.
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Teorema 1.4: Un graf G = (X, U) este d-convex simplu daca si numai daca G € G.

Astfel, a fost obtinutd o metoda iterativa de a caracteriza in general grafurile d-convex simple. Aceasta
caracteristica permite sd se construiasca iterativ grafuri d-convex simple oricat de complicate, Tnsd nu spune
prea multe despre structura nemijlocita a acestor grafuri, cum ar arita ele si cat ar fi de diverse. De aceea,
pentru a pune in evidenta aceasta structura, care ar permite ulterior rezolvarea unor probleme aplicative, s-a
recurs la studierea acestei multimi pe clase [11-12]. In cele ce urmeazi se vor introduce niste operatii algeb-
rice pe aceste multimi de grafuri cu ajutorul carora se vor defini ulterior clase noi de grafuri d-convex simple,
care extind clasele de grafuri d-convex simple stiute si care sunt transparente ca structura, scopul fiind de a
caracteriza cat mai multe grafuri din multimea de grafuri d-convex simple.

Daca G = (X, U) este un graf simplu conex in care existd o pereche de varfuri copii u, v, atunci dg(u, v) = 2.
Intr-adevar, asa cum u, v sunt varfuri copii si vecinatatile lor coincid, rezulta ci avem un lant de lungimea 2
ce le uneste si u nu este adiacent v, pentru ci in caz contrar in G am avea bucle.

Fie G, si G; doua grafuri simple si conexe In care exista cate o pereche de varfuri copii, Xy, X, In Gy §i yy,

X1=N

v, In G,. Se va nota prin M my,

(G4, &) (Fig.2), graful obtinut din grafurile G, si G, prin alipirea varfurilor

X| cuyj $iXpcuy,.
Teorema 1.5: Daca G, si G, sunt doud grafuri d-convex simple in care existd cdte o pereche de varfuri

X =
Xy =

Din teorema 1.5 rezulta cd operatia introdusa mai sus M este operatie algebricd pe multimea grafurilor
d-convex simple G.

copii, x;, X, in Gy §i y;, v2in Gy, atunci graful G = M ;‘2 (G, G) este d-convex simplu.

Fig.2. Graful M "™ (G,, Gy).

X2=Y2

Din teorema 1.3 si operatia L rezulta ca grafurile claselor @ S#3, SH, S#H,, SF, A au cel putin cate o
pereche de varfuri copii si deci asupra lor poate fi aplicata operatia M.

Teorema 1.6: Pentru orice doua grafuri finite G, si G, sunt adevarate afirmatiile:

1. Daca G, G, € A, atunci G = M(G;, G;) € A;

2. Daca G, G, € SE, atunci G = M(G,;, G,) € SE;

3. Daca G, G, € SH, atunci G = M(G;, Gy) € SH;, i =1, 2, 3;

4. Daca G;, G, € ® atunci G = M(G,, G,) € @

5. Daca Gy si G, sunt doua grafuri d-convex simple si bipartite in care existd cdte o pereche de varfuri
copii, atunci graful G = M(G,, G,) este d-convex simplu si bipartit.

Altfel spus, teorema 1.6 afirma ca operatia introdusd M este algebrica pe fiecare din clasele mentionate si
deci nu se genereaza nici un graf d-convex simplu nou daca folosim doar grafurile acestor clase.

Fie acum un graf d-convex simplu G = (X, U) si v un varf arbitrar din G. Se formeazi graful G™ in care
s-a addugat un varf copie pentru v care este notatd v'.

Teorema 1.7: Dacd G este un graf d-convex simplu, atunci G este, de asemenea, un graf d-convex simplu.

Fie acum un graf d-convex simplu G = (X, U) si v un varf arbitrar din G, care are cel putin doud varfuri
copii vy §i v,. Se formeaza graful G™ in care lipseste un varf copie a lui v, de exemplu v,.

Teorema 1.8: Daca G este un graf d-convex simplu, atunci G~ este, de asemenea, un graf d-convex simplu.
. "~ . - - . A . .. . . X=)
Fie G un graf in care existd doud perechi de varfuri copii, Xy, X, $i y1, y2. Se va nota prin W ! = (G) graful
obtinut din graful G prin alipirea varfurilor x; cu y; $i x; cu y,.
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Teorema 1.9: Daca G este un graf d-convex simplu in care exista doud perechi de varfuri copii, x;, x; §i
X1=0
X =)z

Operatia W, dintre clasele de grafuri d-convex simple mentionate, este algebricd doar pe multimea
grafurilor d-convex simple cu varfuri dominate 4.

Deoarece conform teoremei 1.6 operatia M este algebrica pe clasele respective de grafuri d-convex simple
si conform lemei 1.2 toate grafurile d-convex simple fara subgrafuri F sunt din 4, rezulta ca o clasd noua de
grafuri d-convex simple va trebui sd contina doar grafuri ce il contin pe F ca subgraf si varfuri ce nu sunt
dominate, cel putin unul.

Sa notam prin C orice clasa de grafuri d-convex simple, de exemplu una din cele mentionate mai sus.

Definitia 1.6: Multimea tuturor grafurilor ce pot fi obtinute din graful G si grafurile multimii C prin
aplicarea operatiei M de un numar finit de ori se va numi extinderea clasei C prin graful G si se va nota
prin C[G]y.

Sunt adevérate urmatoarele proprietati:

1. ({G]um — este o clasa de grafuri d-convex simple;

2. C < dGlws

3. Daca acC G atunci CI[G]M c CZ[G]M,

4. Daca (i < GsiG ¢ ¢ atunci [Glu & G

Se pot forma extinderile claselor de grafuri d-convex simple prin graful H din Fig.1b). Se va obtine
AH]wm, SH[H]m, 1 =1, 2, 3; F[H]m, A[H]m. Atunci este adevaratd urmatoarea relatie:

#AH]w = S75[HIm = S7[HIw = SHi[Hlm = SHH]w < A[H]w.

Mai mult, 4 < A[H]y; deci, clasa _4[H]y este mai mare decat toate clasele de grafuri cunoscute pana acum.

Graful H nu este 1nsa unicul cu aceasta proprietate, si orice graf nou d-convex simplu, cu cel putin o pere-
che de varfuri copii, Impreuna cu 4 genereaza alte extinderi. Putem de asemenea forma o noud extindere
asupra extinderii clasei 4 deja formate. Fie o o multime de grafuri d-convex simple si C o clasd de grafuri
d-convex simple. Avem:

Definitia 1.7: Multimea tuturor grafurilor ce pot fi obtinute din grafurile multimii o §i grafurile clasei C
prin aplicarea operatiei M de un numar finit de ori se va numi extinderea clasei C prin multimea o §i se va
nota prin Clo]y.

Sunt adevarate urmatoarele proprietati:

1. ¢ € (o]lu < G, unde G este multimea tuturor grafurilor d-convex simple;

2. (o1 Y oz]m = (o1]vl o2]m = doalml o1]m;

Definitia 1.8: Se zice ca graful d-convex simplu G se divide, sau este divizibil in raport cu operatia M,
daca exista doua grafuri d-convex simple G; si G, astfel incat G = M(G,, G»). In acest caz, G, si G, se vor
numi divizorii grafului G.

Definitia 1.9: Graful d-convex simplu G se numeste graf M-prim dacad el nu este divizibil in raport cu
operatia M si prim daca el nu este divizibil in raport cu operatiile M, W.

Usor se observa ca graful H din Fig.1b) este un graf prim.

Teorema 1.10: Pentru ca graful d-convex simplu G sa fie divizibil in raport cu operatia M, este necesar
si suficient sa existe o pereche de varfuri copii in G, care este o multime de articulatie a acestui graf.

Consecinta: Descompunerea unui graf d-convex simplu in grafuri M-prime este unicd.

Fie ca se noteaza prin B multimea tuturor grafurilor prime din G\ 4, prin @, — acele grafuri din 3 in care
exista cel putin cate o pereche de varfuri copii si prin B, — restul, adica acele grafuri din @ in care nu exista

V1, ¥, care satisfac conditia d(x;, y;) > 3, atunci graful H=W (G) este, de asemenea, d-convex simplu.

perechi de varfuri copii. Avem B, # I, filndca H € @, (Fig.1b). Se va arata acum ca si @, # . Pentru aceasta
se construiesc grafurile Jy = ( Xy, Ux ), V k € N, unde Xy = { z1, 23, 73, Z4, Zs, Zs, X1, V1, X2, Y25ee-» Xks Yk >
Uy = { (z1, 24); (21, 25); (Z2, Z5); (22, Z6); (23, Z4); (23, Z6) } I { (X4, 24); (X, Z5); (X3, Z6) | V1 € {1,2,....,k}} U
{ i 21); Vi, 22); (i, z3) | Vie {L,2,.,k}}U{xpy) | Vie {l,2,..k}} (Fig.3).

Se verificd nemijlocit ca grafurile J,, V k € A sunt d-convex simple si ca in ele nici un varf nu este

dominat si, respectiv, nu existd nici o pereche de varfuri copii deci {Ji, V k € N c B..
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a) Iy b) J
Fig.3.

Operatia de multiplicare a varfurilor permite sd se multiplice intr-un graf d-convex simplu orice varf si
graful nou va rdmane la fel d-convex simplu. Acest lucru permite sa se construiasca din grafurile multimii B,
grafuri din @, sau chiar 4, daca vom multiplica toate varfurile nedominate. Graful H, de exemplu, poate fi
obtinut prin multiplicarea varfului y, a grafului J, din Fig.3a). In urmatoarea figura sunt desenate alte grafuri
ce deriva din acelasi graf J;.

Astfel, a fost atins, pe cét a fost posibil, scopul de a descrie multimea grafurilor d-convex simple prime cu

varfuri nedominate, iar din definirea acestor clase se obtine relatia:
A8 = A[B] U B =G

In continuare se va da o interpretare noua extinderilor de clase prin notiunile de multimi inchise si
multimi complete in raport cu o clasa de grafuri.

Definitia 1.10: Multimea tuturor grafurilor ce pot fi obtinute din grafurile multimii ¢ prin aplicarea
operatiei M de un numar finit de ori se va numi inchiderea multimii o in raport cu operatia M si o vom nota
prin [a]y.

Definitia 1.11: Multimea tuturor grafurilor ce pot fi obtinute din grafurile multimii ¢ prin aplicarea
operatiilor M, W, multiplicare, precum si inversele lor, de un numar finit de ori se va numi inchiderea
multimii ¢ §i se va nota prin [o].

Sunt adevérate urmatoarele proprietati:

1. [c] — este o clasd de grafuri d-convex simple;

2.[c] 2 o;

3. Dacda 6; D o, atunci [6;] D [02];

3. [[o]]=[al];

4.[61 U 02] 2 [01] U [o2];

Definitia 1.12: Mulfimea o se numeste inchisa in raport cu operatia M daca [o]\ = o §i inchisa daca
[o] =o.

Multimile @, S#;, S#,, SH;, SF, A, B,, precum si extinderile lor prin orice multimi de grafuri d-convex
simple, sunt inchise in raport cu operatia M, iar {H}, 3, B, nu sunt inchise.

Definitia 1.13: Multimea o se numeste completdi in raport cu operatia M in clasa C daca

[0]y = Csi completi in clasa Cdaca [o] = C.

Multimea 4 U @ este completd in G. Problema este de a gasi multimi de grafuri complete cu un numar
minim de elemente pentru fiecare dintre clasele de grafuri descrise mai sus, inclusiv pentru G. Grafurile
acestor multimi se vor numi generatori ai clasei date.

Fig.4.
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Teorema 1.11: Sunt adevarate relatiile:
a) [Pi]u=®
b) [P;] = A.

Astfel, s-a obtinut ca orice graf din clasa grafurilor d-convex simple planare ® poate fi obtinut din graful
P; si operatia M, iar orice graf d-convex simplu cu varfurile dominate din 4 poate fi obtinut din graful P,
operatiile M, W si operatia de incrementare a varfurilor.

Fie G = (X, Xy; U) un graf d-convex simplu si bipartit, in care |X;| =k, |X;| = m si |[U| = p. Conform [11],
este adevarata relatia: p > 2 * (k + m) — 4. In plus, asa cum orice graf bipartit complet este si d-convex
simplu, se obtine p <k * m. In legaturi cu aceasta, in [11] este formulata ipoteza, care afirma ca pentru orice
numere naturale k, m, p, unde p este intre limitele mentionate, poate fi construit un graf d-convex simplu
bipartit cu acesti parametri si este demonstrata ilustrativ pentru grafuri cu mai putin de 10 varfuri. Afirmatia
acestei ipoteze s-a dovedit a fi adevarata.

Teorema 1.12: Pentru orice numere naturale k>1, m > 1, 2 * (k + m) — 4 <p <k * m, poate fi construit
un graf d-convex simplu si bipartit G = (X;, X5, U), unde | X;| =k, |Xo| =m, |U| =p.

Urmatoarea teorema permite sa se afirme ca problemele ce tin de distantd se reduc la rezolvarea lor pe
componente, daca se cunoaste structura grafurilor.

Teorema 1.13: Fie G orice graf conex si fara triunghiuri si L(G, Gy) — graful d-convex simplu obtinut din
G si atomul lui. Atunci:

1. v[L(G, Gy)] =r[G];

2.d[L(G, Gy] = d[G];

3. ¢[L(G, Gy)] =c[G] U {x € Gy| x este copie a unui varf din c[G]};

Este cunoscut cd dacd (X', p) este un spatiu metric finit, cu metrica definitd in numere intregi, atunci
indiferent de metrica p, intotdeauna exista un graf G = (X, U), astfel incat X' < X si distanta dintre varfurile

submultimii X' in G coincide cu distanta p a acelorasi elemente in spatiul X' . In acest caz se zice ci metrica
p este scufundatd in graful G sau p este realizatd in graful G. Prezintd interes atat practic, cat si teoretic
problema inversa. Se spune ca graful G = (X, U) este scufundat sau amplasat in spatiul metric (X', p), daca
existd o aplicatie ¢ : X — X', astfel incat orice doud varfuri x, y adiacente in G au imaginile @(x), ¢(y) in
X' aflate la distanta 1 a acestui spatiu. In particular, prezinti interes cazul cand spatiul metric X' este unul
euclidian.

Definitia 1.14: Prin dimensiunea unui graf G = (X, U) se intelege dimensiunea minima a spatiului
euclidian R", cu proprietatea ca graful G poate fi scufundat in el, astfel incdt orice doud varfuri adiacente
din G (adica la distanta 1 in G) sd fie la distanta (euclidiana) 1 in R™. Se va nota dimG = m.

Problema care prezinta interes poate fi formulata astfel: sa se afle dimensiunea pentru orice graf G = (X, U).
De asemenea, aici se poate vorbi si despre elaborarea unor algoritmi ce ar permite calcularea dimensiunii
unui graf neorientat. Astfel formulatd, in caz general, aceastd problema este destul de dificild. Rezultatul
obtinut tine de dimensiunea clasei de grafuri d-convex simple planare si modul de amplasare a acestor
grafuri 1n spatiu. De asemenea, 1n [6,7] sunt descrisi algoritmii ce efectueaza acest lucru.

Teorema 1.14: Daca G = (X, U), |X| > 3 este un graf d-convex simplu planar, atunci dimG = 3.

2. Grafuri d-convex quasi-simple neorientate

In continuare se va descrie clasa grafurilor d-convex quasi-simple.

Definitia 2.1: Graful G = (X; U) se numeste d-convex quasi-simplu dacd nu contine multimi d-convexe A
# X, care sa genereze subgrafuri incomplete.

Din definitiile 1.3 si 2.1 grafurile d-convex quasi-simple se deosebesc de cele d-convex simple numai prin
faptul cé in ele existd multimi d-convexe ce genereaza subgrafuri complete cu mai mult de 2 varfuri. Toate
grafurile complete K,, n € N, satisfac definitiei 2.1 si, deci, sunt d-convex quasi-simple. Astfel, d-convexitatea
simpla este un caz particular al d-convexitatii quasi-simple. Ca si in cazul grafurilor d-convex simple, este
adevaratd urmatoarea teorema:

Teorema 2.1 [11, 15]: Un graf G = (X; U) este d-convex quasi-simplu daca si numai daca G = d-conv({p,
q}) pentru orice douad varfuri p si q neadiacente; daca si numai daca G = d-conv({p, q}) pentru orice doud
varfuri p si q aflate la distanta 2 in G.
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Se considerd urmatoarea clasa de grafuri G, definita recursiv dupa cum urmeaza:
I. In clasa Go sunt toate grafurile Gy = (X 6,> Y, ), unde:

XGO ={u, v, X1, X2,..., Xn},
U Gy = {(u, xp); (x5, v) []=1, 2,...,n} U {orice multime de muchii (x;, Xi), j # k, de care avem nevoie};
II. Din Gy, (i>1) definim graful G;, unde:
Xg =X, YAYL Y2 Ymf, m2 1,
Ug =U; Ui(ab)la,be X, sinuambeledin X ; , astfel incat sunt satisfacute conditiile a) 51 b)}.
a) Pentru orice yjexistdip,q € X G.\» astfel incat y; € d-conv({p, q});

b) Pentru toate a, b € X, la distanta 2, existd p, q € XG;1 , p, q diferite de a, b, astfel Incét

d; (p,q)=2sip,q € d-conv({a, b});

1L In Go nu sunt alte grafuri in afari de G, v i € N.

Teorema 2.2: Un graf G = (X, U), G # K,, n € N, este d-convex quasi-simplu daca si numai daca
Ge gQ.

Asupra grafurilor d-convex quasi-simple se definesc in mod analogic operatiile M, W si de multiplicare si
decrementare a varfurilor. Urmatoarele teoreme indica conditiile in care aceste operatii pot fi aplicate asupra
grafurilor din Gg.

Teorema 2.3: Daca G, si G, sunt doua grafuri d-convex quasi-simple in care exista cdte o pereche de

=
xlz :);’12

Din teorema 2.3 rezulta ca operatia introdusd mai sus M este operatie algebrica si pe multimea grafurilor
d-convex quasi-simple Gj.

Teorema 2.4: Dacd G este un graf d-convex quasi-simplu cu numdrul de muchii m<[(n’-n)/2]-1, atunci
G este, de asemenea, un graf d-convex quasi-simplu.

Teorema 2.5: Daca G este un graf d-convex quasi-simplu, atunci G~ este, de asemenea, un graf d-convex
quasi-simplu.

Teorema 2.6: Daca G este un graf d-convex quasi-simplu in care existd doud perechi de varfuri copii, x;,

x=y
xlz :}}’12

varfuri copii, x;, x; in Gy i y;, v2in Gy, atunci graful G = M (G;, G,) este d-convex quasi-simplu.

X, §i y1, ¥3, care satisfac conditia d(x;, y;) > 2, atunci graful H = W (G) este, de asemenea, d-convex

quasi-simplu.

Fie G = (X, U) orice graf neorientat cu n varfuri: X = {xy, Xa,..., Xp}. Cu ajutorul lui se formeaza un graf
nou, notat prin G = (X, U™), in modul urmator:

X?=X U {u,u), U?=U U {(u, x)); (U, x)|i=1,2,...,n}.

Graful G* are, astfel, cel putin o pereche de vérfuri copii: u , uy. Daca G este diferit de graful vid O, si
deci are cel putin o muchie (x, x;), atunci G™ nu este d-convex simplu, fiindca are cicluri de lungimea trei:
U, Xk, X 1 Ug, X, X|.

Lema 2.1: Fie G orice graf neorientat, atunci G este un graf d-convex quasi-simplu.

Fie ca se noteaza prin 7= {G " G este conex}, iar prin 2 ={L"(G)| G este conex}.

M daca existd doud grafuri d-convex quasi-simple G, si G, astfel inciat G = M(G,, G>). In acest caz, G, si
G, se vor numi divizorii grafului G.

Definitia 2.3: Graful d-convex quasi-simplu G se numeste graf M-prim daca el nu este divizibil in raport
cu operatia M si prim daca el nu este divizibil in raport cu operatiile M, W.

Teorema 2.7: Pentru ca graful d-convex quasi-simplu G sa fie divizibil in raport cu operatia M este necesar
si suficient sa existe o pereche de varfuri copii in G, care sd fie o multime de articulatii ale acestui graf.

In continuare se vor introduce notiunile de multimi inchise si multimi complete in raport cu o clasi de
grafuri pentru grafurile d-convex quasi-simple. Fie o o clasa de grafuri d-convex quasi-simple.

Definitia 2.4: Multimea tuturor grafurilor ce pot fi obtinute din grafurile multimii o prin aplicarea operatiei
M de un numar finit de ori se va numi inchiderea multimii ¢ in raport cu operatia M si se va nota prin [ ] ‘f' "
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Definitia 2.5: Multimea tuturor grafurilor ce pot fi obtinute din grafurile multimii o prin aplicarea
operatiilor M, W, multiplicare, precum §i inversele lor, de un numar finit de ori, se va numi inchiderea
multimii ¢ si se va nota prin [c]*.

Sunt adevarate urmatoarele proprietati:

1. [o]? — este o clasa de grafuri d-convex simple;

2.[c]* 2 o;

3. Dacd 6, D o, atunci [61]* D [02]";

3. [[o]"]* = [o]%

4.[o1 Y 6]' 2 [o1]' U [02]%

Definitia 2.6: Multimea o se numeste inchisa in raport cu operatia M daca [r] PI = ¢ §i inchisd daca
[c]"=o.

Definitia 2.7: Multimea o se numeste completd in raport cu operatia M in clasa C daca o] f, =Csi
completd in clasa Cdaca [6]" = C

Problema este de a gasi multimi de grafuri complete cu un numar minim de elemente pentru fiecare dintre
clasele de grafuri descrise mai sus, inclusiv pentru G7. Grafurile acestor multimi se vor numi generatori ai
clasei date.

Teorema 2.8. Sunt adevarate relatiile:

a G7e /] ::‘ pentru orice graf G.

b) [Ky]" = [A"].

Asa cum Ps, K, € [f] ':, rezulta 4, A7 < [9]7. lar daca se noteaza prin @ multimea grafurilor d-convex
quasi-simple planare, atunci cea mai larga clasa de grafuri cunoscutd de acest fel, care au structura transpa-
rentd, este multimea:

[uP&U 3BT U{K,|nE N},
Pentru grafurile d-convex quasi-simple s-a cercetat, de asemenea, problema calculdrii dimensiunii lor.

Fig.5. Graful Q.

Teorema 2.9: Daca G =(X, U),
dimG = 3.

X|>4, G # Qs (Fig.5), este un graf d-convex quasi-simplu planar, atunci

3. Grafuri d-convex simple orientate

In cele ce urmeazi se vor studia grafuri orientate, fara bucle si arce multiple. Un graf orientat G = (X; U)
se numeste tare conex sau conex forte daca pentru oricare doud varfuri x, y € X exista cel putin un drum

(lant orientat) ce porneste din varful x spre varful y si cel putin un drum ce porneste din varful y spre varful
x. Fie D = (x = z}, 7, ..., Z, = y) este un drum ce porneste din x spre y. In acest caz vom mai spune ca
drumul D leaga varfurile x si y 1n ordinea indicata, care se numesc extremitati ale lui D. Numarul p se
numeste lungime a drumului
D=x=z,2,...,2,=Y)
si vom scrie (D) = p.
Fie D(x, y) familia tuturor drumurilor din Gce leaga varfurile x si y. Lungimea celui mai scurt drum din

D(x, y) o vom numi distanta dintre varfurile X iy si o vom nota prin d(x, y). Astfel:
d(xy) = min {I(D)}
DED(xy
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In cazul cand intre doua varfuri x, y € X nu exista drum care le leagi, se va considera cd d(x, y) = 0.

Astfel introdusa notiunea de distantd nu poseda proprietatea comutativa; adica, la general vorbind, d(x, y)
# d(y, x). Distanta este o functie d: XxX — M ce poseda proprietitile:

1. d(x, y) = 0, pentru oricare doua varfuri X, y € X, si d(x, y) = 0 daca si numai daca x =y;

2. d(x,y) = d(x, z) + d(z, y), pentru oricare trei varfuri X, y, z € X.

Astfel definita functia — distantd d: XxX — M este o pseudo-metrica in graful orientat G.

Multimea < %,y > = { z € X | d(x, ) + d(z, y) = d(X, y)} se numeste d-segment orientat de la x spre y.
Evident, notiunea de segment orientat < X,y > are sens doar in cazul cand in graful G exista cel putin un
drum ce leaga x cu y. Din aceste considerente, in continuare vom studia doar grafuri tare conexe.

Definitia 3.1: Multimea A = X se numeste d-convexd in graful G = (X; E’) daca pentru orice x, y € A,
luate in ordinea indicatd, are loc relatia < %, v > S A.

Se observa ca pentru orice multime A, |A| = 0 sau 1, este d-convexa.

Lema 3.1: Daca A si B sunt doud multimi d-convexe ale unui graf orientat G = (X; f__;'), atunci intersectia

lor A N B este de asemenea o multime d-convexd in (.

Definitia 3.2: Intersectia tuturor multimilor d-convexe ale unui graf orientat G = X U '), ce contin o
submultime de varfuri B € X, se numeste invelitoare d-convexd a multimii B si se noteazd prin d-conv(B).

Daca B € X este deja o multime d-convexa, atunci d-conv(B) = B.

In cazul studierii invelitoarei convexe sunt evidente relatiile:

1. d-conv(@) = @;
. d-conv({x}) = {x};

3. d-conv(X) = X;

4. A =d-conv(A);

5. d-conv(d-conv(A)) = d-conv(A);

In baza relatiilor mentionate 1-5, putem spune ca notiunea de d-convexitate pentru cazul grafurilor orien-
tate se incadreaza in axiomatica teoriei generale a convexitatii [12].

\S)

Definitia 3.3: Graful orientat §i tare conex G = (X; U) se numeste d-convex simplu daca nu contine

-
< |X].

Teorema 3.1: Urmadtoarele afirmatii sunt echivalente:

multimi d-convexe A T X, astfel incdt 1 < |A

1 G= (X 7 ') este un graf d-convex simplu orientat;

2. d-conv({x, y}) = X, pentru orice doua varfuri distincte x, y € X;

3. d-conv({x, y}) = X, pentru orice doua varfuri adiacente x, y € X;

Se considera urmatoarea clasa de grafuri orientate T, definitd recursiv dupa cum urmeaza:

I. In clasa D sunt toate grafurile Go= (XE.:’ ﬁE ), unde:
e
KE: = {X1, X2y .0 Xn}, N =3,
E’EE = {(Xn x1)} U {(Xi» xir1) | i=1,2, ..., n-1},
adica Eo este un contur elementar cu n varfuri;
II. in baza grafului Gi; (i = 1) construim graful G; = Xz, EE. ), unde:
KE: = HE:_: U {yl, Y2, ceey Ym}a m 11"'—} 17
EE1 = EE‘:—'_ U {(a,b)|a,bE XE._’ si nu ambele din }{E-__;’ astfel incat sunt satisfacute

conditiile a), b)}.
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d) Pentru orice varf'y; exista doud varfuri distincte p, q € Xz, astfel incat
-2

y; € d-conv({p, q});
e) Pentru orice doua varfuri adiacente a, b € X, exista doud varfuri distincte p, g € Xz, astfel incat
1 1—1

au loc relatiile:
1. p,q € d-conv({a, b});
2. dg_ (p.9)=dg (p, )
3. dg_,(q,p)=dg (9, p);
IIL. In © nu sunt alte grafuri in afara de grafurile descrise iterativ in I si II.

Teorema 3.2: Un graf orientat tare conex G = X E"), |X] = 3, este d-convex simplu daca i numai daca
GED.

Pentru grafurile orientate au fost definite: operatia L, astfel incat perechi de varfuri care erau copii in
grafurile neorientate au devenit perechi de varfuri anticopii [1]; operatiile M, W asupra perechilor de varfuri
care se afla la distante egale unele de altele, precum si multiplicarea varfurilor prin copii sau, In anumite
conditii prin anticopii; de asemenea, operatia de decrementare, in grafurile d-convex simple orientate, poate
sd elimine varfurile copii sau anticopii de prisos. Acest lucru a fost necesar nu doar pentru a pune in
evidenta, ca si pana acum, structura grafurilor d-convex simple orientate si a determina careva clase de astfel
de grafuri, ceea ce este de asemenea important, dar i pentru a putea indica relatia dintre grafurile d-convex
simple orientate si cele neorientate.

Fie G = (X, U) un graf neorientat. Aceasta inseamnd ca G este un graf orientat complet simetric, in care
fiecare muchie u = (x, y) £ U este privitd ca doua arce (x, y) si (y, x). Fie ci se elimind din fiecare muchie a
grafului G unul si numai unul dintre aceste doud arce. Graful orientat obtinut este antisimetric i se numeste
orientarea grafului initial G, care se va nota prin G = (X, U). In dependenti de arcele care sunt eliminate,

pentru graful neorientat G se pot obtine mai multe orientari ale sale.
Teorema 3.3: Daca G este un graf d-convex simplu neorientat din multimea A, atunci exista cel putin o
orientare a lui G, care este un graf d-convex simplu orientat.

In baza acestui rezultat, s-a obtinut ca intr-un graf d-convex simplu orientat G, care reprezintd orientarea
grafului G, orice varf are o anticopie. Deci, perechile de varfuri copii din G s-au transformat in perechi de
varfuri anticopii in G. Graful orientat si d-convex simplu din urmatoarea figuré, care reprezinti o orientare a
grafului J; din Fig.3a), notat E, are proprietatea ca daca oricarui varf i se va adauga o anticopie, atunci graful

nou va fi de asemenea d-convex simplu.

Fig.6. Graful ]_1'

Astfel, s-a obtinut ca toate grafurile prime d-convex simple neorientate poseda cel putin céte o orientare,
care este un graf d-convex simplu orientat. Mai mult, orientarea poate fi luata astfel incat perechile de varfuri
copii sd se transforme in perechi de varfuri anticopii, ceea ce va permite ca aceste grafuri orientate si
participe in operatia M, W pentru a forma alte grafuri noi care vor fi orientarile grafurilor respective d-
convex simple neorientate.
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Rezulta ca orice graf d-convex simplu neorientat G, a carui structurd este cunoscutd, are cel putin o

orientare G, care este un graf d-convex simplu orientat. Aceasta inseamna ca multimea grafurilor d-convex

simple orientate contine, in acest sens, multimea grafurilor d-convex simple neorientate cunoscute.

—_—
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