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Andrei POŞTARU, Daniela MOFTULEAC.
Catedra Informatic¼a şi Optimizare Discretā

In this paper we consider the weighted minimax (1-center) location problem on the tree with uniform
distributed weights. The set of the T-centres and one algorithm of a �nding of the center of a tree with constant
wieghteds is described.

Introducere
Fie G = (V;E) un graf �nit simplu neorientat cu muļtimea de vârfuri V = fv1; v2; : : : ; vng şi

muļtimea de muchii E, jEj = n. Presupunem c¼a �ec¼arui vârf vi 2 V i se asociaz¼a o pondere pozitiv¼a
wi = w(vi). Distanţa dintre dou¼a vârfuri v0; v00 2 V , notat¼a d(v0; v00), este, prin de�ni̧tie, num¼arul de
muchii care se conţin în cel mai scurt lanţ ce uneşte aceste vârfuri. Excentricitatea unui vârf v 2 V
este m¼arimea

e(v) = max fwid(v; vi) : vi 2 V g : (1)

Muļtimea vârfurilor v care minimizeaz¼a funçtia (1) se numeşte centrul grafului G = (V;E) şi se
noteaz¼a C(G). Vârfurile, apaŗtinând lui C(G), se numesc vârfuri centrale.

Bibliogra�a problemei centrului este foarte bogat¼a. Unul dintre rezultatele clasice se refer¼a la
centrul unui arbore în cazul unor ponderi unitare ale vârfurilor: centrul oric¼arui arbore const¼a dintr-
un vârf sau din dou¼a vârfuri adiacente.

În prezenta lucrare de�ni̧tia centrului este extins¼a pentru cazul când ponderile vârfurilor nu sunt
constante, ci reprezint¼a ni̧ste variabile aleatoare. Ponderi stohastice în probleme de amplasare pe gra-
furi au fost introduse prima dat¼a de c¼atre Frank [1]. Wesolowsky introduce în 1977 ponderi stohastice
pentru probleme de amplasare în planul euclidian [2]. Problema centrului probabilist al unei muļtimi
�nite de puncte pe plan este examinat¼a în [3].

Problema centrului probabilist al unui graf

Dac¼a wi ale vârfurilor grafului G = (V;E) reprezint¼a ni̧ste constante pozitive, atunci vârful v� 2 V
este un vârf central dac¼a şi numai dac¼a pentru orice vârf v 2 V

max
vi2V

wid(v
�; vi) � max

vi2V
wid(v; vi) (2)

sau
min
v2V

max
vi2V

wid(v; vi) = max
vi2V

wid(v
�; vi): (3)

M¼arimea R = max
vi2V

wid(v
�; vi) se numeşte raz¼a (ponderat¼a) a grafului.

În acest caz, când ponderile sunt ni̧ste constante pozitive, este �resc s¼a-i d¼am vârfului central v�

de raz¼a R urm¼atoarea interpretare:
v� este situat, de la orice alt vârf v 2 V , la o distanţ¼a (ponderat¼a) nu mai mare decât R. Prin

urmare,

P

�
max
vi2V

wid(v
�; vi) > T

�
= 0; T � R: (4)

În continuare vom presupune c¼a ponderile vârfurilor grafului nu sunt constante, ci reprezint¼a ni̧ste
variabile aleatoare independente �1; �2; : : : ; �n cu reparti̧tii uniforme pe segmentele respective [ai; bi],
�i �ind ponderea vârfului vi, i = 1; 2; : : : ; n:
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Pentru a de�ni noţiunea de vârf central vom porni de la relaţia (4). Fiind dat un num¼ar pozitiv
T , prin analogie, obiectivul nostru va � determinarea vârfului (vârfurilor) v� 2 V care minimizeaz¼a
probabilitatea

P

�
max
vi2V

�id(v
�; vi) � T

�
: (5)

Orice vârf v� 2 V care veri�c¼a condi̧tia (4) se numeşte vârf T -central al grafului G = (V;E). T-
centrul grafului este muļtimea vârfurilor T -centrale. Astfel, un vârf T -central este un vârf pentru care
distanţa ponderat¼a de la cel mai "dep¼artat" vârf r¼amâne, cu o probabilitate maximal¼a, în limitele date
(0; T ). Obiectivul nostru este examinarea vârfurilor T -centrale ale grafului. Deoarece excentricitatea

e(v�) = max
vi2V

�id(v
�; vi) (6)

este o variabil¼a aleatoare, iar �1; �2; : : : ; �n sunt variabile aleatoare independente cu reparti̧tii uniforme,
rezult¼a c¼a

P

�
max
vi2V

�id(v
�; vi) � T

�
= 1� P

�
max
vi2V

�id(v
�; vi) < T

�
=

= 1� P (�1d(v�; v1) < T; �2d(v�; v2) < T; : : : ; �nd(v�; vn) < T ) =
= 1�

Qn
1 P (�id(v

�; vi) < T ) = 1�
Qn
1 P

�
�i <

T
d(v�;vi)

�
:

(7)

Cum �i are lege uniform¼a de reparti̧tie pe segmentul [ai; bi] (ai > 0), putem scrie:

P

�
�i <

T

d(v�; vi)

�
=

8>>>><>>>>:
0 dac¼a

T

d(v�; vi)
� ai;

T � aid(v�; vi)
(bi � ai) d(v�; vi)

dac¼a aid(v
�; vi) < T � bid(v�; vi);

1 dac¼a T > bid(v
�; vi):

(8)

Din de�ni̧tie, ţinând cont de (5) şi (8), se poate conchide c¼a determinarea vârfului (vârfurilor)
T -central v� se reduce la determinarea vârfurilor v� care maximizeaz¼a funçtia

F (v�) =
nY
1

P

�
�i <

T

d(v�; vi)

�
: (9)

Problema principal¼a de care ne vom ocupa în continuare este descrierea, pentru orice T > 0, a T -
centrului arborelui G = (V;E). Este evident c¼a dac¼a T este su�cient de mic (de exemplu, T < mini ai),
atunci pentru orice vârf v 2 V ,

P

�
min
vi2V

�id(v; vi) � T
�
= 1: (10)

Fie r = min
v2V

max
vi2V

aid(v; vi); R = min
v2V

max
vi2V

bid(v; vi). Este limpede c¼a relaţia (10) are loc pentru orice

T 2 (0; r), iar relaţia (6) are loc pentru orice T > R.
Astfel, dac¼a T 2 (0; r), atunci, cu probabilitatea 1, T -central este �ecare vârf al arborelui, adic¼a

în acest caz T -centrul arborelui coincide cu muļtimea vârfurilor arborelui V .
Prin urmare, dac¼a T 2 (0; r), atunci

8v 2 V; P (e(v) 2 (T;1)) = 1: (11)

În continuare vom examina vârfurile T -centrale pentru T 2 (r;R), problema �ind interesant¼a, de
fapt, anume pentru astfel de valori ale lui T . Aici un rol important îl are muļtimea de vârfuri

S = fv 2 V : aid(v; vi) � T pentru orice vig (12)
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(orice vârf din V "îl vede" pe �ecare din celelalte vârfuri la o distanţ¼a "ponderat¼a" nu mai mare decât
T ).

Teorema 1. Dac¼a T 2 (r;R), atunci vârfurile T -centrale se conţin în mulţimea S.

Demonstraţie. Este evident c¼a S 6= V , în caz contrar a�rmaţia teoremei este trivial¼a. Deci, �e
S 6= V: Atunci, în primul rând, dac¼a T 2 (r;R), atunci pentru orice vârf T -central v

P

�
max
vi2V

(�id(v; vi)) � T
�
< 1: (13)

În al doilea rând, dac¼a v0 2 V n S, atunci pentru orice vi 2 V , aid(v0; vi) � T sau, echivalent,
P (�id(v

0; vi) � T ) = 1. Deoarece T -centrale (cu T 2 (r;R)) sunt acele vârfuri v 2 V care minimizeaz¼a
probabilitatea

P (�id(v; vi) � T ) ; vi 2 V; (14)

rezult¼a c¼a aceste vârfuri nu pot apaŗtine muļtimii V n S, adic¼a apaŗtin muļtimii S. Teorema este
demonstrat¼a.

Centrul unui arbore ponderat
Se consider¼a un arbore �nit G = (V;E), vârfurilor v ale c¼aruia le sunt atribuite ponderi constante

w(v) > 0.
Teorema 2. Orice lanţ elementar c(v1; vk) = [v1; v2; : : : ; vk] al arborelui G = (V;E) conţine un

vârf vs; astfel încât

e(v1) > e(v2) > : : : > e(vs) � e(vs+1) < e(vs+2) < : : : < e(vk): (15)

Aceast¼a teorem¼a a�rm¼a, deci, c¼a pe orice lanţ elementar excentricitatea, în general, mai întâi descreşte
pâna atinge valoarea minimal¼a într-un vârf sau în dou¼a vârfuri adiacente, dup¼a care creşte. Nu se
exclude cazul când s = 1 sau s = k.

Demonstraţie. Presupunem contrariul. Atunci, pe lanţul c(v1; vk) exist¼a 3 vârfuri consecutive
vi; vi+1; vi+2; astfel încât

e(vi) < e(vi+1) > e(vi+2): (16)

Este evident c¼a exist¼a un vârf v� 2 V; astfel încât e(vi+1) = w(v�)d(vi+1; v�). Pentru v� sunt posibile
dou¼a cazuri:
1) v� este situat pe un lanţ care conţine muchia (vi+1; : vi);
2) v� este situat pe un lanţ care nu conţine muchia (vi+1; : vi) (Fig. 1);

Fig. 1

Se observ¼a cu uşurinţa c¼a în primul caz e(vi+1) = w(v�)d(vi+1; v�) = w(v�)(1 + d(vi+1; v�)) �
e(vi+2), iar în al doilea caz e(vi+1) = w(v�)d(vi+1; v�) = w(v�)(d(vi; v�)� 1) � e(vi).
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Prin urmare, obţinem sau inegalitatea e(vi+1) � e(vi+2) sau inegalitatea e(vi+1) � e(vi), ambele
�ind in contradiçtie cu inegalit¼aţile (16). Teorema este demonstrat¼a.

Consecinţa 1. Într-un arbore exist¼a un singur vârf central sau dou¼a vârfuri centrale, acestea �ind
adiacente.

Demonstraţie. Dac¼a am presupune c¼a exist¼a dou¼a vârfuri centrale şi ele nu sunt adiacente, atunci
pe lanţul elementar care uneşte aceste dou¼a vârfuri, orice vârf are excentricitatea mai mare decât a
acestor dou¼a. Dar, în baza teoremei 2, aceasta este imposibil. Deci, dac¼a exist¼a dou¼a vârfuri centrale,
atunci ele trebuie s¼a �e adiacente.

Dac¼a ar exista mai mult de dou¼a vârfuri centrale, atunci din adiacenţa a dou¼a vârfuri centrale ar
rezulta c¼a oricare trei dintre ele, notate, de exemplu, v1; v2; v3, ar trebui s¼a formeze un lanţ din dou¼a
muchii (ca în Fig. 2).

Fig. 2

Dac¼a v� este un vârf pentru care e(v2) = w(v�)d(v2; v�), atunci pentru v1 sunt posibile dou¼a cazuri:
1) v1 apaŗtine lanţului ce uneşte vârfurile v2 şi v�;
2) v1 nu apaŗtine lanţului ce uneşte vârfurile v2 şi v�.

În cazul 1,

e(v2) = w(v
�)d(v2; v

�) = w(v�) (d(v2; v1) + d(v1; v
�)) = w(v�) (1 + d(v1; v

�)) � w(v�) + e(v1) (17)

şi, prin urmare, e(v2) 6= e(v1), ceea ce contrazice ipoteza c¼a centrale sunt toate aceste 3 vârfuri
v1; v2; v3. La contradiçtia aceasta conduce şi cazul 2, ceea ce se veri�c¼a cu usurinţ¼a în mod similar.
Aşadar, într-un arbore nu pot exista mai mult de dou¼a vârfuri centrale.

Consecinţa 2. Dac¼a v 2 V nu este un vârf central, atunci în vecin¼atatea acestui vârf O(v), unde
O(v) = fu j v 2 V; (v; u) 2 Eg, excentricitatea atinge valoarea minimal¼a într-un singur vârf şi acest
vârf este diferit de vârful v:

Demonstraţie. Presupunem c¼a exist¼a cel puţin dou¼a vârfuri u0;u00 2 O(v), în care excentricitatea
ia valoare minimal¼a: e(u0) = e(u00) < e(v) şi minu2O(V )e(v) = e(u0) = e(u00). Fie v� 2 V un vârf,
astfel încât e(v) = w(v�)d(v; v�): Sunt posibile trei cazuri: 1) muchia apaŗtine lanţului c[v; v�]; 2)
lanţului c[v; v�] îi apaŗtine muchia (v; v00); 3) nici una din muchiile (v; u0),(v; v00) nu apaŗtine lanţului
c[v; v�]: Fiecare dintre aceste cazuri conduce la contradiçtie cu ipoteza c¼a e(u0) < e(v); e(u00) < e(v)
şi e(u0) = e(u00): Într-adevar, în cazul 1) obţinem e(u00) � [1 + d(v; v�)]w(v�) şi deci, e(u00) > e(v); în
cazul 2) obţinem e(u0) > e(v); în cazul 3) obţinem e(u0) > e(v), e(u00) > e(v).

Remarc¼a. Dac¼a vârfurile adiacente u0 2 V si u00 2 V nu sunt centrale, atunci e(u0) = e(u00).
Un algoritm de determinare a centrului arborelui
Din teorema 2 putem conchide c¼a pe orice lanţ elementar excentricitatea se comport¼a în felul

urm¼ator: la început descreşte atingând minimul într-un vârf sau în dou¼a v¼arfuri adiacente, dup¼a
care creşte; sau pe întregul lanţ doar descreşte pân¼a atinge valoarea minim¼a; sau pe întregul lanţ
excentricitatea doar creşte (de la valoare minim¼a). Aceasta în mod �resc conduce la formularea
urm¼atorului algoritm pentru determinarea centrului unui arbore.
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Algoritm
Pasul 0. Se ia un vârf oarecare v0 2 V şi se calculeaz¼a excentricitatea lui v0 şi excentricit¼aţile

vârfurilor adiacente v; v 2 O(v0) =
�
vj : v 2 V; : (v0; v) 2 E

	
:

Dac¼a e(v0) � e(v) pentru orice v 2 O(v0), atunci v0 este un vârf central al arborelui. În caz
contrar, vârful din O(v0) cu excentricitate minim¼a se noteaz¼a prin v1 şi se trece la pasul 1.

Pasul k, k � 1. Se calculeaz¼a excentricitatea vârfurilor v 2 O(vk). Dac¼a e(vk) � e(v) pentru orice
v 2 O(vk), atunci vk este un vârf central al arborelui. În caz contrar, vârful din O(vk) cu excentricitate
minim¼a se noteaz¼a prin vk+1 şi se trece la pasul k + 1.

Corectitudinea algoritmului
Deoarece se presupune c¼a arborele este �nit, dup¼a un num¼ar �nit de paşi va � g¼asit un vârf vs;

astfel încât e(vs) � e(v) pentru orice v 2 O(vs):
Acest vârf vs este vârf central. S¼a admitem contrariul şi �e v� vârful central (sau unul dintre

vârfurile centrale). Atunci, examinând lanţul elementar c[v0; v�] = (v0; v1; v2; : : : ; vs; : : : ; v�) vom
observa c¼a comportarea excentricit¼aţii de-a lungul acestui lanţ contrazice teorema 2: exist¼a un vârf
�v 2 c[v0; v�]; astfel încât

e(v0) > e(v1) > : : : > e(vs) < e(�v) < : : : < e(v�): (18)

Pe lanţul c[�v; v�], în baza teoremei 2 (şi a consecinţelor), exist¼a 3 vârfuri v0; v00; v000; astfel încât
(v0; v00) 2 E; (v00; v000) 2 E şi e(v0) < e(v00) > e(v000), ceea ce contrazice a�rmaţia teoremei 2.
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