Matematicd Seria , Stiinte exacte si economice” ISSN 1857-2073

O PROBLEMA DESPRE CENTRUL PROBABILIST AL ARBORELUI

Andrei POSTARU, Daniela MOFTULEAC.

Catedra Informatica gi Optimizare Discreta

In this paper we consider the weighted minimax (1-center) location problem on the tree with uniform
distributed weights. The set of the T-centres and one algorithm of a finding of the center of a tree with constant
wieghteds is described.

Introducere
Fie G = (V,E) un graf finit simplu neorientat cu multimea de varfuri V. = {v1,va,...,v,} si
multimea de muchii E, |E| = n. Presupunem ca fieciarui varf v; € V i se asociazd o pondere pozitiva
w; = w(v;). Distanta dintre doud varfuri v',v” € V, notata d(v’,v"), este, prin definitie, numarul de
muchii care se contin in cel mai scurt lant ce uneste aceste varfuri. Excentricitatea unui varf v € V
este marimea
e(v) = max {w;d(v,v;) :v; € V}. (1)

Multimea varfurilor v care minimizeaza functia (1) se numeste centrul grafului G = (V, E) si se
noteaza C'(G). Varfurile, apartinand lui C(G), se numesc varfuri centrale.

Bibliografia problemei centrului este foarte bogatd. Unul dintre rezultatele clasice se referd la
centrul unui arbore in cazul unor ponderi unitare ale varfurilor: centrul oricarui arbore consta dintr-
un varf sau din doua varfuri adiacente.

In prezenta lucrare definitia centrului este extinsi pentru cazul cand ponderile varfurilor nu sunt
constante, ci reprezinta nigte variabile aleatoare. Ponderi stohastice in probleme de amplasare pe gra-
furi au fost introduse prima datd de citre Frank [1]. Wesolowsky introduce in 1977 ponderi stohastice
pentru probleme de amplasare in planul euclidian [2]. Problema centrului probabilist al unei multimi
finite de puncte pe plan este examinata in [3].

Problema centrului probabilist al unui graf

Daca w; ale varfurilor grafului G = (V, E') reprezinta niste constante pozitive, atunci varful v* € V
este un varf central dacd gi numai dacd pentru orice varf v € V

g}éxs/cwid(v*,vi) < irilge/cwid(v,vi) (2)
sau
3 . ) — . * .
E)rél‘r/lglg‘ngd(v,vl) irilg‘)/(wzd(v L Vi) (3)

Marimea R = max w;d(v*,v;) se numeste razd (ponderatd) a grafului.
v; €

In acest caz, cand ponderile sunt niste constante pozitive, este firesc si-i ddm varfului central v*
de raza R urmadtoarea interpretare:

v* este situat, de la orice alt varf v € V, la o distantd (ponderatd) nu mai mare decat R. Prin
urmare,

P <maxwid(v*,vi) > T) =0, T>R. (4)
v; EV

In continuare vom presupune ci ponderile varfurilor grafului nu sunt constante, ci reprezinti nigte
variabile aleatoare independente £;,&,, ..., &, cu repartitii uniforme pe segmentele respective [a;, b;],
&, fiind ponderea varfului v;, 1 = 1,2,...,n.
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Pentru a defini notiunea de varf central vom porni de la relatia (4). Fiind dat un numér pozitiv

T, prin analogie, obiectivul nostru va fi determinarea varfului (varfurilor) v* € V care minimizeaza
probabilitatea

P <maxfid(v*,vi) > T) . (5)

v; eV

Orice varf v* € V care verificd conditia (4) se numegte varf T-central al grafului G = (V, E). T-
centrul grafului este multimea varfurilor T-centrale. Astfel, un varf T-central este un varf pentru care
distanta ponderata de la cel mai "departat" varf raméane, cu o probabilitate maximala, in limitele date
(0,T). Obiectivul nostru este examinarea varfurilor T-centrale ale grafului. Deoarece excentricitatea

e(v*) = max &;d(v*, v;) (6)
v; EV
este o variabila aleatoare, iar £;,&,, . .., &, sunt variabile aleatoare independente cu repartitii uniforme,

rezulta ca
P <max£id(v*,vi) > T) =1-P <max£id(v*,vi) < T) =
i€V v, eV
=1—P(&d(w*,v1) < T, &d(v*,v9) < T,...,&,d(v*,vy) <T) = (7)
=1-TI} P(&d(w*,v) <T)=1-[{ P (gi < ﬁ) :

Cum ¢; are lege uniforma de repartitie pe segmentul [a;, b;] (a; > 0), putem scrie:

0 daci . < ay,
( T T — aid(v*, v;) e (8)
P gi<> = — a;d(v*, v . . . 8
d(v*, v;) oy — a) d(o.vy) dacd a;d(v*,v;) < T < bid(v*,v;),
1 daci T > bid(v*,v;).

Din definitie, tinand cont de (5) si (8), se poate conchide cd determinarea varfului (varfurilor)
T-central v* se reduce la determinarea varfurilor v* care maximizeaza functia

F(o) = ﬁp (gi < d(vTU)> . )

Problema principald de care ne vom ocupa in continuare este descrierea, pentru orice T' > 0, a T-
centrului arborelui G = (V, E). Este evident cd daca T este suficient de mic (de exemplu, 7' < min; a;),
atunci pentru orice varf v € V,

P (min &d(v,v) > T) =1 (10)

v; EV

Fie r = minmax a;d(v, v;), R = minmaxb;d(v,v;). Este limpede ca relatia (10) are loc pentru orice
veV v eV veV v, eV

T € (0,7), iar relatia (6) are loc pentru orice T' > R.

Astfel, daca T € (0,7), atunci, cu probabilitatea 1, T-central este fiecare varf al arborelui, adica
in acest caz T-centrul arborelui coincide cu multimea varfurilor arborelui V.

Prin urmare, dacd T € (0,r), atunci

Vo eV, P(e(v) € (T,00)) = 1. (11)

In continuare vom examina varfurile T-centrale pentru T € (r, R), problema fiind interesanta, de
fapt, anume pentru astfel de valori ale lui T". Aici un rol important il are multimea de varfuri

S={veV:ad(,v) <T pentru orice v;} (12)
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(orice varf din V' "il vede" pe fiecare din celelalte varfuri la o distantd "ponderata" nu mai mare decat
T).

Teorema 1. Daca T € (r, R), atunci varfurile T-centrale se contin in multimea S.

Demonstratie. Este evident cad S # V, in caz contrar afirmatia teoremei este triviala. Deci, fie
S # V. Atunci, in primul rand, dacid T' € (r, R), atunci pentru orice varf T-central v

P <max(£id(v,vi)) > T) <1 (13)

v; eV

In al doilea rand, daci v € V' \ S, atunci pentru orice v; € V, a;d(v°,v;) > T sau, echivalent,

P(&;d(v°,v;) > T) = 1. Deoarece T-centrale (cu T € (r, R)) sunt acele varfuri v € V care minimizeaza
probabilitatea

P(&d(v,v) >T),v €V, (14)

rezultd cd aceste varfuri nu pot apartine multimii V' \ S, adicd apartin multimii S. Teorema este
demonstrata.

Centrul unui arbore ponderat

Se considerd un arbore finit G = (V, E), varfurilor v ale caruia le sunt atribuite ponderi constante
w(v) > 0.

Teorema 2. Orice lant elementar c(vi,vg) = [v1,v2,...,v;] al arborelui G = (V, E) contine un
varf vs, astfel incdt

e(vy) > e(va) > ... > e(vs) < e(vst1) < e(vst2) < ... < e(vg). (15)

Aceasta teoremd afirma, deci, ca pe orice lant elementar excentricitatea, in general, mai intai descregte
pana atinge valoarea minimald intr-un varf sau in doud varfuri adiacente, dupa care creste. Nu se
exclude cazul cdnd s =1 sau s = k.
Demonstratie. Presupunem contrariul. Atunci, pe lantul c(vy,vg) existda 3 varfuri consecutive
Vi, Vi1, Vi+a, astfel incat
e(vi) < e(vit1) > e(vita)- (16)

Este evident c& existd un varf v* € V| astfel incat e(v;11) = w(v*)d(vit1,v*). Pentru v* sunt posibile
doua cazuri:

1) v* este situat pe un lant care contine muchia (vi41,: v;);

2) v* este situat pe un lant care nu contine muchia (vi41,: v;) (Fig. 1);

Fig. 1

Se observa cu usurinta ca in primul caz e(vit1) = w(v*)d(vit1,v*) = w*)(1 + d(vit1,v%)) <
e(vi4+2), iar in al doilea caz e(v;y1) = w(v*)d(vit1,v*) = w(v*)(d(vi, v*) — 1) < e(vy).
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Prin urmare, obtinem sau inegalitatea e(v;+1) < e(v;y2) sau inegalitatea e(vi+1) < e(v;), ambele
fiind in contradictie cu inegalitatile (16). Teorema este demonstrata.

Consecinta 1. Intr-un arbore existd un singur varf central sau doud vdrfuri centrale, acestea fiind
adiacente.

Demonstratie. Dacd am presupune ca existd doud varfuri centrale si ele nu sunt adiacente, atunci
pe lantul elementar care uneste aceste doud varfuri, orice varf are excentricitatea mai mare decat a
acestor doud. Dar, in baza teoremei 2, aceasta este imposibil. Deci, dacé existd doua varfuri centrale,
atunci ele trebuie sa fie adiacente.

Daca ar exista mai mult de doud varfuri centrale, atunci din adiacenta a doud varfuri centrale ar
rezulta ca oricare trei dintre ele, notate, de exemplu, v1, v9, v3, ar trebui sa formeze un lant din doua
muchii (ca in Fig. 2).

'!V' '\;" 2 -\,7

Fig. 2

Daca v* este un varf pentru care e(vy) = w(v*)d(ve,v*), atunci pentru v sunt posibile doud cazuri:
1) v1 apartine lantului ce unegte varfurile vy si v*;
2) v1 nu apartine lantului ce unegte varfurile vy gi v*.

In cazul 1,
e(ve) = w(v*)d(ve, v*) = w(v*) (d(ve,v1) + d(vy,v™)) = w(v*) (1 4+ d(v1,v")) <w(v*) +e(v1) (17)

si, prin urmare, e(ve) # e(v1), ceea ce contrazice ipoteza cd centrale sunt toate aceste 3 varfuri
v1,v2,v3. La contradictia aceasta conduce si cazul 2, ceea ce se verificd cu usurintd in mod similar.
Asadar, intr-un arbore nu pot exista mai mult de doud varfuri centrale.

Consecinta 2. Daca v € V' nu este un varf central, atunci in vecinatatea acestui varf O(v), unde
O(w) ={u|veV, (v,u) € E}, excentricitatea atinge valoarea minimala intr-un singur varf gi acest
varf este diferit de varful v.

Demonstratie. Presupunem c& exista cel putin doud varfuri «’,u” € O(v), in care excentricitatea
ia valoare minimald: e(u’) = e(u") < e(v) si min,cor)ye(v) = e(v’) = e(u”). Fie v* € V un varf,
astfel incat e(v) = w(v*)d(v,v*). Sunt posibile trei cazuri: 1) muchia apartine lantului c[v, v*]; 2)
lantului ¢[v, v*] ii apartine muchia (v,v”); 3) nici una din muchiile (v, u’),(v,v"”) nu apartine lantului
c[v,v*]. Fiecare dintre aceste cazuri conduce la contradictie cu ipoteza ci e(u') < e(v), e(u”) < e(v)
si e(u') = e(u”). Intr-adevar, in cazul 1) obtinem e(u”) > [1 + d(v, v+)] w(v#) si deci, e(u”) > e(v); in
cazul 2) obtinem e(u') > e(v); in cazul 3) obtinem e(u’) > e(v), e(u”) > e(v).

Remarca. Daca varfurile adiacente v’ € V si v” € V nu sunt centrale, atunci e(u') = e(u”).

Un algoritm de determinare a centrului arborelui

Din teorema 2 putem conchide ca pe orice lant elementar excentricitatea se comporta in felul
urmator: la inceput descreste atingdnd minimul intr-un varf sau in doud varfuri adiacente, dupa
care creste; sau pe intregul lant doar descreste pana atinge valoarea minimd; sau pe intregul lant
excentricitatea doar creste (de la valoare minim&). Aceasta in mod firesc conduce la formularea
urmatorului algoritm pentru determinarea centrului unui arbore.
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Algoritm

Pasul 0. Se ia un varf oarecare v° € V si se calculeazi excentricitatea Iui v° si excentricititile
varfurilor adiacente v; v € O(v°) = {v|: v € V,: (1%, v) € E}.

Dacid e(v?) < e(v) pentru orice v € O(v?), atunci v° este un varf central al arborelui. In caz
contrar, varful din O(v") cu excentricitate minim# se noteaza prin v! si se trece la pasul 1.

Pasul k, k > 1. Se calculeaza excentricitatea varfurilor v € O(v*). Daci e(v*) < e(v) pentru orice
v € O(vF), atunci v* este un varf central al arborelui. In caz contrar, varful din O(v*) cu excentricitate
minim4 se noteaz prin vF*1! si se trece la pasul k + 1.

Corectitudinea algoritmului

Deoarece se presupune cé arborele este finit, dupd un numar finit de pasi va fi gasit un varf v*,
astfel incat e(v®) < e(v) pentru orice v € O(v*).

Acest varf v*® este varf central. S& admitem contrariul gi fie v* varful central (sau unul dintre
varfurile centrale). Atunci, examinand lantul elementar c[v®,v*] = (%0} v% ... 0% ..., 0v*) vom
observa c& comportarea excentricitdtii de-a lungul acestui lant contrazice teorema 2: existd un varf
v € c[v?,v*], astfel incat

e(v?) > e(v!) > ... > e(v®) < e() < ... < e(vY). (18)
Pe lantul ¢[o,v*], in baza teoremei 2 (si a consecintelor), existd 3 varfuri v’,v” 0" astfel incat

(W) e E, (", 0") € E sie(v) <e() > e(v"), ceea ce contrazice afirmatia teoremei 2.
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