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ALGORITM CU MODIFICAREA ALEATORIE A COMPONENTELOR GRADIENTULUI
PENTRU UN MODEL CONVEX DE OPTIMIZARE

Pavel BALAN

Catedra Informare si Optimizare Discreta

A stochastic algorithm is proposed and analyzed, that is a probabilistic generalization of gradient method, for
solving convex models. A random change of ,,0ld” partial derivatives with ,,new” ones is performed from one iteration
to another. Convergence aspects of this scheme are analyzed for the case when the step is adjusted programmatically.
Certain conditions are indicated, that, being respected, ensure the convergence of this scheme to the optimal solution
with probability 1.

Se considera urmatoarea problema:

(1)
xeX

{F (x) = min

unde X reprezintd o multime compacta si convexa in spatiul euclidian £”.

Definim V(X ,5) = U V(x,g) — vecinatatea de raza & a multimii X . Cu V(x,g) se noteaza vecina-
xeX

tatea sfericd de raza & >0 a punctului x € E", sau formal:

V(x,8)={yeE” :

=<

Fie pentru un careva & >0, functia F(x)— convexi si diferentiabild (cu gradientul continuu) pe

V (X & ) Deci, in Vx € X este definit vectorul
dF (x)

**

dx, dx,

dF(x)  dF(x)
o

n

(&(x0)s....8,(x)s....8,(x)) = g(x) = gradF (x) = (

- 2
Evident, norma ||g (x)” :1/zgi (%) este o functie continua pe compactul X . Deci, existd constanta
i=1

|g(x)|| < C pentru Vx. Prin urmare, ”gi (x)” <C, Vi= l,_n, Vxe X,

C <0, Incat

Metoda numerica, care se propune pentru solutionarea problemei (1), poartd un caracter iterativ. In presu-
punere ca ne aflam la iteratia &, schema este urmatoarea:

1) Intr-o serie m, =1 de probe independente se simuleazi o variabild aleatoare ggk cu legea de distri-
butie discretd a priori definita:

gl v | 2| ] n
P‘ pl’f‘ pzk‘ ‘ p*

Astfel, la fiecare iteratie k se genereazd multimea [, = {il,iz,...,imk} ale carei elemente sunt realizari

independente ale variabilei & “cu legea de distributie definitd mai sus, unde
P‘>P>0, Vi=ln, Vk=0,1,... @)

In particular, putem lua m, =1, adica se poate efectua o singurd simulare la fiecare iteratie.
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2) Se calculeaza vectorul g*(x") conform regulii:
g, dacaigl,

k k k k k k k .
x")= 380G ren )y & = ,Vi=1ln
g () =(gl 8s8lsngr)s € ) gocaier 3)

X.

1

1

3) Se determind elementul x**' conform relatiei:

as :Hx(ikﬂ)’ unde ¥+ = x* _pk77k (4)

H X(f?k“) reprezintd proiectia elementului ¥**' € E” pe multimea X . Punctul de start x° este luat
arbitrar din X (in situatii concrete poate fi indicat din anumite considerente).

In mod necesar, asupra sirului { pk} se impun conditii clasice pentru asigurarea convergentei, intr-un
anumit sens probabilist, a procesului iterativ (4), si anume:

{pk 20; p, = 0; > p, =00} 5)
k— pr
Suplimentar vom mai cere existenta unui asemenea numir £ >0, astfel incat pentru V7 € (0, g ] si
V7e (0, 1) sd aiba loc convergenta seriei [1]:

0, daca p, >r sauk =0

® LN oo, Lk, r) = k k (6)
Z;‘T ®, Lk,1) s,, daca Zpl<rsi Z p2r

I=k—s; I=k—s;-1

k
.o . - . . <
Adica, s, este cel mai mare numar intreg dintre toate numerele j >0, pentru care z; _ Pr<r.
=k=J

Remarca 1. In particular, se poate usor constata ci sirul numeric £ = R>0, a 6(0,1]

(k+1)’
respecta conditiile (5)-(6).
Sirul vectorial {77"} este definit Tn modul urmator:
k p—
. g—k, dacagk;tO,k:l,Z,...
7' =1le

6, pentru gk =0

(7

Remarca 2. Procesul iterativ poate fi modificat, si anume: de la o iteratie la alta se poate de operat cu di-
ferite legi de distributie, cu conditia ca se indeplineste relatia (2). Aceasta ar putea favoriza cresterea vitezei

de convergenta a sirului {xk} .
Aplicabilitatea algoritmului descris poate fi confirmata, in primul rand, stabilind convergenta, desigur, in
termeni probabilisti, a sirului {xk} catre domeniul optim de solutii X ". Prezintd un deosebit interes conver-

genta cu probabilitatea 1 (doar asemenea tip de convergenta poate fi acceptat cu toatd increderea din punct de
vedere aplicativ).

N k . . o
Teoremd. Pentru Ve >0 fixat toate elementele sirului aleator {x } obtinute in rezultatul aplicarii

k=072
schemei descrise, se localizeaza aproape sigur (cu probabilitatea 1) in vecinatatea V(X ,2¢ ), doar cu

exceptia unui numadr finit de elemente. Din punct de vedere formal:
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ka—x*H=0} =1, unde x* =x* (9), iar 9:(00,91,...,9",. .),

P{@:limmin
k= x"ex”
0 & y .
(l eyl )E B, - 0 — algebra generata de produsul cartezian £, < [, X...x I,

0" =(i
Demonstratie. Daca X C V(X *,26‘) , afirmatia este evidenta.

Fie X \V (X " 28) # . Vom evidentia doud etape pentru expunerea demonstratiei.

Etapa 1. Se va arita, In primul rand, ca existd un subsir { x" tc ! xk} 4> » CAre aproape sigur se contine in

Vy (X*,g), adica P{El{xk’ } c {xk}k>0 X ev, (X*,g)} =1
S4 presupunem contrariul. In acest caz, pentru un oarecare ¢ €(0,1) poate fi indicat un asemenea numar
®)

natural K , <0, astfel incat se produce evenimentul
A = {EIKq k2K, ,||x" —x*H >g, saux' gV (X*,g),Vx* € X*}

cu probabilitatea P(A1 ) >q
Notam X, = X\V(X*,é‘).
F(x) fiind convexa si diferentiabila, respecta inegalitatea [2]:
dF(x") . . e
(x ),x —xkj, pentru Vx e X', Vx* e X

F(x*)—F(xk)Z[

Sevanotacu A, :m)i(n[F(x)—F(x*)}, xeX .

Evident, daca € >0, A.>0 si pentru toti x* e X, F(xk)—F(x*) 2 AF, sau
dF (x* .
arx) ),x"—x >A, )
dx
Reiesind din proprietatile enumerate mai sus, pot fi indicate doua constante: C, >0, C, > 0 pentru care
dF (x
||x'—x" <C, VX, x"e X i ) <C,, Vxe X
Prin urmare,
k k
dF (x ),xk—x* dF (x ),xk—x*
dx dx A,
P > >
dF(x") -ka—x* G, -C C -C,
dx
. . AF . .
Fixidm un careva numir O de pe intervalul | 0, C.C si, In rezultat, se obtine:
1°%2
dr (x* . dF (x* .
( (x),xk—xj225F afx)‘-uxk—x (10)
x

dx

Vx e X *} . Evident, evenimentul contrar in raport cu Alk are aspectul

b

Consideram evenimentele
k k k * k *
4 :{(77 , X' —X )25FHx -X

A_Ik:{EIx* eX :(nk,xk —x*)<§F ka —-x
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— i . k N o o .
D, = { U ﬂAf } , sau, cu alte cuvinte, au loc toate 4 (k = K ), poate, in afard de un numar finit. E clar
k=Kj i=k
B ~N 17 . e . —
ca D, = { ﬂ U | } , sau, cu alte cuvinte, se produce o infinitate de evenimente A4, .
k=K i=k

Vom evalua P(A1 ) . Pentru aceasta prezentam
P(4)= P(A1 N(p, Uﬁl)) =P(4ND,)+P(4ND,)

Vom estima ambii termeni din ultima expresie.
Din producerea evenimentului 4, (1D, rezultd ci existd un numir natural K; <o, incat pentru toti

k>K; si vx' e X" are loc inegalitatea
(=52 ] @

Luand in consideratie (11), pentru k& = K; vom avea urmitorul sir de relatii:

x| k PR | I | kox k 2| k|2
XU =x | S =g x| =X x| =2p(x" —x )+ p | <
< k *||2 2 5 k * 2 < k *||2 2 5 2 _ k *||2 25
S| x| =200k X" —x |+ o S|x —x || —2p0pe+p” =X —x || —p (20,6 - p)
Deoarece Pk k:)wo, pentru un careva K,, p, <0.&, imediat ce k=K,. Evident, pentru

k> E=max{K,, K}

2 2
ka“—x* Ska—x* — P0rE
kP <kt — P se<li2—xIF=s
X =x || ST x| m e S| XT =X || =080t Pi)
.
k+1 *||2 £ | :
Hx -X SH - X H —§F£Zpi — —o0, pentru k — o (12)
i=

Obtinem contrazicere, deoarece norma oricarui vector, cu atat mai mult patratul ei, nu pot fi negative.
Prin urmare, producerea evenimentului 4, (1D, implici producerea evenimentului, practic irealizabil,

*||2 _
F :{ka+1_x | <o, k—)oo}.Adicé,P(AlﬂDl)SP(Fl):O,Deci, P(4)=P(4ND).

Vom evalua P (Al N 51 ) . Definim evenimentul Blk :
Blk ={cel putin o singura data la una din iteratiile de forma j =k —s,,k se genereaza fiecare dintre valo-
rile posibile ale variabilei aleatoare discrete & }.

Vom demonstra ci P (Blk )k—> 1. Admitem contrariul: P (Blk )S p<l, pentru Vk. Vom evalua

n

P(B_lk) :1—P(Blk). Este absolut clar ca P(B_lk) < Z(I—Ek)

i=1

Sk a )
k—> 0. Intr-adevir, avem urmaitorul sir de
—>0

relatii:

()30 ) nopenlio ) = (- "
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Deoarece k —>oo, atunci s, - si S{/Z —14+40. Pentru o valoare arbitrara, dar fixata
te(1-P,1):3dK € N, incat pentru k=K,  are loc inegalitatea %(I—I_D) <7<1. Prin urmare,
<‘%(1—£))S <7%* —0.Sau P(B )< 7% Urmeazi ca P(B_)—>0 iar P(Blk)—>1 pentru k — .

Producerea evenimentului Blk semnifica: pe parcursul a s, iteratii de la kK —s, sipanala k (inclusiv) are
loc ,,reinnoirea” tuturor componentelor vectorului g""“* . Cu alte cuvinte, vectorul deplasarii g" contine in

calitate de componente derivatele partiale, toate evaluate dupa iteratia k —s, .

Realizarea evenimentului Blk si faptul ca derivatele partiale sunt continue conduc la producerea

k
{V§>O:“gi—aFa(x ) <é

evenimentului:

X

=k—sk,...,k} (14)

Luand 1n consideratie (14), continuitatea produsului scalar si respectarea conditiilor (8), (10), concluziondm

. gk . A
producerea evenimentului 4, , incepand cu un careva k > E: max {K , £

Deci, B < A". In asa caz, P(B )< P(A ) si, prin urmare, P(Ak) < P(Blk). Dar, conform (2), (6) si
(13), rezulta ca:

P(B_lk) <75 adica ZP(A_II‘) < ZP(B_II‘) <>t <o

o0
k=0 k=0 k=

=0.

f=}

S—

Ne aflam aici in conditiile lemei Borel-Cantelli. Rezulta P(Ij1
Prin urmare,
q<P(4)=P(4ND,)<P(D)=0

Deci, ¢ =0.

Contrazicere, deoarece am presupus cd g > 0. Astfel, existd un subsir {xk’} c {Xk} k>0 Care aproape sigur
se contine in V, (X*,g) .

Etapa I1. In continuare vom demonstra ci toate elementele sirului {xk} , In afara doar de un numar finit,
apartin multimii V, (X 5 28) cu probabilitatea 1.

Vom defini urmatoarele evenimente:
4 =3 e [ er (X)),
B =[a )l ) {an ()
Vom evalua P(B, ). Putem constata ca P(B,)=P(B,(4,). Intr-adevar,
P(B,)=P((B,N4)U(B,N4))=P(B,N4,)+P(B,N4,)=P(B,N4,), deoarece
P(B,N4,)< P(4,)=0.

Vom considera in continuare evenimentul D, = 4, (1B, . Fie P(Dz) > 0. Realizarea evenimentului D,

(15)

semnifica faptul ca trecerea din ¥y (X »E ) in X\Vy (X ,2¢ ) si viciversa are loc de o infinitate de ori.
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Notam prin: K, —numarul primei iteratii la care se produce evenimentul {)CK1 eV, (X " 8)} ;

« 3
o . . K
K, — numirul primei iteratii la care se produce evenimentul {x rely (X ,55 ;

K, — numirul primei iteratii pentru care are loc inegalitatea Pk, <20, ;

K =max{K.K,,K,}

_ « 3
Daca pentru un oarecare k> K si X' e V., (X ,Egj are loc inegalitatea care defineste evenimentul

2

k . . . . ) e+l kP kP
4 , atunci va avea loc sirul de inegalitatati: Hx T-x SHX -X H _pk(25§F_Pk)<Hx —X H ,

deoarece ka —x*H > &,
Adica, imediatce k> K si x' ¢V, (X*,%gj are loc:
S i

. — * * * 3
Dat fiind ca £ k:ioo, se va gisi K* > K, pentru care X' €V, (X ,28)\VX (X ,58) . Aceasta se va

intimpla neapirat. in particular, pentru Px < 5 :

g

e - < <

* * 3
Deci, existd &, pentru care xt e Vy (X :25) \Vy (X ’EEJ .

A

. .3
In  conformitate cu (16),

. - K"+ .
XK+ xK _x*H. Dacd X éEVX(X ,Egj, atunci

.
¥|<

xK*+2—x*H< XK K _y*|l, si asa mai departe. Pentru toti >0, pentru care

xH <

ey, (X ,58) , Vom avea:

min

¥k
x eX

xK —x*H < min HxK —x*H <2¢ (17)

Ea—
x eX

Daca prin { x* } notam sirul tuturor elementelor { xk} cu proprietatea ca
11
! * K * « 3 ! .3 .
k2K, x* eV, (X,26)\V, | X € |5t ¥ eV X2 | amnc pentru

- . 3
121, kK <j<k'"six' eV, (X ,Egj este justd inegalitatea:

. j * . K *
r*nlr;Hx -X H<r*nm* xt —x|[<2¢ (18)
x eX x eX

Adicd, cu alte cuvinte, daci pentru un oarecare K admitem cd elementele de tipul

* . . . . . k . .
x' e Vy (X ,56‘ j, k<o, k> K satisfac inegalitatea din evenimentul A1 , atunci evenimentul B, nu se
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poate produce cu probabilitate pozitivd. In presupunere ci D, se realizeazi, inseamni ci in afara stratului

+ 3 .
Vy (X 558 ] strabaterea stratului X \V, (X , 28) poate avea loc doar la realizarea de o infinitate de ori a

. . k . . L n A . - o .
evenimentului A considerat anterior. Insi, P (D1)= 0. In concluzie rezulti ci trecerea din stratul

* * 3 *
Vy (X , 25) \Vy (X 355] in stratul X \V, (X , 2«9) poate avea loc doar de un numdr finit de ori. Adic,
P(D,)=0, de unde si urmeaza ci P(B,)=0.
Teorema este demonstrata.
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