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ASUPRA INTERPRETARII GEOMETRICE A GRUPURILOR MINORE
DE P -SIMETRIE CU FIGURI ,,INDEXATE”

Marina BRANISTE, Alexandru LUNGU
Catedra Algebra si Geometrie

In the present paper is studied the problem of geometrical interpretation of junior, semijunior and pseudojunior
groups of P -symmetry with ,,indexed” geometrical figures. Are determined the conditions in which one junior, semiju-

nior and pseudojunior group of P -symmetry has or not geometrical interpretation. Is explained the methodology of
construction of ,,indexed” geometrical figure, which interprets group gave. Are also constructed respectively ,,indexed”
figures and analysed results.

1. Problema interpretarii grupurilor minore de P -simetrie cu figuri ,,indexate” stationare se rezolva mult
mai dificil decat in cazul grupurilor minore de P -simetrie.

Scopul cercetdrii acestei probleme este: in primul rand, de a determina conditiile in care un grup minor de
P -simetrie are sau nu interpretare geometrica; in al doilea rind, de a explica metodica de construire a figurii
geometrice ,,indexate” ce interpreteaza grupul minor dat; in al treilea rand, de a construi figurile ,,indexate”
respective si de a analiza rezultatele.

2. Vom aminti, intéi de toate, unele aspecte ale teoriei generale a grupurilor de P -simetrie [1-3]. Atribuim
fiecdrui punct al figurii F cel putin unul din ,,indicii” multimii ordonate N = {1,2,...,m} , care reprezintd m
calitati de aceeasi naturd generald cu orientatie (faze ale aceluiasi fenomen, de exemplu, vectori cu module
egale). Fixam grupul P de substitutii al acestor ,,indici”. In rezultat se obtine figura ,,indexata” F™ .

Aplicatia f : F M 5 FY unde f=g » = pg se numeste transformare de P -simetrie, daca componenta
geometrica g actioneaza atat asupra punctelor M din F, cat si asupra ,,indicilor” i, localizati in punctele
M , conform unei legi date independente de pozitia punctelor M , iar P este o transformare suplimentara a
indicilorsip e P.

Multimea G a tuturor transformarilor de P -simetrie ale oricarei figuri ,,indexate” F"Y) formeaza grup
cu operatia:

(p1)

g g =g, (1)

unde &; =g,8,, P; = plng‘ , lar p§, = glngl_l = ¢gl (pz).

Fie G un grup arbitrar de P -simetrie. Notam prin G si B, respectiv, totalitatea transformarilor de
simetrie §i totalitatea substitutiilor ,,indicilor” care intrd in transformarile grupului G? in calitate de compo-
nente. Evident, G este grup, iar £} verificd conditia e F, < P. Grupul G se numeste grup generator,
P — grup de definire pentru G" , iar totalitatea grupurilor de P -simetrie cu acelasi grup generator — familie.

A . J . P = . . . . o . . .
In orice familie de grupuri G de P-simetrie poate fi cel putin unul din urmatoarele tipuri de grupuri:
generator, major, minor, mijlociu, semimajor, semiminor, semimijlociu, pseudominor sau pseudomijlociu, in

dependentd de coraportul dintre grupul de definire P, totalitatea B de substitutii componente in transfor-
mirile g7’ din grupul G, subgrupul de transformari P -identice Q@ (Q =G NP =G N P) al grupului
G'" si unitatea grupului P [1-3].

Vom mentiona ca grupurile G de P -simetrie cu grupul generator G si grupul de definire P sunt sub-
grupuri ale produsului semidirect de dreapta PA,;¢,G [4], unde omomorfismul insotitor ¢: G — AutP are
nucleul Kergp=H ,iar Im@p =® < AutP . Dacd Kerp = G , atunci produsul semidirect mentionat degenereaza
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in produsul direct PxG , iar operatia (1) degenereaza in produs pe componente. Din cele expuse reiese ca, in
acest caz, grupurile G formal pot fi considerate ca grupuri de P -simetrie [5,6,7].
Grupul G de P -simetrie se numeste minor, daci intersectia sa @ cu grupul de substitutii P coincide

cu unitatea. Mentionam ca in acest caz totalitatea F| de substitutii suplimentare in calitate de componente ale

()

elementelor g’ din grupul G” coincide cu grupul de definire P.

3. Pentru interpretarea geometrici a grupurilor minore de P -simetrie G'”) cu grupul generator G trebuie
sd cunoastem legea dinainte datd, conform céreia componenta geometrica g actioneazd asupra calitatilor

(legea mentionata in definitie). Consideram ca elementele multimii &V sunt vectori egali dupa modul. Depu-
nem acesti vectori din acelasi punct — puctul singular al grupului punctual de simetrie considerat G . Sunt

Deoarece grupul de substitutii P actioneaza asupra elementelor multimii NV i fiindca studiem mai intai
grupurile minore ale P -simetriilor cristalografice ciclice (P=C,, n=2,3,4,6 ), consideram ci multimea N
este, respectiv: a) N = {1,2} ;b)) N= {1,2,3}; c) N= {1,2,3,4} sid) N= {1,2,3,4,5,6} . Pentru multimile N
de mai sus sunt posibile urmatoarele pozitii ale vectorilor prezentate grafic in Figura 1. Trebuie de mentionat
cd in Figura 1 ,,indicii” sunt repartizati in ordine crescatoare la rotirea in jurul centrului O in directie poziti-
va, dar este posibila si o repartizare in ordine crescitoare a ,,indicilor” la rotirea in directia negativa, unde O
este originea vectorilor (punctul singular al grupului), iar 1,2,3,...,m — extremitatile (varfurile) vectorilor.

. 3 5 4
5 : 3 3
w

1 2

a) b) ¢) d)

Fig.1. Pozitii posibile ale vectorilor coplanari.
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Vom mentiona ca substitutiile derivate [g] de citre toate elementele & din G formeazi grup. Intr-adevir,
construim aplicatia 77 a grupului G pe multimea [G] ={[g]|g € G} dupa regula n(g)z[g]. Aplicatia 77
este omomorfism, deoarece ea verificd proprietatea din definitia omomorfismului. Prin urmare, [G] este
grup ca imagine omomorfa a grupului G .

Este evident ca grupurile de substitutii derivate de transformadrile de simetrie ale poligoanelor regulate
specificate sunt izomorfe cu grupurile de simetrie respective, anume: a) P=2-m,b) P=3-m, P=4-m,
P=6-m.

Legatura dintre substitutia suplimentara P gi substitutia derivata [g] a componentei geometrice & din
transformarea de simetrie g(” eGP cu substitutia totald a ,,indicilor” & are forma p[g] = ¢ . Daca deopo-

trivd cu substitutia P cunoagtem si substitutia derivata [g] pentru toti g'” e G", atunci putem gasi substi-
. . 9 o . . . -1 . .

tutiile totale € = p[g ] , care impreuna cu transformarile de simetrie corespunzitoare S = [g ] g (evidentiem

ca s actioneaza numai asupra punctelor) formeaza multimea perechilor {SS} =8 care formal este un grup de

P' -simetrie cu grupul generator S, unde S = {s‘s =[g]'g.g" e G"S’} ,iar P'= {g

¢=plelpg=g" eGM}.
Daci P'=e, atunci grupul ") =S este grup generator; daci P’ este un subgrup netrivial din grupul P,
atunci grupul S este grup P’ -semiminor; dacd P'=P, atunci S’ este grup minor de P -simetrie. In
general, grupul P’ este mai bogat decat grupul P . Mai mult, grupul P este un subgrup in grupul P’ = [G] =G,

76



Seria “Sliinle exacle si economice”

Matematica ISSN 1857-2073

Din faptul ca, pentru grupurile minore G cu grupul generator G , subgrupul de transformari P -identice
O (unde QO =G N P) este unitar, urmeazi ci in fiecare punct al figurii ,,indexate”, ce interpretezi geome-

tric grupul minor considerat, este localizat un singur ,,indice”. Mai mult, toate punctele interioare ce apartin
aceluiasi domeniu de echivalenta fatd de G sunt ,,indexate” cu acelasi ,,indice” — calitate.
In cele ce urmeaza vom analiza cateva exemple concrete de interpretare a unor grupuri minore, deduse 1n [2-3].

4. Fie grupul minor de 3 -simetrie G” = {61, p3,p7' 37" emy,p~'m,, pm3} este dat prin simbolul complex

G, Cl(i)((c3ac1)|c3 ;C5/C,) . In acest caz, P = {e,p =(123),p"' = (132)} ,G= {1,3,3’1,m1,m2,m3} , H' = {Lml}

siH = Kerp = {1,3,3_1} . Din simbolul complex al grupului G evidentiem urmatoarea informatie: G = C;, —
grup generator; H' = C})’ — subgrup de simetrie; # = C; — nucleul omomorfismului insotitor ¢: C;, — AutP |

Pentru a interpreta geometric grupul Gfp ', trebuie de luat o figurd cu grupul de simetrie C;,, de exemplu:
triunghiul echilateral. Impartim triunghiul in domenii echivalente, indicand elementele de simetrie (Fig.2).

3
Fig.2. Figura geometrica cu grupul de simetrie C;, .

Deoarece grupul ciclic de substitutii P(2C;) = {e, D, p_l} actioneaza asupra multimii N = {1,2,3}, atunci
substitutiile [g] vor apartine grupului maximal de substitutii ce actioneaza asupra lui N, adicd asupra

grupului de simetrie neciclic de ordinul 6: S, = C;, . In calitate de substitutii [, ] (i = 1,_3) pot fi alese numai

elemente de ordinul 2, iar pentru [3] si [371] — elemente de ordinul 3.

Ca urmare a faptului cd in calitate de nucleu H al omomorfismului insotitor @:C;, = AutP(=C,) este
subgrupul C,, avem ci 9(Cy)=1" jar ¢(mCy)=2" (unde {la,Za} =) [7].

Din cele relatate mai sus reiese cd elementele m, € C;, (i = 1,_3) in calitate de componente geometrice ale
transformarii g’ e Gl(ﬁ ) genereazi automorfismele 2“ ale grupului P(=C;). De aceea, m, pot deriva
numai acele substitutii [m.], care prin conjugare genereaza anume automorfismul 2% (2 :(123) <> (132),
adica [m,](123)[m,]" = (132) si [m,](132)[m,] " =(123)).

Nemijlocit se verificd ca toate cele 3 elemente de ordinul 2 ale grupului S5 ((12),(13), (23)) genereaza
automorfismul 2%,

In ceea ce priveste substitutiile derivate posibile pentru elementele subgrupului C;, ele trebuie si gene-
reze anume automorfismul identic 1* al grupului P. Pentru 1 va fi posibild substitutia unitard e, deoarece
ca intotdeauna genereaza automorfismul identic, iar pentru elementele 3 si 3™ substitutiile (123) si (132).

Analizand diferite combinari din substitutiile posibile [g ] si utilizdnd legétura dintre substitutia supli-
mentara p si substitutia derivata [g ] cu substitutia totald a indicilor & — P[g ] =&, pentru toti g e Gl(p) ,
obtinem diferite grupuri concrete de P -simetrie, unde grupul P este izomorf cu C;,, iar totalitdtile P' pot fi
diferite la diferite combinari din substitutiile posibile [g] . Vom mentiona cé toate grupurile concrete ce se
vor obtine trebuie sa fie izomorfe cu grupul generator G =C;, .

77



STUDIA UNIVERSITATIS
Revista stiintificd a Universitdtii de Stat din Moldova, 2008, nr.8(18)

intr—adevér, fie: 1) [1] — e,[3] — (123)’[371 ] _ (132),[m1 ] _ (12)’[,,12] — (23),[m3] =(13). Atunci

P'=(e,(123),(132),(12),(13),(23)) = C,, , iar S = {el,(l?,:z)s,(lzs)?f1 ,(12)ml,(13)m2,(23)m3} . Acest grup
se interpreteaza de figura cu ,,indici” prezentata in Figura 3, a).

Pentru 2) [1]=e,[3] = (123).[ 37 |=(132).[m ] = (13).[m,] = (12),[m,] = (23) §i pentru
3) [1]=e[3]= (123),[3_1] =(132),[m]=(23),[m,] = (13),[m;]=(12) se obtin, respectiv, grupurile

S = {el,(132)3,(123)3",(13)m1,(23)m2,(12)m3} S = {el,(132)3,(123)3",(23)ml,(12)m2,(13)m3} ce se
interpreteaza prin figurile cu ,,indici” prezentate in Figura 3, b) si ¢), respectiv.

Fie 4) [1]=e[3]=0132)[3"]=0123)[m]=(12)[m,]=(13).[m]=(23). Atunci, obtinem ca

P'= {5‘8 =plglrg=g" € Gfp)} ={e(12)}=C, jar S ={el,e3,e3”,(12)m,,(12)m,,(12)m, } . Acest grup
este interpretat de figura cu ,,indici” prezentata in Figura 3, d).
Rezultate asemanatoare se obtin si pentru cazurile:

5) [1]=e[3]=(132).[37 |=(123).[m ] = (13).[m, ] = (23).[m,] = (12) cu P'={e.(13)} =, si
S ={el,e3,e37,(13)m,,(13)m,,(13)m, };
6) [1]=e[3]=(132).[37 |=(123),[m ] = (23).[m, ] = (12),[m;]=(13) cu P'={e,(23)} = C,si
S ={el,e3,e37,(23)m,(23)m, (23)m, } .

Figurile cu ,,indicii” ce le interpreteaza sunt prezentate in Figura 3, e) si f), respectiv.

Fig.3. Interpretarea geometrica a grupului GI(P) .

Vom remarca faptul ci cazurile 4), 5) si 6) au fost obtinute in situatia cand ,,indicii” multimii N ={1,2,3} au
fost repartizati in ordine crescétoare la rotirea in jurul centrului O al triunghiului echilateral in directia negativa.

Alte combinari, cu exceptia celor mentionate mai sus, din substitutiile posibile [g] pentru transformarile
corespunzatoare £ nu formeaza grup, din care cauza au fost eliminate din cercetare.

5. In continuare vom analiza interpretarea grupului minor de 4 -simetrie cu grupul generator G = C,,:
G ={el,p’2,pm.p”'m,}, (adica P ={e.p=(1234),p> =(13)(24),p™ = (1432)} 5i G ={1,2,m,,m,}),
Grupul G{” are simbol complex C,,

G ((C4,C1)|C2;C2/Cl), din care folosim urmatoarea informatie:

G=C,, — grup generator; H'=C, — subgrup de simetrie; H =C, — nucleul omomorfismului insotitor
@:C,, = AutP(=C,).
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Continudm analizarea grupului folosind acelasi rationament ca si in exemplul precedent. Deci, pentru in-
terpretarea geometricd a grupului G\ gisim o figura cu grupul de simetrie C,, (de exemplu, dreptunghiul),
pe care o impartim in domenii echivalente si in care indicam elementele de simetrie.

m,

Fig.4. Figura geometrica cu grupul de simetrie C,, .
Substitutiile [g] vor apartine grupului maximal de substitutii ce actioneaza asupra lui N ={1,2,3,4},
adicd unui grup de substitutii neciclic de ordinul 8; iar grupul ciclic de substitutii P(=C,)= {e, p.r’, P_l}
este un subgrup al acestui grup. in calitate de substitutii [Wl,] (i= 1,_2) si [2] pot fi doar elemente de ordinul 2.

Avand ca nucleu H al omomorfismului insotitor ¢ : C,, = AutP(= Cy') subgrupul C,, reiese ci ¢(C,) =1,
iar @(mC,)=2" (unde {1,2}=Cy).

Prin urmare, elementele m, € C,, (i 21,2) ca componente geometrice ale transformarilor g“’ ) eGéP)

genereaza automorfismul 2% al grupului P(=C,). De aceea, m; pot deriva numai acele substitutii [ml] care
prin conjugare genereazi anume automorfismul 2° (2 :(1234) <> (1432) si 2% :(13)(24) <> (13)(24) , adica
[m,.](1234)[m,.]7' =(1432), [%](1432)[”’11-]4 =(1234) si [m,.](13)(24)[ml.]71 =(13)(24)).
Nemijlocit se verifica ca din cele 5 elemente de ordinul 2 ale grupului de substitutii P (2C,,) ((13)(24),
(24),(12)(34),(13),(14)(23) ) doar 4 genereaza automorfismul 2%, si anume: (24) ,(12)(34), (13), (14)(23).
Privitor la substitutiile derivate posibile pentru elementele subgrupului C,, ele trebuie sa genereze anume

automorfismul identic 1% al grupului P. Pentru 1 e posibila substitutia unitard e, deoarece ea intotdeauna
genereaza automorfismul identic, iar pentru 2 — substitutia (13)(24).

Analizand diferite combinari din substitutiile posibile [g] si utilizind legitura dintre substitutia supli-
mentard p i substitutia derivatd [g] cu substitutia totala a indicilor & — p[g]=¢, pentru toti g e G",
obtinem diferite grupuri concrete de P -simetrie, unde totalitatea P’ poate fi diferita la diferite combinari din
substitutiile posibile [g] .

1) Fie [1]=e[2]=(13)(24),[m, ]| = (24),[m,]=(13). Atunci P'={e,(12)(34)} este un grup de substitutii
cu doud domenii de tranzitivitate, iar S = {61,62,(12)(34)1111,(12)(34)1112}. Acest grup se interpreteaza de
fiecare din urmatoarele figuri cu ,,indici” prezentatd in Figura 5, a).

2) Pentru [1]= e,[2]=(13)(24),[m, ] = (12)(34).[m, ] = (14)(23) se obtine grupul S ={el,e2,(13)m,,(13)m,},
unde P'= {e,(13)} . Figura cu ,,indici” ce interpreteaza acest grup este prezentata in Figura 5, b).

3) Fie [1] = e,[Q] = (13)(24),[7%1] =1 3),[1712] =(24). Atunci, P'= {e,(14)(23)} este un grup de substitutii
cu doud domenii de tranzitivitate, iar S ) = {61,62,(14)(23)1111 ,(14)(23)1712} . Interpretarea geometrica a acestui
grup este prezentata in Figura 5, c).

4) Pentru [1]=e,[2]=(13)(24),[m, ] = (14)(23),[m,] = (12)(34) obtinem grupul S ={el,e2,(24)m,,(24)m,},
unde P’ = {e,(24)} . Grupul dat este interpretat de figura cu ,,indici” prezentata in Figura 5, d).
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Fig.5. Interpretarea geometricd a grupului Gf ),

Precizam cé in toate cazurile 1) - 4) analizate grupurile de P -simetrie obtinute sunt de tipul 2 -semimi-
nore. Mai mult, in clasificarea pe tipuri aceste grupuri sunt 2 -semiminore atat pentru 4 -simetrie (P =C,),
cét si pentru (42D,)-simetrie (P =C,,, iar subgrupul stationar F, se include in P deopotrivd cum D, se
include in D, =C,)).

Consideram acum grupul G = {el, p2,p’m, p"mz} cu simbolul complex C,,

G ((C4:C1)|C2;C1V/C1):

care de asemenea este un grup minor de 4 -simetrie cu grupul generator G = C,, . Deosebirea fatd de grupul
precedent analizat este cd acesta din urma are in calitate de nucleu al omomorfismului insotitor subgrupul

H=C,,. Grupul G\ se analizeaza in mod analog cazurilor precedente. Se obtine ca acest grup nu se inter-
preteaza geometric de o figura cu ,,indici”. Mentiondm cé pentru interpretarea geometricd a grupurilor minore
de P -simetrie cu figuri geometrice cu ,,indici” trebuie s tinem cont de legitura dintre actiunea directa a
transformarilor de simetrie asupra calitatilor si de actiunea automorfismului asupra elementelor grupului (la
inmultire).

In incheere, vom remarca cid interpretarea geometricd a grupurilor semiminore si pseudominore de
P -simetrie poate fi ficuta in acelasi mod.
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