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STRUCTURA GENERALA A GRUPURILOR DISCRETE
PSEUDOMINORE DE W, -SIMETRIE

Marina BRANISTE, Alexandru LUNGU
Catedra Algebra si Geometrie

In the present paper there are studied some properties of pseudo-minor groups of Wq -symmetry, are analyzed the

necessary and sufficient conditions for a certain group of a generalized symmetry in order to be pseudo-minor, are
described in general its subgroups.

1. Cercetarea structurii generale si a proprietatilor grupurilor pseudominore de W, -simetrie este mai
complexa si mai dificila decat problema analogica pentru grupurile pseudominore de P -simetrie sau de
W, -simetrie, cu atat mai mult — decét a unora din celelalte tipuri de grupuri chiar de W, -simetrie.

Scopul studiului efectuat este, in primul rind, de a determina conditiile necesare si suficiente ca un grup
oarecare de o simetrie generalizata sa fie pseudominor de Wq -simetrie cu grupul generator dat, grupul initial

de substitutii dat si cu nucleul concret al omomorfismului insotitor; in al doilea rand, de a evidentia si a de-
scrie diferite tipuri de subgrupuri ale lor din punctul de vedere al nivelului de generalizare a simetriei clasice
si de a propune un simbol pentru aceste grupuri, in dependenta de structura lor generald, care ar include in
sine informatia despre structura lor generala.

2. Vom aminti mai Intdi, succint, unele aspecte ale teoriei generale a grupurilor discrete de W, -simetrie
[1-4]. Fie M, un punct de pozitie generala al figurii geometrice /° cu grupul de simetric G . Actionand cu
grupul G asupra punctului M, se obtine un sistem de puncte G -echivalente, adica g,(M,)=M, € F,
unde g, € G. Se da multimea ordonatd N = {1, 2,y m} de ,,indici”, care reprezintd m marimi orientate de

aceeasi natura generala (de exemplu, vectori cu acelasi modul, dar directii diferite s.a.). Fixam grupul tran-
zitiv de substitutii P al acestor ,,indici”.
Construim produsul Cartezian W al copiilor izomorfe cu P, indexate sus in dreapta cu elementele grupu-

lui G, adica W = P* x P** x...x P* x... Prinurmare, W reprezintd un grup cu inmultirea elementelor pe
componente. Pentru fiecare element g € G definim aplicatia & a grupului W pe sine dupd regula g:w—w#,
unde w*(g,)=w(gg,) pentrutoti g, € G si we W , iar prin simbolul w(g;) notam ,componenta g in w.
Altfel spus, g reprezintd g -deplasarea la stinga a componentelor in w, adicd g: wi> w®,w= < ps, p* 7> ,
iar we :< P, pggz,m>. Se cunoaste ca aplicatia g este automorfism al grupului W, iar aplicatia ¢ a
grupului G in grupul AutW , ce pune in corespondentd fiecarui g din G automorfismul g, reprezinta
un izomorfism [5,6]. De asemenea, construim omomorfismul 7 al grupului G pe subgrupul ® din grupul
. _ PN -1
AutW  al tuturor automorfismelor lui W cu nucleul Kerr=H,, unde 7(g)=7, si 7,(w)=gwg .
Multimea A a tuturor perechilor wg , unde weW si g € G, cu operatia
WE *W. g, =W, &>

unde w, =w/'7, (w j) ,lar g, = g,g; formeazd un grup, numit impletire standard carteziand incrucisatd a
grupului pasiv P cu grupul activ G, insotit de deplasarea la stdnga directa si omomorfismul 7 al conjugarii
de dreapta. Se noteazd impletirea standard carteziana incrucisatd cu simbolul Pz:THI((D)G ,unde H, = Kerrt , iar
(I):Imr:r(G)<AutW-

Fiecirui punct al figurii F i se atribuie cel putin unul din ,,indicii” multimii N . In rezultat, se obtine
figura ,,indexatd” FY). Se numeste transformare de Wq -simetrie asa o aplicatie izometrica g(w) =wg a
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figurii ,,indexate” F (N)

pe sine, In care componenta geometrica g (transformarea de simetrie) actioneaza si
asupra punctelor M, = g, (M) ale figurii F' si asupra indicilor atribuiti lor dupa o lege dinainte datd, ce nu
depinde de pozitia punctelor, iar substitutia p* (,,componenta - g, ” in W) reprezintd o substitutie supli-
mentara a indicilor in punctul M, astfel incat figura F M) sa se aplice pe sine.

Totalitatea G*’ a tuturor transformarilor de W; -simetrie ale oricérei figuri ,,indexate” F M) formeaza
un grup cu operatia:
g g =g

J 7 J — 1 F — - 1 (Wq)
unde g, =g,g,, W, = w 7, (wj), wt (g)=w/(g;8), lar T, (wj)—giw].gil. Vom numi G*° grup

B

de W, -simetrie a figurii ,,indexate” F' o
. w, . . - . . . - N
Fie G( . grup de Wq -simetrie. Notdm prin W' totalitatea tuturor w ce intrd ca componente in trans-

formarile g(w) din G"7. Multimea W', in caz general, poate s nu fie grup, dar ea verificd conditia
w, W' W, unde w, este unitatea grupului # . Vom numi G"" grup de W, -simetrie completa sau

incompletd, daca W' =W sau w, c W' < W . Grupul G se numeste generator pentru G" G" =aG,
daca W' =w),), totalitatea tuturor grupurilor de W, -simetrie cu acelasi grup generator se numeste familie de

grupuri, iar multimea grupurilor din aceeasi familie, care au acelasi nucleu al omomorfismului insotitor, se
numeste subfamilie.

Toate grupurile G"* de careva W, -simetrie concreta ale familiei cu grupul generator G , acelasi nucleu
Kerr = H, al omomorfismului insotitor si grupul W = I g»eGPg' al ,,substitutiilor” suplimentare reprezinta

subgrupuri ale impletirii standard incrucisate a grupului de substitutii P cu grupul de operatori G, insotita

de deplasarea directa la stdnga si omomorfismul 7 de conjugare spre dreapta: G" < Pl:TH]((D)G .

Fie G" — grup de W, -simetrie completd. Usor se verificd ca H = G" NG este subgrup de simetrie
al grupului G" iar V=G"Nw reprezintd subgrupul transformarilor W -identice. Grupul G" se
numeste major, minor sau mijlociu, dacd, respectiv, V =W, V =w, sau w, <V <W.

Fie G"* - grup de W, -simetrie incompleta cu totalitatea de substitutii ale indicilor W' (w, c W' c W)
si cu grupul generator G . Este evident ca G"'Nw' =G" ' NW =V . Daca W' este subgrup al grupului
W, atunci grupul G"" se numeste semimajor (W' -semimajor), semiminor (W' -semiminor) sau semi-
mijlociu ((W',V) -semimijlociu) corespunzitor cazurilor cand V =W', wy=V <W' sau w, <V <W'.
Daca W' nu este grup (w, € W' < W), atunci nu este posibil cazul V' = W', deoarece V' este subgrup in ¥ .
Grupul G" se numeste grup pseudominor (W' -pseudominor) sau pseudomijlociu (( w', V) -pseudo-
mijlociu), dacd V' = w, sau, respectiv, w, <V < W', unde W' nu este subgrup in W .

Dacé subgrupul V' de transformari W -identice ale grupului G este unitar, atunci omomorfismul ¢
cu nucleul V' al grupului G pe grupul sdu generator G, conform regulii ¢(g™) = g, este pur si simplu
un izomorfism. Drept consecintd, grupurile minore, semiminore si pseudominore de W, -simetrie sunt izo-

morfe cu grupurile lor generatoare.
Pentru a obtine o generalizare netriviala a simetriei clasice, trebuie ca grupul respectiv de substitutii P sa

. .. 2 . G . . . . -
verifice conditia |P| > 2. In consecinta, |W| = ‘PG‘ >0l 5 |G| Grupurile minore de W, -simetrie, dacd ele
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exista, trebuie sd verifice conditia |7 <|G|. Ultima relatie e incompatibild cu cerinta [¥’| >|G|. Deci, grupuri
minore de W, -simetrie pur si simplu nu exista.

3. In acest subpunct vom analiza unele proprietdti pe care le verifica grupurile W' -pseudominore si vom
evidentia un criteriu al grupurilor de acest tip, apoi vom descrie subgrupurile lor din punctul de vedere al
generalizarilor simetriei clasice.

Teorema 1. Pentruca G * si fie grup W' -pseudominor de W, -simetrie cu grupul generator G, grupul

initial de substitutii P si nucleul /H, al omomorfismului insotitor 7:G — AutW, este necesar si suficient:

1) G" si fie subgrup al grupului major E(W”) al aceleiasi familii si al aceleiasi subfamilii, adica
G <G = PTG =[ P.H,®,G];
2)1n G"" si fie valabila regula de Inmultire a elementelor
g wg! =g, (1)
unde g, = g,g;, w, =w'T, (w,), wW(g)=wl(g,g,) iar 7, (w)=gwg .
3) G" consta din asa transformari g(w) =wg, ale caror componente w si g s formeze submultimea

cu unitate /' a grupului W =P* xP% x..xP% x... (care, insd, nu este subgrup in I¥') si, respectiv,
grupul generator G : w, c W' = {w‘g(w) c G(Wq)} W siG= {g‘g(w) c G(Wq)} :

4) aplicatia ¢ a grupului G pe grupul G, conform regulii (o[ g(w)} = g, sa fie izomorfa.

Demonstratie: Necesitatea este evidentd, deoarece nemijlocit si simplu se controleaza ca orice grup W' -
pseudominor de W, -simetrie G" cu grupul generator G, grupul initial de substitutii P si nucleul /, al
omomorfismului insotitor 7: G — AutW verifica conditiile 1)-4). Aceste conditii sunt si suficiente pentru
ca grupul G" s fie grup W' -pseudominor de Wq -simetrie. Intr-adevir, din conditiile 1) si 2) rezulta ca
G este grup de W, -simetrie. Din conditia 3) urmeaza cd G" este grup de W, -simetrie incompletd, ce
are grupul generator G si totalitatea ,,substitutiilor” suplimentare W', care verifica conditia w, c W'c W .

Din 1)-3) rezulta ca grupul G este grup din subfamilia cu nucleul /, al omomorfismului insotitor
7:G — AutW al conjugarii de dreapta. Deoarece V' = Gc"'nw =c""Nw reprezintd nucleul omo-
morfismului @ al grupului " pe G dupi legea (p[ g(w)] = g, atunci din 4) rezulta ca V' =w,. Prin
urmare, G" este grup W' -pseudominor de W, -simetrie. Teorema este demonstratd.

Teoremi 2. In orice grup W' -pseudominor de W, -simetrie G"" cu grupul generator G , nucleul H, al
omomorfismului insotitor 7: G — AutW si subgrupul de simetrie /4 se contine in calitate de subgrup un
grup de W, -simetrie [7-9] H 1(W”) al familiei cu grupul generator H, si subgrupul de simetrie /', unde
H'=H NH.

Demonstratie: Fie G" este grup W'-pseudominor de W, -simetrie, cu grupul generator G, nucleul
H, al omomorfismului insotitor 7: G — AutW si subgrupul de simetrie /7.

. o . . W, . . g - n
Atunci, pentru regula (1) de inmultire a elementelor din grupul G"" se evidentiazd doua cazuri (in
functie de actiunea automorfismului 7, ):

T, (w)=w;, (1a)

pentru toate elementele w; € W,unde g, € H,;
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7, (w)#w,, (1b)
pentru careva elemente w, € W', unde g, € G\ H,.
Cazul (1a) reprezinta legea de inmultire
WEi°wW,8; =W 8> (2)
unde w, =w’ w,, iar g, =g,g;, deoarece toate automorfismele 7, pentru g, € H, coincid cu automor-

fismul identic al grupului W . Totalitatea tuturor transformarilor g™ din G", pentru care ge H|,
formeaza grupul H, I(W”) cu operatia (2), iar totalitatea substitutiilor indicilor, in calitate de componente ale
transformarilor g™ din Hl(W”), formeaza submultimea cu unitate W, = {W‘ g"eH 1(W")} a grupului W,
care se include siin W': wy c W, c W' < W . Din faptul ca unitatea 1 a grupului G (1€ H,) se combina
in pereche numai cu elementul w, din W (deoarece v=c¢""nw=ag"" W' =w,), urmeaza ca
H ](W”) (YW, = w,. Evident, subgrupul de simetrie H' al grupului H I(W”) coincide cu intersectia grupului
generator /1, al grupului HI(W”) si a subgrupului de simetrie A al grupului G(W"), adicda H'=H,NH .
Teorema este demonstrata.

Remarca 1: Grupul H 1( ") poate fi pur si simplu generator (adica H, I(W”) =w, x H,), semiminor (daca
W, este subgrup in W) sau pseudominor (dacd W, nu este subgrup in ).

Teorema 3. in orice grup W' -pseudominor de W, -simetrie " , cu grupul generator G, nucleul H,

al omomorfismului insotitor 7 : G — AutW si subgrupul de simetrie H se contine, in calitate de subgrup,
grupul GI(W”) de P-simetrie [10-12] cu grupul generator G,, acelasi nucleu /4, al omomorfismului insotitor 7

si cu totalitatea " = {w‘ g™ e Gl(W")} de ,,substitutii” suplimentare, unde G, <G, iar W"=W'() Diagh .

Demonstratie: Fie G grup de W, -simetrie, cu grupul generator G , nucleul H, al omomorfismului

insotitor 7: G — AutW si cu totalitatea ,,substitutiilor” suplimentare multicomponente W'. Atunci, pentru
operatia (1), in functie de rezultatul actiunii automorfismului g, -deplasarii la stanga a componentelor in w,

se disting doua cazuri:
wl.gf =w, (1c)
pentru toate elementele w; € Diagl ,unde g, € G;
w W, (1d)
pentru careva elemente w, € W \ Diagl’ ,unde g, €G .
Cazul (1c) reprezinta legea de inmultire
WEi W, 8; =W 8> 3)
unde w, = w7, (Wj), lar g, =g,g8;, deoarece toate automorfismele g, care realizeaza g, -deplasarile
directe la stanga ale componentelor in fiecare element w; din grupul Diagh , de facto aplicd w, pe sine.
Este evident ci totalitatea tuturor transformarilor g din " , pentru care w e Diagl , formeaza
grupul G](Wv) cu operatia (3), iar totalitatea ,,substitutiilor” suplimentare multicomponente ale indicilor in
calitate de componente in transformarile g™ € G formeaza submultimea W" = W' DiagW . Grupul
GI(W”) formal nu se deosebeste de grupurile de P -simetrie (unde P = DiagW ) cu grupul generator G, si

nucleul /, al omomorfismului insotitor. Teorema este demonstrata.
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Remarca 2: Grupul G poate fi minor (dacd W" = P, adica dacd W" = DiagW’ < W), semiminor
(dacd W" < DiagW si W" cW"), pseudominor (daci W" < W', dar W" nu-i subgrup in DiagW ) sau
pur si simplu generator (dacd W = w, , adica G = w, xG)).

Pentru prezentarea grupurilor pseudominore G"" de Wq-simetrie este comod de utilizat urmatorul
simbol complex (cu mai multi termeni):

[P.H,D,G)/(W'|W,|W",H, |H', G |H |H")H,
care contine suficientd informatie despre structura grupului:

1) [P, H I,CT),G:I este simbolul grupului major al subfamiliei cu grupul generator G si nucleul H, al

omomorfismului insotitor 7:G — AutW , ® =Imrt ,iar P este grupul initial de substitutii;
2) W' este multimea ,,substitutiilor” suplimentare multicomponente ce intra in calitate de componente in
, W —
g e G"", unde w,CcW'cW=I1

gD st W' nu este un subgrup in 7 ;

3) W, este multimea , substitutiilor” suplimentare multicomponente ce intra in calitate de componente in

elementele g ale grupului H I(W”) de W -simetrie, care se include in grupul G"* in calitate de subgrup;
4) W" este multimea ,,substitutiilor” suplimentare multicomponente ce intrd in calitate de componente in

elementele g(w) ale grupului GI(W”) de P -simetrie, care se include in grupul G"" in calitate de subgrup;

5) H, este grup generator, iar H' — subgrupul de simetrie al grupului H1( ") de Wp -simetrie, unde

H'=H NH;

6) G, este grup generator, H, — nucleul omomorfismului insotitor, iar H" — subgrupul de simetrie al
grupului GI(W”) de P -simetrie, unde G <G,H"=HNG,;

7) H este subgrupul de simetrie pentru grupul G (H = ¢"'NG ).
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