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UNELE ASPECTE ALE TEORIEI GENERALE A GRUPURILOR DISCRETE
PSEUDOMINORE DE W, -SIMETRIE

Alexandru LUNGU, Marina BRANISTE
Catedra Algebra si Geometrie

In the present paper there are formulated and analyzed the necessary and sufficient conditions to describe the
concrete structure every pseudo-minor group of Wq -symmetry, inferred from generating group G and initial defining

group of permutation P .

1. Scopul studiului efectuat este: in primul rand, de a determina conditiile necesare si etapele ce urmeaza
a fi efectuate pentru a deduce toate grupurile pseudominore de Wq -simetrie din grupul dat de simetrie clasica

G in calitate de grup generator, grupul tranzitiv initial dat de substitutii P pe o multime de ,,indici”-calitati
orientate si cu nucleul concret al omomorfismului insotitor; in al doilea rind, de a analiza structura concreta a
grupurilor pseudominore deduse conform metodei elaborate.

2. Intai de toate, vom aminti, telegrafic, unele momente ale bazelor teoriei generale a grupurilor discrete
de W, -simetrie [1]. Fie M| un punct de pozitie generala al figurii geometrice F' cu grupul de simetrie G .
Actionand cu grupul G asupra punctului M, se obtin punctele G -echivalente, adica g,(M,)=M, € F',
unde g, € G. Se da multimea ordonata N = {1, 2., m} de ,,indici”, care reprezintd m marimi orientate de

aceeasi naturd generald (de exemplu, vectori cu acelasi modul, dar cu directii diferite). Se fixeazd grupul
tranzitiv de substitutii P al acestor ,,indici”, apoi se construieste produsul cartezian W al copiilor izomorfe
cu P, indexate sus in dreapta cu elementele grupului G . Pentru fiecare element g € G se defineste aplica-
tia g a grupului W pe sine dupa regula g:w— w*, unde w*(g,) =w(gg,) pentrutoti g, € G si wel ,

2 A

iar prin simbolul w(g,) se noteaza ,componenta g,” in w. Cu alte cuvinte, g reprezinta g -deplasarea la
stAnga a componentelor in w, adicd g:wr> wf,w= <pg‘ , p* ,> ,lar W = <pgg‘ , P ,> Se cunoaste

cd aplicatia g este automorfism al grupului W, iar aplicatia ¢ a grupului G in grupul AutW al tuturor
automorfismelor lui W, ce pune in corespondenta fiecarui g din G automorfismul g, reprezintd un izo-
morfism [2,3]. De asemenea, se construieste omomorfismul 7 al grupului G pe subgrupul @ din grupul
AutW cu nucleul Kerr =H,, unde 7(g)=7, si 7,(w)= gwg™'. Multimea A4 a tuturor perechilor wg ,

unde wel si ge G, formeaza un grup cu operatia w,g, *w, g, =w,g,, unde w, = w7, (wj) , iar
8, = &:&,, numit impletire standard carteziana incrucisata a grupului P cu grupul G, insotit de deplasarea
la stanga directd si omomorfismul 7 al conjugarii de dreapta, adicd 4 = Pz, (@)G .

Fiecirui punct al figurii F i se atribuie cel putin unul din ,indicii” multimii N . In rezultat se obtine

=99 (w)

figura ,indexata” F") . Se numeste transformare de W, -simetrie asa o aplicatie izometricd g =wg a

e N . N .o . . . . -
figurii ,,indexate” F o pe sine, in care componenta geometricad g (transformarea de simetrie) actioneaza si

asupra punctelor M, = g, (M) ale figurii F si asupra indicilor atribuiti lor dupa o lege dinainte data, ce nu
depinde de pozitia punctelor, iar substitutia p* (,,componenta - g, ” in W) reprezintd o substitutie supli-

mentara a indicilor in punctul M, astfel incat figura F M) 53 se aplice pe sine.
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. W - . . . . .. ' o
Totalitatea G tuturor transformarilor de Wq-snnetrle ale oricérei figuri ,,indexate” F M) formeaza

(Wk )

Y (wp)
=g

o (w; _ S g _ .
un grup cu operatia: g;"’ - g, ,unde g, =g,g;, W, —wl.frgi(wj), w,'(g,)=w(g;g,), iar
~ B 1 A . . .o 5 p(N)

T, (Wj) =gw,g - G 7" se numeste grup de W, -simetrie al figurii ,,indexate .
Fie G"* un grup de Wq -simetrie. Notdm prin W' totalitatea tuturor w ce intrd ca componente in

o . ) . /4 . N o . - ..
transformarile g(") din G". Multimea W', in caz general, poate sa nu fie grup, dar ea verifica conditia

w, cW'c W, unde w, este unitatea grupului W . Grupul G"" este de W, -simetrie completa sau in-

- - W, W,
completd, dacd W'=W sau w, c W' c W . Grupul G se numeste generator pentru G" (G( =G,
dacd W' = w,), totalitatea tuturor grupurilor de W, -simetrie cu acelasi grup generator se numeste familie de

grupuri, iar multimea grupurilor din aceeasi familie, care au acelasi nucleu al omomorfismului Insotitor, se
numeste subfamilie.

Toate grupurile G" de W, -simetrie concreta ale familiei cu grupul generator G, acelasi nucleu Kerr =H,
al omomorfismului insotitor si grupul W = l:Ig‘Ech’ al ,,substitutiilor” multicomponente suplimentare re-

prezinta subgrupuri ale impletirii standard incrucisate a grupului de substitutii P cu grupul de operatori G ,

insotitd de deplasarea directa la stdnga si omomorfismul 7 de conjugare spre dreapta: G" < Pl:THl(q,)G .

Daca grupul G este de W, -simetrie completa, atunci H = G"'NG este subgrupul de simetrie, iar
V=G"'NW este subgrupul transformarilor W -identice. Grupul G" se numeste major, minor sau
mijlociu, daca, respectiv, V =W, V =w, sau w, <V <W . Daca grupul G"" este de Wq -simetrie incom-
pletd cu totalitatea de substitutii ale indicilor W' (w, cW'c W) atunci G"'nw=c""Nw=r.
Grupul G" se numeste semimajor (W'-semimajor), semiminor (W'-semiminor) sau semimijlociu
((W',V) -semimijlociu) corespunzator cazurilor cand V' =W', wy =V <W' sau w, <V <W'. Daca W'
nu este subgrup (w, € W' < W), atunci grupul G" se numeste W' -pseudominor sau ( W',V) -pseudo-
mijlociu, dacd V' = w) sau, respectiv, w, <V cW'.

In cazurile cind subgrupul ¥ de transformari W -identice ale grupului G"" este unitar, omomorfismul
@ cu nucleul V' al grupului G"" pe grupul siu generator G conform regulii @(g"”)=g este pur si

simplu un izomorfism. Drept consecinta, grupurile minore, semiminore si pseudominore de W, -simetrie sunt

izomorfe cu grupurile lor generatoare.
Pentru a obtine o generalizare netriviala a simetriei clasice trebuie ca grupul respectiv de substitutii P sa

. .. 2 e G . . . . o
verifice conditia |P| > 2. In consecinta, |W| = ‘PG‘ >0l 5 |G| Grupurile minore de W, -simetrie, daca ele
ar exista, trebuie sa verifice conditia |W| < |G| Ultima relatie e incompatibild cu cerinta |W| > |G| Deci,
grupuri minore de W, -simetrie pur si simplu nu exista.

3. In acest subpunct vom comenta pe scurt proprietitile aplicatiilor cvasiomomorfe [4-6] cu ajutorul cirora
au fost formulate si fundamentate metode de deducere a grupurilor minore, semiminore §i pseudominore de

P -simetrie [7,8], a grupurilor semiminore si pseudominore de W, -simetrie [9,10] si a grupurillor semi-
minore de Wq -simetrie [11] din grupurile de definire fixate initial P si grupurile generatoare G. De asemenea,

vom comenta, telegrafic, structura generald a grupurilor discrete pseudominore de W, -simetrie [12] din

punctul de vedere al generalizarilor simetriei clasice.
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Fie sunt date grupurile G si P si omomorfismul ¢:G — ® < 4utP, cu nucleul Kerg=H , unde
p(g)= P, si @, (p) =g 'pg . Aplicatia 1 a grupului G in grupul P (adici pe o submultime P’ a grupu-
lui P), dupa legea ,u( g) = p, se numeste cvasiomomorfism de stanga, daca pentru orice g, si g, € G, din

faptul ci u(g)=p si u(g,)=p, rezultd & u(g,g,)=@, (p)p,=p;> unde py,p,,p;e P, iar
P, = go( gz) — automorfismul grupului P, corespunzator elementului g, € G dupa omomorfismul ¢.
Vom spune cd ¢ este omomorfismul insotitor al aplicatiei £ . Daca nucleul Kerg =1, atunci y se numeste
cvasiomomorfism de stinga natural. Cvasiomomorfismul g al grupului G pe submultimea W' din grupul
w=II g{eGPg‘ se numeste cvasiomomorfism de stdnga natural direct, dacd automorfismul @, =g actio-
neaza asupra elementelor w din (G) prin intermediul g -deplasarilor la stinga a componentelor, adica

gw)=g(< p*, p*,..., p%,..>) =< p*' p* ., p¥, .. >=ns.

Pentru ca aplicatia 1 a grupului G pe submultimea W' din W = P*' x P** x... sa fie un cvasiomomor-
fism de stanga natural direct, este necesar si suficient ca wl.gf w, =g, (w)w, =w, € W' pentru orice g
g €G,w,w, eW'si u(g,)=w,.

Fie sunt date grupurile G, P si W =11 oo P (unde P = P), aplicatia izomorfa ¢: G — AutW dupa
regula @(g) =g, unde automorfismul g actioneaza asupra elementelor w prin intermediul g -deplasarilor
de stinga a componentelor lor si, de asemenea, omomorfismul 7:G — ® < AutW cu nucleul Kerr=H ,
unde 7(g) =7, si 7,(w)= gwg .

Aplicatia 7 a grupului G pe submultimea W' a grupului W dupi legea w(g)=w se numeste cvasio-
momorfism de dreapta, insotit de omomorfismul 7 al conjugarii de dreapta, daca pentru orice g; si g;, ce
apartin grupului G, din faptul cd y(g,)=w, si w(g,)=w,; urmeazd cd w(g.g,) =W, 7, (w;))=w,, unde
w,w,w, eW'".

Aplicatia & a grupului G pe submultimea W' a grupului W, dupa legea & ( g) = w, se numeste cvasio-
momorfism Incrucisat, insotit de deplasarea la stanga directa a componentelor i omomorfismul 7 al conju-
garii de dreapta, daca pentru orice g; si g, , ce apartin grupului G, din faptul ca o ( gi) =w, sia ( g j) =W,
urmeaza ca a(g,.gj) = wig"fgi (wj) =w,, unde w,w,,w, eW’, w¥(g,)= w,(g,8,),iar 7, (W) :g,.w_/.gi_1 .

Observam ca pentru toti 7, =1 (unde 1 este automorfismul identic al grupului W si g € G) cvasio-

momorfismul incrucisat & degenereaza in cvasiomomorfism de stinga. Dacd w*® =w (pentru toti g € G si
we a(G) ), atunci cvasiomomorfismul incrucisat & degenereaza in cvasiomomorfism de dreapta, insotit

de omomorfismul 7 . Mentiondm ci orice automorfism g din grupul G = ¢(G), unde ¢ este o includere
izomorfa a grupului G 1in grupul AutW , aplicd identic orice element w din subgrupul Diagh’ . Cu alte
cuvinte, restrictia automorfismului g al grupului W pe subgrupul sdu DiagW este pur si simplu aplicatie
identica.

In continuare vom formula cateva proprietiti ale cvasiomomorfismului incrucisat.

1) La cvasiomomorfismul incrucisat ¢ al grupului G in grupul W imaginea unitatii din G este unitatea
din W.

2) Nucleul cvasiomomorfismului incrucisat & al grupului G in grupul W este un subgrup al grupului
G: Kera = H' <G ; in caz general H' nu-i divizor normal.
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3) Pentru ca la cvasiomomorfismul incrucisat @ cu nucleul Kera = H' al grupului G pe submultimea
W' din W fiecarei clase de resturi de stinga gH' sd-i corespundd doar un singur element w din W', e

necesar si suficient ca pentru orice element 7€ H' si we W' si se verifice egalitatea w=w.
4) Daca nucleul H' al cvasiomomorfismului incrucisat & al grupului G in grupul W este subgrup al
nucleului A al omomorfismului insotitor 7, atunci la aplicatia & fiecdrei clase de resturi de dreapta H'g a

grupului G dupa subgrupul H' i se pune in corespondentd doar un singur element w din grupul W .
5) Daci nucleul H' al cvasiomomorfismului incrucisat « al grupului G in grupul W este divizor
normal in G ( H' < G) si se include in nucleul A al omomorfismului insotitor 7 ( H' < H ), atunci:
a) fiecdrei clase de resturi de stinga gH'aplicatia « i pune in corespondentd numai un singur
element w din grupul W;
b) pentru orice h€ H' si we a(G) are loc egalitatea w" = w;

¢) elementelor # € H' le corespund, conform omomorfismului 7, numai acele automorfisme 7,, a
caror actiune asupra (G) coincide cu actiunea automorfismului identic i al grupului W';

d) tuturor elementelor gh din clasa de resturi fixatd gH' le corespund conform omomorfismului
insotitor 7 numai acele automorfisme 7, a caror actiune asupra lui a(G) este aceeasi.

6) Daca grupul G la cvasiomomorfismul incrucisat « se aplicd pe submultimea W' a grupului W,
atunci W' nu intotdeauna este grup.

7) Restrictia pe H a cvasiomomorfismului incrucisat & cu nucleul Kera = H' al grupului G pe sub-
multimea W' din grupul W, insotit de deplasarea directa la stinga si omomorfismul 7 al conjugarii de dreapta

cu nucleul Kerz = H , este un cvasiomomorfism de stinga natural (Kerg =1). Mai mult, a(H)=W" si
w,cW cw'.
W) . , . .

Teorema 1 [12]. Pentru ca G * sa fie grup W' -pseudominor de W, -simetrie cu grupul generator G,
grupul initial de substitutii P si nucleul H, al omomorfismului insotitor 7:G —> AutW, este necesar si
suficient: 1) G"" sa fie subgrup al grupului major E(W") =P7TH1(®)G‘ =[P,H,,®,G] al aceleiasi familii si
aceleiasi subfamilii, adica G < [P,H,,®,G], 2) in G sd fie valabila regula de inmultire a elemente-

L (W/) _ 0 _ _ = J _ . — _ -1,
lor g™ g = g™ unde g, = g.g;, w,=w'T, (W), w(g,)=wl(g,g,), iar T,(w)=gwg ",
3) G" consta din asa transformari g(w) =wg, ale caror componente w §i g sd formeze submultimea cu
unitate W' a grupului W = P* x P®> x...x P*" x... (care insd nu este subgrup in W ) si, respectiv, grupul
generator G : wyc W' = {w‘g(w) € G(W")} W si G= {g‘g(w) € G(W")} ; 4) aplicatia @ a grupului G
pe grupul G conform regulii (/)[ g(w)] = g sd fie izomorfa.

Teoremd 2 [12]. In orice grup W' -pseudominor de W, -simetrie G" cu grupul generator G, nucleul
H, al omomorfismului insotitor v :G — AutW si subgrupul de simetrie H , se contine in calitate de sub-
grup un grup de Wp -simetrie H I(W”) al familiei cu grupul generator H, si subgrupul de simetrie H', unde
H'=H NH.

Remarca 1: Grupul H I(W") poate fi pur si simplu generator (adica H, I(W") =w, x H,), semiminor (daca
W, ={w|g™eH I(W")} este subgrup In /) sau pseudominor (daca W, nu este subgrup in W').

Teorema 3 [12]. In orice grup W' -pseudominor de W, -simetrie G(W‘I), cu grupul generator G , nucleul

H, al omomorfismului insotitor T:G —> AutW si subgrupul de simetrie H, se contine in calitate de sub-
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grup, grupul GI(W”) de P -simetrie cu grupul generator G,, acelagi nucleu H, al omomorfismului insofitor T
si cu totalitatea W" = {w‘g(”’) € GI(W”)} de ,, substitutii” suplimentare, unde G, <G , iar W" =W'() DiagW .

Remarca 2: Grupul G poate fi minor (dacd W" = P, adica dacd W" = DiagW’ < W), semiminor
(dacd W" < DiagW si W" cW'"), pseudominor (daci W" < W', dar W" nu-i subgrup in DiagW ) sau
pur si simplu generator (dacd W = w, , adica G = w, xG,).

Pentru prezentarea structurii grupurilor pseudominore G"" de W, -simetrie in [11,12] este propus urma-
torul simbol complex (cu mai multi termeni): [P, H,,®,G]/(W'| w,\w",H |H', G |H |H")H, care con-
tine suficientd informatie despre structura concreta a grupului.

4. In continuare vom formula si vom demonstra teorema ce contine conditiile necesare si sufuciente
pentru deducerea completd a grupurilor pseudominore de W, -simetrie din grupurile lor generatoare G si
grupul initial de substitutii P .

_ . . w,) . :

Teorema 4: Pentru a deduce toate grupurile pseudominore G de Wq -simetrie cu grupul generator

, nucleu al omomorfismului insotitor 7:G — Au si grupul multicomponent de ,, substitutii
G leul H, al lui insoti G > AutW si grupul multicomp td bstitutii”

W= HgEGPg‘ , este necesar i suficient:
1

1) Sa se gaseasca in grupul W orice submultime cu unitate W' (care nu este subgrup), iar in grupul G
asa subgrupuri H ce au indicele egal cu puterea submultimii W' ;

2) Sa se construiasca cvasiomomorfismul incrucisat & al grupului G pe submultimea W' cu nucleul
Kera=H conform regulii a(Hg)=w, a carui restrictie pe subgrupul H, = Kerr este un cvasi-

omomorfism de stanga natural exact cu nucleul H'=H NH ;
3) Sa se stabileasca in calitate de componente ale transformarii g(w) =wg elementele din grupul G si

submultimea W' ce corespund unele altora conform lui o ;
4) Sa se introduca in multimea perechilor obtinute operatia

w; W) (w
g g =g, (1)
unde g, =g,g,, w, =w'T, (W), w'(g)=wl(g,g,), iar T, (w,)=gw.g; .

. PSP, /4
Demonstratia necesitatii: Fie "

- grup W' -pseudominor de Wq -simetrie, ce are grupul generator
G, nucleul H, al omomorfismului insotitor 7: G — AutW si subgrupul de simetrie /. Atunci, elemen-
tele grupului G" se inmultesc dupa regula (1), iar intersectia grupului G" cu grupul multicomponent de
substitutii” W =I1 g{eGPg“ este egald cu unitatea w, a grupului W si coincide cu intersectia grupului G"
cu multimea componentelor-, substitutii” W'= {w|g" e G(W")} , care verifica conditia w, c W'c W [1].

Stabilim aplicatiile 4 si o ale grupului G respectiv pe grupul sdu generator G si pe submultimea
cu unitate W' conform legilor /I[g(w)] =g si O'[ g(w)] =w,unde g si w sunt componente ale transfor-
marii g e G"" . Evident, cd A este izomorfism. De aceea, existd izomorfismul invers 1" al grupului G
pe G"" conform regulii A7'(g)=g"".

Vom arata cd o este cvasiomomorfism incrucisat cu nucleul A al grupului G" pe W'. Intr-adevar,
fie 0'[ gl.(w")] =w, si O'|: gﬁ.wf )} =w,. Atunci, conform operatiei de inmultire a elementelor din G" , se

(W)

obtine ci O'[gi(w') *gi.wf)} = O'[gk ] =w,,unde g, =g.g,,iar w, =w’'7, (w,). Mentiondm ci w,"’ se
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. . . . . o e ~ . _ _ 1 .
obtine din w; prin intermediul g, -deplasarii la stinga a componentelor, iar 7, (w,)=g,w;g; . Prin urmare,
automorfismele g, ce determina g; -deplasarile la stanga ale componentelor in fiecare w din W', se evi-
dentiaza la includerea izomorfd ¢ a grupului G in grupul AutWW dupa regula @(g,)=g;, iar
automorfismele 7, —la omomorfismul insotitor 7:G — AutW conform regulii 7(g,) =7, . Este evident

ci nucleul Kero = H ,unde H=G"" NG este subgrupul de simetrie al grupului "

W, : =
e H"} | care verifica

Subgrupul de W, — simetrie H I(W”) se aplica de citre o pe totalitatea W, = {w|g
urmatoarea conditie w, < W, c W' . Nemijlocit se verifica cd restrictia lui o pe H I(W”) este un cvasiomomor-
fism de stidnga natural exact, al cdrui nucleu H' coincide cu intersectia lui H I(W”) cu subgrupul de simetrie
H™  adicda H'=H,"H .

In calitate de aplicatie & a grupului G pe W' luim rezultatul efectudrii succesive ale aplicatiilor 47 si

o culegea a(g)=0l"'(g)= O'[ g(W)] =w, unde g si w sunt componente ale transformarii g din

G"* . in calitate de Kera este subgrupul H , asacum A~ este un izomorfism, iar Kerc = H .
Deoarece grupul W' -pseudominor G" de W, -simetrie constd numai din elementele g™ =wg, unde
componentele geometrice g sunt diferite pentru diferite elemente g(w) si determina grupul G, iar compo-

nentele w formeaza submultimea cu unitate W' a grupului W (unde W' < W), apoi pentru grupul "
sunt satisfacute toate conditiile descrise in enuntul teoremei.

Demonstratia suficientei. Vom demonstra acum cd multimea tuturor transformarilor, obtinute din grupul
de simetrie G si grupul multicomponent de ,,substitutii” W conform pasilor descrisi in enuntul teoremei,

intotdeauna este grup W' -pseudominor de W; -simetrie cu grupul generator G si nucleul omomorfismului

insotitor H,,unde H, <G .

Fie pentru grupurile date G si W exista cvasiomomorfismul incrucisat ¢ al grupului G pe submulti-
mea cu unitate W' (unde W' £ W ) a grupului W cu legea a(g,)=w,, a carui restrictie pe subgrupul inva-
riant H, din grupul G este un cvasiomomorfism de stinga natural exact. Atunci, conform definitiei cvasi-
omomorfismului incrucisat, vom avea cd a(g;g;) = wiT o (w,) , unde automorfismul g, actioneazd asupra
elementelor w; prin intermediul g, -deplasarii la stinga a componentelor sale, iar automorfismul 7, actio-

neazd asupra lui w; in forma conjugdrii de dreapta.
. . ", . W . g o
Alcatuim multimea G"" tuturor acelor perechi wg = g( ), unde a(g) =w, si in aceasta multime intro-

ducem operatia (1). Inchiderea multimii G" referitor la operatia data rezultd din faptul ca G este grup, iar
a este cvasiomomorfism incrucisat. Intr-adevar, pentru orice elemente g, st g, din grupul G vom avea
a(g)=w,, a(g,)=w, st a(gg;)= wfffg’ (w;))=w, =a(g,),unde w,w,w, eW".

e . C e . N . /4 . . "
Asociativitatea operatiei si existenta in multimea G"" a elementului unitate 1"’

=w,l se verifica ne-
mijlocit, tindndu-se cont de faptul ca actiunea automorfismelor g si 7, asupra fiecarui element w din
grupul W este comutativa.

Fie g™ e G"" | atunci g™ =wg,unde g€ G, weW' si w=a(g). Deoarece G este grup, atunci
g'eG.Fie a(g)=w eW', atunci wg' =g e G" . Pe de o parte, a(gg™')=a(l)=w,, iar,

-1 . -1 * _ * _ SUE
pe de alti parte, a(gg™')=w* 7,(w*). Prin urmare, w* 7,(w )=w,, de aceea 7,(w )= (w "E dar
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-1

-1 g N -1 —
w = fg,l (W)= [fg,l (W’I)} . In final se obtine ca fg,l (WwhHEHg' = [wg] 'eG"" . Prin urmare,
G este grup de W, -simetrie.
Din faptul cd ¢ aplica grupul G pe submultimea cu unitate W' din W, rezultd cd W' = {w‘ g™e G(W")} .

Intersectia V' a grupului obtinut G"" cu submultimea W' este egald cu unitatea din grupul W , deoarece
unitatea 1 a grupului G la actiunea cvasiomomorfismului incrucisat « se aplica numai pe unitatea w, a
grupului W . Grupul G"" este izomorf grupului sdu generator G, asa cum nucleul V' al omomorfismului
1:6" 5 @G, dupa regula /1[ g(W)] = g, este unitar. Asadar, grupul obtinut G"" este grup W' -pseudo-
minor de W, -simetrie. Teorema este demonstrata.

Remarca 3: Pentru deducerea concretd a grupurilor pseudominore de W, -simetrie este comod de utilizat
urmatorul algoritm:

1) Avand date grupurile G si P, de gasit produsul cartezian W =TT, __.P% al copiilor izomorfe lui P si

g€G
indexate cu elemente din grupul G si de evidentiat in grupul W subgrupul Diagh = P .

2) De construit izomorfismul ¢:G — AutW dupi regula ¢(g)=g,unde g efectueazd g -deplasarea
la stanga a componentelor in fiecare w din grupul W si de descris in detalii actiunea automorfismului
g asupra factorilor P* la nivel de substitutii ale acestor factori.

3) De gasit: in grupul G toate subgrupurile netriviale invariante H, (H, <G ) si subgrupurile adevarate
G, ce-l includ in sine pe H, (H, < G, <G), in grupul H, toate subgrupurile adevarate posibile
(H < H,), iar in grupul W toate submultimile cu unitate W' (care insa nu sunt subgrupuri) si care
verificd conditiile: G/H1 =®<AutW, [G|H]=\W'|, HNH=H' [H |H'|=|W,|, unde
w,cW,cW', GNH=H", W'nDiagW =W" si [G, |H"]=|W"| .

4) De construit un omomorfism 7 cu nucleul Kerr = H, al grupului G 1in grupul AutW , unde
7(g) =7, si T,(w)=gwg™";

5) De descompus grupul G in clase de resturi de dreapta in raport cu subgrupul H si de stabilit asa o
corespondenta biunivoca a intre descompunerea data si submultimea W' (pastrand: a) corespondenta
dintre elementele subgrupului /| si 7, obtinuta in rezultatul cvasiomomorfismului de stdnga natural
exact @ cu nucleul H'; b) corespondenta dintre elementele subgrupului G, si W", obtinuta in
rezultatul cvasiomomorfismului de dreapta  cu nucleul A" al grupului G, pe W"), care, in calitate
de aplicatie a grupului G pe W', ar fi cvasiomomorfism incrucisat cu nucleul H .

5. In continuare vom analiza in detalii doud exemple concrete de deducere a grupurilor posibile pseudo-

minore de I, -simetrie din grupurile date GsiP.

Exemplul 1. Analizam in primul rand un exemplu de deducere a grupurilor pseudominore de W, -simetrie
din grupul initial de substitutii P = {e,p =(123),p "' = (132)} = C; si grupul ciclic de ordinul 3 G =C;.
Asadar, G=C,[13= {1,3,371} si W=P'xP’x P* . Conform izomorfismului ¢ :G — AutW , obtinem
ca p(G)=G= 63 = {T, 3, 5_1} , unde simbolul g semnificd automorfismul @, =@(g) ce realizeazd

g -deplasarea la stinga in fiecare we W . Actiunea automorfismului g asupra factorilor P* ai grupului
W o prezentam in forma substitutiilor lor:

1(P%)=P% :(P'YP )P ): 3(P%)=P*% :(P'P°P*): 37 (P%)= P* % .(P'P* P°).
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In calitate de nucleu H, = Kerz al omomorfismului insotitor 7:G —> AutW , dupa regula 7(g) = 7,
poate fi numai insusi grupul G =C;.

In calitate de nucleu H = Kera al cvasiomomorfismului incrucisat & al grupului G = C, in grupul W
poate servi doar subgrupul /1 de indicele 3 in G, adica H =C, = {l} Prin urmare, pentru deducerea
grupurilor pseudominore de W, -simetrie cu grupul generator G = C,, vom studia doar acele submultimi cu
unitate /W' care nu formeaza grup si pentru care |W'| =3.

Fie H,=C,, iar H={l}. Atunci, 7, =1 pentru orice geC,. Fie a(l)=w,, a(3)=w, iar
a(3')=w,, unde @ — cvaziomomorfismul incrucisat al grupului C, pe submultimea W' = (w,, w,,w,).
Observam ca w, are ordinul 1, iar celelalte doua elemente au ordinul 3. Mai mult, din «(3) =w, obtinem
a(3-3)=wz,(w) = ww =w, =a(3™), din ¢(3")=w, obtinem a(3"-3")=w} 'z, (w)=w} w,=w =a(3).
iar din @(3-3")=w) F(w)=w w,=w, =a(l) si a(3"-3)=wiz,.(w)=ww, =w, =a(l) obtinem
wffl W, =Wiw,.

Consideram w, =< el e >, w, =< 1”11,7’23,1’3371 >=<n,n,1, > si W, =<Kk,,k,,k, >. Din relatiile de
mai sus avem cd Wy w, =W, si wf?lwfw1 =w,. Atunci, W, =<r7,,%,7 >, iar W,w, =< 717,11, %F, >. Din
egalitatea W, w, =w, urmeazi egalitatile: k, =7, k, =r7,, k, =r7,. lar din egalitatea W) ) ww, = w,
urmeazi egalitatea 77,1, = ¢ . Sunt posibile urmitoarele variante: 1) w, =<e, p, p~' >, iar w, =<p,e,p ' >;
2) wy =< e,p”,p>, iar w, =< p e, p>;3) w, =< p,e,p' >, iar w, =< p,p_l,e>; 4) w=<plep>,
iar w, =< p'l,p,e >;5) w, =< p,p ', e>,iar w, =< e,p_l,p >;6) w =< p ', p,e>, iar w, =< e,p,p"1 >,

In rezultat, obtinem 6 submultimi W, (i = 1,_6 ), care ne dau 6 grupuri pseudominore de W, -simetrie cu

grupul generator G = C; si grupul initial de substitutii P = C;:

-1 -1 -1 -1
Wi=(wy,w, =<e,p,p~ >w,=<p,e,p" >), W, =(wy,w,=<e,p ,p>w,=<p ,e,p>),
! -1 -1 [ -1 -1
Wi=(w,w, =<p,e,p~ >w,=<p,p ,e>), W/=wy,w =<p ,e,p>w,=<p ,p,e>),
-1 -1 -1 -1
W)=(w,,w,=<p,p ,e>w,=<e,p ,p>), W =(wy,w,=<p ,pe>w,=<e,p,p >).

Simbolul grupurilor pseudominore obtinute este [C3 ,C,,C,,C, ] / (W;"W;' |w0; C, ‘Cl ,C, ‘C3 |C1)C1, unde i =1,6.
Exemplul 2. Fie P= {e, p=0123),p" = (132)} = (,, iar grupul generator G este grupul ciclic de
ordinul 6, adica G =C,. Asadar, G=C, ] 6= {1,6,3,2,371,671} si W=P xP°xP>xP*x P x P
g semnifica automorfismul @, = @(g) ce realizeazd g -deplasarea la stanga in fiecare w e W . Actiunea
automorfismului g asupra factorilor P* ai grupului W o prezentdm in forma substitutiilor lor:
I(P%)= P (PY(P)P )PP )P ): 6(P%)= P (P PP PP P )
3(P%)=P% ((P'P*P  Y(P°P*P®); 2(P%) = P* :(P'P*)(P°P* )(P® P*);
3Py =P ¢ (P'PP P)P°PY P?); 67 (P4)=P" ¢ (P'P° P° P*P'PY).
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Se stie ca Kerr = C(P) . Deoarece centrul grupului de substitutii P = C, coincide cu insusi grupul, apoi
in calitate de nucleu H, = Kerz al omomorfismului insotitor 7: G — AutW , dupa regula 7(g) =7, (unde
7,(w)= gwg ™' pentru we W), va fi subgrupul C, al grupului G =C,.

In calitate de nucleu H = Kera al cvasiomomorfismului incrucisat o al grupului G = C, in grupul W
poate servi doar subgrupul / de indicele 2,3 sau 6 in G, adica H =C,, H=C, sau H=C, = {1} . Prin
urmare, pentru deducerea grupurilor pseudominore de Wq -simetrie cu grupul generator G = C;, vom studia
w'|=3,|w|=6.

1) Fie H =H=C,. Aunci 7,=7,=7_, =1, iar 7,=7,=7_, =2, unde 2:p<>p . Fie

doar acele submultimi cu unitate W' care nu formeaza grup si pentru care |W'| =2,

a)=aB)=a(3")=w,, iar a(6)=a(2)=a(6"')=w, unde @ — cvaziomomorfismul incrucisat al
grupului C, pe submultimea W' = (w,,w). Atunci:

a) a(6-6)=w T, (W) =nw'w'=w,=aB3), a(6-2)=wr,(w)=w'w'=w,=a3"),

a(6-3)=w7i (w)=ww,=w'=w=a(2);

b) a2-2)=wr,(w) =ww' =w, =a(l), a@-3)=w’5,(w)=w' w,=w =w=a(6);

¢) a(6'-67)= wﬁflz—'é,l (w)= W W = w,=a(37").

Din relatiile a)-c) rezultd ca w=w = w, iar ww!l=w'w = W w = W, . Prin urmare, toate
componentele elementului w al submultimii /' sunt egale intre ele. De aceea, sunt posibile numai doud
cazuri: W, =<p,p,p,p,p,p> si w,=<p ,pL,p L pp',p > Multimile Wi' =Wy, W),

unde i=1,2, ne dau doud grupuri pseudominore de W, -simetrie cu urmatorul simbol
[63,63,62,66]/%"%"W/;Q\Q,CG |C5]C)Cy, unde i=1,2.

2)Fie H, =C,, H=C,. Vom considera ca a(1)=a(2)=w,, a(6)=a(3")=w, iar a(6")=a(3)=w,,
unde @ — cvaziomomorfismul incrucisat al grupului C, pe submultimea W' = (w,, w,,w,) . Atunci, se vor
obtine relatiile: a(6-2)=wZ (w,)=ww,=w =w, =a(3"), a2-6)=wr,(w)=w'=a3"),
a(6-6")=wl Z(w)=w w'=w,=al), aB"3)=w 7. (w)=w w=w,=a@B) s
a(3"-3)= wff3,| (W) =ww, =w, =a(l).

Pe de o parte, din relatiile obtinute mai sus vom avea ci W} =w,, w, =w' si W’ A w;,' =w,, adica

6! . . . 3,37 = : 5 ;
w, =w,. Mai mult, vom avea si egalitatea w;w; w, =w, . Pe de altd parte, stim cd elementele w, si w,

sunt de ordinul al treilea. Prin urmare, inversul elementului w, (pentru i =1,2) intotdeauna este diferit de

A . -1
msesr w,: w; * w;

. Ca rezultat, vom obtine ca nu este posibild aplicatia cvasiomomorfa incrucisatd o a
grupului C, pe submultimea W ={w,,w,w,} cu nucleul Kera=C, si insotitd de omomorfismul
7:Cy = AutW cunucleul Kerr = C; . Deci, in acest caz nu exista grupuri pseudominore de W; -simetrie.

3) Vom analiza situatia in caz mai general, i anume: se considerd a(1) =w, iar a(6)=w. Vom gasi

toate conditiile pe care trebuie sa le verifice componentele lui w pentru ca o sa fie aplicatie cvasiomomorfa
incrucisata, insotita de omomorfismul 7:C, - AutW cu nucleul Kerr =C,. Din a(6)=w urmeaza:
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a(6-6) = a(3) = W'z, (W) = w2(w)=w'w™, a(3-6)=a2)=w'w )W) =w W) w=a(6-3)=
W W) =w 2w ) = wW'w ) = wwiw ™, a(2:6)=a(3-3)=[www )’ %, (w) =
=(wWw ) E,(ww ) =w (WY wwl =aB™) si a(2-3)=a(6™) =

W (w Y ww ' PE,(ww ™) = WS (w’l)y1 w (W)Y ww®) ! = Wi (w*)™". Din faptul cd a(2) =w’w(w™")°

W2W6(W—1)3W—1

urmeaza ca a(2-2) =w, = [Www )T, (www ")) = W wz(w_l)y1 ww ' (w) = w'w™'; de unde
se obtine W’ =w. Din q(6) =w si a(6") =w*w® (w*)™" urmeazi ca a(6-6™)=w, =w® Z,[w'w® (W) '] =

W w6(w_1)671(w_1)2 =w(w™')’, de unde se obtine w’ =w; respectiv, (6™ -6)=w, = w (W)™, de

-loa . _ . - _ _ . < . -1
unde w’ =w’ . In mod analog, din a(3) = ww™ si a(3™")=w?*(w ') w'w ' se obtine cd w*=w si w°=w’ .

2 = . N 1 2 -1 1
Ca rezultat, vom avea: w=w’ =w’ =w’ =w". Considerand w=<r',7",r",7*,17 ,1° >=<r,5,1,1,,1,7, >

371

2 3 . .
vom avea W =<7, K, l L, >, W =< L, EL, L L, >, W =<K, T L, L, F > sl respectiv,

6 _ _ e e : _ _
W’ =<rn,n,1,5,1,1 >. Ca rezultat, r,=r,=r,=7,=r,=r,. Prin urmare, w=w, =< p,p,p,p,p,p> sau

w= W2 =< p_l,p_lap_lap_l,p_lap_l >
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