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METODA COLONIILOR DE FURNICI PENTRU
PROBLEMA P-CENTRULUI UNUI GRAF

Andrei POSTARU

Catedra Informatica si Optimizare Discretd

We propose an algorithm based of the Ant Colony Optimization (ACO) metaheuristic for solving the p-center problem
of a non-directed graph.

Introducere

Fie G=(V,E) un graf finit simplu conex cu multimea de varfuri V, V| =n, si multimea de muchii £.
Distanta dintre doud varfuri ¥', ¥"" ¢ V, notatd d(v',v""), reprezintd numirul de muchii care se contin in cel
mai scurt lant ce uneste aceste doua varfuri.

Fie ¥, o submultime a lui V' ce contine p varfuri. Prin d(V, ,v) vom nota cea mai mica distantd dintre

varfurile multimii ¥, si varful v, adica

awv,,v) = minvle,/p dv,;,v).

Mirimea e(V') = max, _, d(V,,v;) senumeste excentricitatea multimii de varfuri V.

P

v,eV
Multimea ¥V, cu |I-";| =p, pentru care
e(V,) =min vcr e(V,)
se numeste p-centrul grafului G=(V,E).

Mirimea e( ¥,,) se numeste p-raza a grafului G=(V,E) si se noteazi prin #,(G) .

Este evident ca p-centrul grafului poate fi determinat cu usurintd, dacd cunoastem matricea distantelor
D=|dyll, ij=12..n unde dg=dv,v;), v,v;eV.

Dacé p ==1, atunci determinarea p-centrului prin examinarea fiecarei p-submultimi de varfuri cu alegerea
ulterioara a multimii de raza minima (metoda fortei brute) este rationald doar pentru unele grafuri nu prea
mari §i pentru p nu prea mari.

Se stie ca problema p-centrului grafului este NP-dificila si, in consecinta, elaborarea unor algoritmi apro-
ximativi pentru rezolvarea ei este actuala.

In ultimii ani se elaboreaza intens o directie stiintificd denumita Calcule naturale (Natural Computing),
care intruneste metode matematice, la baza carora stau principiile unor mecanisme naturale de luare a deci-
ziilor. Aceste mecanisme asigura adaptarea florei si faunei la mediul inconjurator deja pe parcursul a catorva
milioane de ani. Printre algoritmii ,,naturali” in primul rand trebuie mentionati algoritmii coloniei de furnici
(Ant Colony Optimization), a caror baza o constituie imitarea autoorganizarii unei colonii de furnici.

1. Metoda coloniei defurnici

Principiul de optimizare cu ajutorul coloniilor de furnici apare la inceputul anilor 1990 si se datoreaza
cercetatorilor M.Dorigo, V.Maniezzo si A.Colorni, care au expus teoria lor 1n articolul fondator [1].

Deja sunt obtinute rezultate bune pentru rezolvarea unor astfel de probleme combinatoriale dificile, cum
ar fi problema comisvoiajorului, problema de rutare a vehiculelor, problema de atribuire cuadratica, problema
colordrii grafului si multe altele [2-4]. Mentiondm de asemenea lucrarea autorilor T.Levanova si M.Lores [5],
unde se rezolva problema gp-medianei unui graf. Ideea autorilor despre eliminarea succesiva a varfurilor se
dovedeste a fi productiva si in cazul p-centrului grafului.

Furnicile sunt insecte sociale, care formeaza colective. Un sistem colectiv este capabil sa rezolve probleme
dinamice complexe 1n vederea efectudrii in comun a unei lucrari, care nu ar putea fi efectuata de fiecare
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individ al sistemului in parte fara o coordonare sau dirijare din exterior. Drept confirmare a unui comportament
optimal al coloniilor de furnici poate servi si faptul ca reteaua de musuroaie a supercoloniilor este foarte aproape
de arborele partial al musuroaielor. Baza comportamentului coloniei de furnici o constituie autoorganizarea,
care asigurd atingerea scopurilor comune ale coloniei in baza unei interactiuni primitive. Colonia nu are o
dirijare centralizatd si trasaturi caracteristice ei sunt schimbul de informatie locald numai Intre unii indivizi
(schimb direct — hrana, contacte vizuale si chimice) si prezenta unui schimb indirect, ceea ce anume se folo-
seste in algoritmii coloniei de furnici. Schimbul indirect (stigmergy) reprezinta o interactiune in timp, la care
un individ modificd o zond a mediului inconjurator, iar altii utilizeaza aceastd informatie mai tarziu, cand
nimeresc in ea. Biologii au stabilit ca o astfel de interactiune are loc prin intermediul unei substante chimice
speciale — feromonul (pheromone), depuse de furnici pe obiectele de interes sau chiar in timpul mersului.
Ulterior, furnicile preferd sa urmeze directiile bogate in feromon, alegdnd in majoritatea cazurilor directiile
cele mai bogate in feromon.

Adaptibilitatea comportamentului se realizeaza prin evaporarea feromonului, care in naturd este perceput
de céatre furnici in decurs de cateva zile. Putem face o analogie intre repartizarea feromonului in spatiul din
jurul coloniei §i memoria ,,globald” a musuroiului, care poarta un caracter dinamic.

Ideea algoritmului coloniei de furnici este de a modela comportamentul furnicilor reale, legat de capaci-
tatea lor de a identifica drumul cel mai scurt situat intre musuroi si sursa de hrana si de a se adapta la schim-
barile de mediu, gasind noul drum optimal.

La deplasarea sa furnica marcheaza cu feromon drumul pe care urmeaza si aceasta informatie este folosita
de alte furnici pentru alegerea directiilor de deplasare. Modelarea evaporarii permite sd se evite acumularea
nelimitatd de feromon si garanteaza ca, gasind un optim local, colonia de furnici va continua sa caute si alte
solutii.

2. Algoritmul coloniei defurnici pentru problema p-centrului

2.1. Schema algoritmului

Algoritmul construieste p-centrul grafului G=(V,E), adica multimea respectiva ¥, , eliminand succesiv
cate un varf din multimea /' pana atunci cand rdman neeliminate exact p-varfuri. Fie
S,=7, Si:‘gﬂ\{vil}a 5= 51\{1’{2}: ey Sn-y-i\{“q,_p }s

=g
unde 7, , ¥ Py sunt varfurile eliminate, scrise in ordinea eliminarii lor din multimea V.

i Vigs oo

Alegerea unui varf pentru a fi eliminat se face In urma examinarii varfurilor neeliminate inca si are un
caracter probabilist. Factorii de care depinde probabilitatea eliminarii unui varf includ si o caracteristica, pe
care 0 vom numi razd.

Fie v; €5y unvarfneeliminat dupd k eliminari, k=1.

Vom examina lanturile geodezice maximale de forma c(v; , u), toate varfurile carora, cu exceptia lui v,
sunt varfuri eliminate. Se vede cu usurinta ca aceste lanturi sunt de doua tipuri:

1) varful u nu este adiacent cu nici unul din varfurile multimii Sg;

2) varful u este adiacent cu cel putin unul din varfurile multimii 5.

Fie I;si !;-' lungimile lanturilor de tipul 1, respectiv de tipul 2,i = 1,2,..]': j=12...]".

Raza a varfului  v7; se numeste marimea

143
T; =r(v;) = max{maxgl ,ma-x,’-%- )

Remarca. Putem da o definitie mai putin formala a notiunii de razd. Vom spune ca varful ;&5 ,,vede”
varful eliminat u , dacd existd un lant geodezic c(V;.u) care uneste ¥; si u, varfurile cdruia, cu exceptia
lui v, sunt varfuri eliminate.

Raza varfului v; reprezintd un astfel de numar r;=r(v; ), incat daca v; ,,vede” un varf eliminat u la o
distantd ce nu Intrece *;, atunci nu existd nici un varf w €5y, care ,vede” varful u la o distantd mai mica
decat T;. Astfel, raza r: a varfului v; € &, este distanta la care varfurile eliminate, vazute de ¥7; , nu sunt

i
vazute la o distantd mai mica de nici un alt varf din §, .
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Este evident ca raza p-centrului grafului este cea mai mare dintre razele celor p-varfuri care formeaza
p-centrul grafului.

2.2. Determinarea razelor vérfurilor

In general, razele varfurilor neeliminate nu sunt constante. Ele pot varia de la un pas la altul. in momentul
cand varful este eliminat raza lui devine egala cu 0.

Pasul 0. Punem r; =0 pentru toate varfurile v, i=1,2, ... ,n.

Pasul 1. Alegem la intdmplare un varf v € V, punem #; =0 si elimindm acest varf (ceea ce inseamna
ca acest varf nu va face parte din submultimea de p-varfuri care urmeaza a fi construita in calitate de p-centru
(aproximativ) al grafului).

In matricea distantelor graficului 2=(V.,E), liniile i care contin elementul / in coloana &, corespund var-
furilor adiacente varfului eliminat ;. Razele acestor varfuri le punem egale cu 7 : ¥; =1. Totodata, pentru acei
i, pentru care f;, # 1, punem T, = 0 .

Pasul 2. Din multimea varfurilor neeliminate alegem, cu o anumitd probabilitate, un varf, de exemplu
varful v, ; punem 7, =10 .

Pentru o linie a matricei distantelor este posibil unul din cazurile:

a) nici unul din cele doud elemente, situate in coloanele i, si i, , nu este egal cu 1.

Pentru varfurile 17, corespunzatoare acestei (acestor) linii punem *; = 0 (de fapt, riméne r; = 0 );

b) din cele doud elemente, situate in coloanele I, si I, , unul este egal cu /, iar altul este mai mare decat 2.

In acest caz, punem ¥; = (anterior am avut ¥; = 0);

¢) unul din cele doui elemente este egal cu /, iar altul este egal cu 2. In acest caz, punem:

r;=1 dacd |d(v; vg,)-d@pwgl|>1;
;=2 dacd |d(v.wy)-d(w, v,)=]
si in coloana in care este situat elementul 2 se afla un singur /.

Pasul k, k=2. Din multimea varfurilor neeliminate alegem, cu o anumita probabilitate, varful ¥, , punem
1, = 0 siconsiderdm cd acest varf este eliminat.

Pentru o linie i a matricei distantelor este posibil unul din cazurile:

a) nici unul din cele k£ elemente, situate in coloanele ii , Ez ooy ik, nu este egal cu /. Pentru astfel de i

punem ¥, =0 ;

b) in linia i cel putin un element este egal cu /, adicd in multimea

{ d(“ﬂ! ’Ftlj-' d(ﬂ! > 1312 )a tet d(t‘?i > ﬁik:l }
cel putin un element este egal cu /. Fie k', I < k' < k, numirul maximal, pentru care toate numerele succe-
sive 1,2,3, ... .k’ apartin multimii mentionate. Este evident ci 7, = k' . Verificim conditiile:

Condifia A. Existi un numar k*, k™ < k', si permutarea §;, 8,, ..., §* a numerelor 7,2, ... ,k* astfel
incat d(wg vy, )=, d(PV,)= 2, o, A2y B, ) =K 1AV, 0, )=y, V)= - =d(w, o v, )1

Condifia B. In linia §* a matricei distantelor grafului G=(V,E) se contine un singur / (adica, varful L
este terminal).

Daci au loc ambele conditii A si B, atunci punem ;= k*. Daca insa are loc numai conditia A, atunci

&
La trecerea de la multimea Jg—4 la multimea &; prin eliminarea unui varf, razele varfurilor neelimi-
nate (adica, din &}, ) nu pot sa se micsoreze, adica
nmxpj,_gh_l'r'(u_,j = Ay, o, ().
Algoritmul porneste de la multimea S, =F,, (=) si se incheie cu o multime care contine p-varfuri.
Fie cé e construitd multimea &}, , k=0 .
La pasul k+/ cu probabilitatea

punem T; =
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_ E(Fpoa =ty &)
EPIEEET;':%J:"}'h:'

(1

in multimea &, sealegeunvarf 17; care urmeaza a fi eliminat.

Aici r; este raza varfului vpesy, 7,,,,~ max;r; Parametrul £ > ( garanteazi ci orice varf poate fi
eliminat cu o probabilitate pozitivd. T; este cantitatea de feromon depus pe varful v; la iteratia ¢ a algo-
ritmului si reprezintd indicele unei potentiale eliminiri a acestui varf. In general, Tt depinde de raza varfu-
lui. Al doilea factor 8= 1,,,, — T; +& de asemenea depinde de raza varfului ¥, dar si de raza maximala a
varfurilor.

2.3. Ciclul principal al algoritmului (algoritmul furnicii)
Pasul 0. Punem &, =V.
Pasulk, k = 1.1.Daci |§g|=p, algoritmul se incheie.
2. Cu probabilitatea (1), alegem un varf ¥, din mulfimea 3.

3. Punem &yaq ™= &y Y {ﬁiﬁ“}.
Trecem la urmatorul pas.

2.4. Algoritmul coloniei de furnici
Fixdm un numar de iteratii &,,,, , care urmeaza a fi efectuate ( t,,,, — durata de viatd a coloniei) si un
numar de furnici m . La o iteratie, fiecare furnica parcurge varfurile grafului, eliminand succesiv 7 - p din
ele, construind astfel o submultime ¥, de p-varfuri din V.

si alegem un £ = () mic; punem recordul initial R=00 §i li-"; — cea mai bund dintre solutiile gasite (eventual,
I-"’; este o submultime oarecare de p-varfuri ale multimii V) .

Iteratia t, t=1 .

1. Sunt construite m solutii admisibile (adicd m p-submultimi de varfuri).

2. Din aceste solutii admisibile este aleasd cea mai buna (cele mai bune), adica p-submultimea de raza

minimé; memordm R - raza-record la iteratia data, si i’; — solutia corespunzatoare lui R.

3. Sunt reinnoite cantitatile de feromon T: de pe varfurile v; € 5, .

4.Daca R <R, atunci punem R =R si v, =i"; )

5. Dacd au loc niste conditii de oprire (specificate initial), atunci algoritmul se Incheie.

Trecem la iteratia ¢+1.
La iteratia ¢ reinnoirea feromonului are loc conform formulei:

W i
B I i “““H 2 @)
T

Aici Cpin (Lmin = 0) este valoarea minimal posibild a lui T§; & (0,1) este coeficientul de stingere
(de evaporare a feromonului) la iteratia #; s¢; #[0,1] este frecventa relativa cu care varful 17; apare in cele mai
bune dintre solutiile alese la pasul 2; g € (0,1) este un parametru. Din (2) se vede cu usurinta ca daca varful
77; nu a nimerit in nici una din solutiile cele mai bune, atunci

'E§“=§E.

De asemenea, observdm cd, pentru valorile date ale parametrilor £, 8 @, cu cat mai des varful v
nimereste in solutiile cele mai bune, cu atat mai mica devine valoarea feromonului = . Altfel zis, cu cat mai
avantajoasa este eliminarea varfului 17;, cu atit mai mare este nivelul de feromon al lui si, deci, cu cat mai
mic este avantajul de la eliminarea acestui varf, cu atat mai mic este si nivelul feromonului lui.

In incheiere vom mentiona ci experimentele intreprinse de numerosi cercetitori arati ca eficienta algorit-

milor coloniei de furnici creste odatd cu cresterea dimensiunii problemei de optimizare. Convergenta este

35



STUDIA UNIVERSITATIS
Revista stiintificd a Universitdtii de Stat din Moldova, 2010, nr.7(37)

garantatd, dar timpul de convergenta depinde foarte mult de alegerea unor valori potrivite pentru parametri,
ceea ce se poate face doar in mod experimental. Analiza teoretica a algoritmilor coloniei de furnici este dificila,
deoarece repartitia probabilitatilor se modifica de la o iteratie la alta. Si totusi, astazi tipul dat de algoritmi
este obiectul unui interes sporit.
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