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CRITERII NOETHERIENE PENTRU ECUAŢII INTEGRALE SINGULARE 

PERTURBATE CU OPERATORI CU NUCLEE OMOGENE 

 
Diana AFTENI*, Vasile NEAGA 

Catedra Analiză Matematică şi Ecuaţii Diferenţiale 
*Universitatea de Stat din Tiraspol 
 
In this paper one class of perturbated integral singular operators with homogeneous kernels operators is studied. The 

Noetherian criteries and formulas for the calculation of indexes of these operators are established. 
 
 
Fie ( )RC  mulţimea tuturor funcţiilor continue pe axa reală ( )+∞∞−= ,R  pentru care există limitele 

finite ( ) ( )xaa
n ±∞→

=∞± lim  şi egale: ))(()()( RCaaa ∈−∞=+∞ , notate în continuare cu ( )∞a . Notăm cu 

( )γγ xRLL pp ,=  spaţiul pL  pe R  cu ponderea 
γρ xx =)(  ( )11,1 −<<−+∞<< pp γ  în care norma se 

defineşte în felul următor:  

                                                                      ( )
p

p dxxx
1
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Este cunoscut că operatorul integral singular 

( ) ( ) ( ) ( )
∫
+∞

∞− −
+= dy
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y

i
xbxxaA ϕ
π

ϕϕ~
,    (2) 

cu coeficienţii ( )RCba ∈, , este noetherian în spaţiul γ
pL  dacă şi numai dacă  

                                                                    Rxxbxa ∈∀≠± ,0)()( .                     (3) 

În aceste condiţii, indicele operatorului A~ , AInd~
, se calculează cu ajutorul formulei   

                                                                   
( ) ( )
( ) ( )

+∞

−∞=⎭
⎬
⎫

⎩
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⎧

−
+

=
xxbxa

xbxaAInd arg
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π

.                                              (4) 

În prezenta lucrare se consideră operatori integrali singulari A   

                                                         ( )( ) ( ) ( ) ( )∫
+∞

∞−

+= dyyyxkxcxAA ϕϕϕ ,~
 ,                                                 (5) 

perturbaţi cu operatori integrali singulari cu nuclee ( )yxk ,  omogene de ordinul -1, 

( ) .0),,(, 1 >= − λλλλ yxkyxk  
Necesitatea studiului operatorului de forma (5) este justificată prin faptul că astfel de operatori apar în 

rezultatul reducerii operatorilor cu translaţii la operatori singulari fără translaţii. 
Scopul lucrării constă în stabilirea condiţiilor noetheriene pentru operatorii de forma (5) şi în determinarea 

formulei pentru calcularea indicilor acestor operatori. Se demonstrează că condiţiile (3) rămânând necesare 
nu devin şi suficiente, în care operatorii de forma (5) sunt noetherieni. În aşa fel, perturbarea operatorului A~  
cu termenul 

( )( ) ( ) ( ) ( )∫
+∞

∞−

= dyyyxkxcxcK ϕϕ ,  

influenţează condiţiile noetheriene ale lui A~ . Indicele operatorului A  se exprimă prin numărul de rotaţii în 
jurul originii de coordonate a valorilor unei funcţii, numită simbol al operatorului A . Din formula pentru 
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calcularea indicelui operatorului A  rezultă că, în general, ( ) AIndcKAInd ~~
≠+ . Rezultatele enumerate sunt 

bazate atât pe un şir de proprietăţi ale operatorilor de forma K , care sunt stabilite în prezenta lucrare, cât şi 
pe unele proprietăţi ale operatorilor integrali de tip Wiener şi Hopf. 

 
1. Compacitatea unor operatori integrali cu nuclee omogene 

Teorema 1.1. (a se vedea [1]). Fie  

                            ( ) ( ) ,)111(,1,,1
11

=++∞<±=± −
+∞

∞−

+∞

∞−

−

∫ ∫ qp
dyyykdyyyk qp    (1.1) 

atunci operatorul ( )( ) ( ) ( )∫
+∞

∞−

= dyyyxkxK ϕϕ ,  este mărginit în spaţiul ( )RLp . 

În continuare, de rând cu operatorul K , vom avea nevoie şi de operatorul  

( ) ∫∫
+∞

∞−

+∞

∞− −
== dy

xt
ytkdt

i
xSKK ),(1)(1 π

ϕϕ
 

pentru care condiţia (1.1) are forma  

                                                            
( )

+∞<
±∫ ∫

+∞

∞−

+∞

∞−

− dt
t

ytky p
1

,1

.                 (1.2) 

Observăm că condiţia (1.1) exclude cazul în care nucleul ),( yxk  al operatorului K  coincide cu nucleul 

( ) 1−− yx  al lui Cauchy. 
Vom determina condiţii similare cu (1.1) şi (1.2) pentru spaţiul γ

pL . 
Lema 1.1. Fie 

( ) ( ) ( )
p

p

L

p
Lppp xxRLxxL

γγ
γ ϕϕϕϕ γ ⋅=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∈= ,/ . 

Dacă nucleul operatorului K  verifică condiţia  

                                                        ( ) +∞<±∫
+∞

∞−

+
− dyyyk p

γ1

,1 ,     (1.3) 

atunci operatorul K  este mărginit în spaţiul γ
pL . 

Demonstraţie. Fie ( )yxk ,  verifică condiţia (1.3) şi  

                                                            ( ) ( )∫
∞+

∞−

= dyyyxk
y
xK

p
ϕϕ

γ

,1      (1.4) 

Atunci uşor se verifică că operatorul K  este mărginit în spaţiul γ
pL dacă şi numai dacă operatorul 1K  este 

mărginit în spaţiul pL . Nucleul ( ) ( )yxk
y
xyxk

p
,,1

γ

=  este omogen de ordinul -1. Verificăm condiţia (1.1). 

Avem:  

     ( ) ( )∫∫
+∞

∞−

+
−−

+∞

∞−

+∞<⋅±=⋅± pp yykdyyyk
γ11

1 ,1,1  

şi deci 1K  este mărginit în pL . Lema este demonstrată. 
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Condiţii similare cu (1.2) pentru operatorul K  în spaţiul γ
pL  au forma  

                                                               
( )

+∞<
±∫ ∫

+∞

∞−

+∞

∞−

+
− dt

t
ytky p
1

,1 γ

                (1.5) 

pe care, de asemenea, le vom considera verificate.  
Observăm că condiţiile impuse nucleului ( )yxk ,  în spaţiul γ

pL  de asemenea exclud cazul în care 

( ) ( ) 1, −−= yxyxk . 
Teorema 1.2. Fie funcţia ( )yxk ,  omogenă de ordinul -1 verifică condiţia (1.3) şi ( ) ( )RCx ∈δ . 

Operatorul  

( )( ) ( ) ( ) ( )dyyyxkxxK ∫
+∞

∞−

= ϕδδ ,  

este compact în spaţiul γ
pL dacă şi numai dacă ( ) ( ) 00 =∞= δδ . 

Demonstraţia acestei teoreme pentru 0=γ , adică pentru spaţiul pL , poate fi găsită în lucrarea lui  

N.Karapetianţ [2]. Pentru spaţiul λ
pL  teorema poate fi demonstrată în mod similar ca şi lema 1.1, trecând de 

la operatorul K  în spaţiul λ
pL  la operatorul 1K  în spaţiul pL . 

Teorema 1.3. Dacă operatorul cKAA +=
~

 este noetherian în spaţiul λ
pL , atunci operatorul A~  de 

asemenea este noetherian. Adică, condiţiile  
( ) ( ) Rxxbxa ∈∀≠± ,0 , 

sunt necesare în care operatorul A  este noetherian. 
Demonstraţie. Repetând raţionamentele de la lema 1.1 putem considera 0=γ . Să admitem contrariul: 

adică, presupunem că A  este noetherian, iar ( ) ( )xbxa +  se anulează într-un punct 0x . Considerăm cazul 
∞=0x , iar apoi 0≠x . Deci, fie ( ) ( ) 0=∞+∞ ba . Conform stabilităţii proprietăţii operatorului de a fi de 

tip noetherian, există un 0>δ  încât orice operator B  care verifică condiţia δ<− BA  este de asemenea 
noetherian şi IndAIndB = . Notăm prin B următorul operator  

cKSbIaB ++=
~~ , 

unde funcţiile a~ şi b~  sunt alese în felul următor: 1) ( )RCba ∈
~,~ ; 2) ( ) ( )xaxa =~  şi ( ) ( )xbxb =

~
 pentru 

( ) ( )0,1,1 >∆−∆+∆−∈x ; 3) ( ) ( ) 0~~ =+ xbxa  pentru ( ) ( )+∞∆∪∆−∞−∈ ,,x , iar ∆  este ales în aşa 
fel încât δ<− BA . Deci, B  este noetherian. Fie funcţia ( )RC∞∈ω  (indifinit derivabilă ) care verifică 
condiţiile  

( )
( ) ( )

( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+∆+∆∪+∆∆∈≤≤
+∆+∆∈

+∞+∆∪∆∞−∈
=

].3,2[]1,[,10
],2,1[,0

,,3,,1

xpentrux
xpentru
xpentru

x
ω

ω  

Exprimăm operatorul B  sub forma  
( ) ( ) cKQbaPbaB +−++=

~~~~ , 

unde ( ) ( )SIQSIP −=+=
2
1,

2
1

 şi  

                                                           ( )( ) ( )
∫
+∞

∞− −
= dy

xy
y

i
xS ϕ

π
ϕ 1

.                  (1.6) 
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Atunci, ( ) ( )( ) ( ) ,11~~1 TPcKPbaPB +−+−+=− ωωω  unde T  este un operator compact.  

Evident, ( )( ) 01~~ ≡−+ ωba  şi operatorul ( )PK ω−1  este compact. Prin urmare, ( ) 11 TPB =−ω  şi 
( ) ( ) 3]1[ TQPBQPBB ++=++−= ωωω  şi din această egalitate rezultă că operatorul QP +ω  este 

noetherian, ceea ce este imposibil, deoarece ( ) ( )2,1,0 +∆+∆∈= xxω . Fie 00 =x  (mai jos vom arăta că 0x  

nu poate fi diferit de zero). Vom aplica raţionamente similare. Considerăm operatorul cKSbIaB ++=
~~  

încât B  să fie noetherian şi ( ) ( )xbxa ~~ +  să fie zero pentru ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∆∆
−∈

1,1x , unde numărul real ∆  este ales în 

aşa fel încât δ<− BA . Prin )(RC∞∈β  vom nota funcţia 

( )
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⎪
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⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∆∆
∈≤≤

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∆∆
∈

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +∞
∆

∪⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∆
∞−∈

=

.1,
2
1

3
1,

4
1,10

,
2
1,

3
1,0

,,1
4
1,,1

xpentrux

xpentru

xpentru

x

β

β  

Atunci ( )( ) 01~~ ≡−+ βba  şi .)1( 4TPN =− β  Atunci 5)( TQPNN ++= β  şi obţinem că QP +β  este 
noetherian, ceea ce este imposibil. Cazul în care ( ) ( ) 000 =− xbxa  se studiază în mod similar. Teorema este 
demonstrată. 

În spaţiul ( )aLp ,0  considerăm ecuaţia  

                                                   ( ) ( ) ( ) ( )∫ <<=−
a

axxfdyyyxkx
0

0,, ϕϕ ,                (1.7) 

unde ( )yxk ,  este o funcţie omogenă de ordinul -1 şi verifică condiţia (1.1). Studiul ecuaţiei (1.7)  
este bazat pe relaţia acestei ecuaţii cu ecuaţia lui Wiener şi Hopf. Cu ajutorul schimbului de variabilă 

( )+∞<≤== −− ττ ,0, taeyaex t  ecuaţia (1.7) se reduce la o ecuaţie Wiener şi Hopf cu nuclee sumabile. 
Notăm prin W  următorul operator  

                                                              ( )( ) ( )tp
t

p aeeatW −−
= ϕϕ

1
.                                       (1.8) 

Lema 1.2. Operatorul W  este continuu din spaţiul ( )aLp ,0  în spaţiul ( )+RLp  şi inversabil: 

( )( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

−−

a
xxxW p ln

1
1 ψψ .     (1.9) 

Demonstraţie. În mod direct se verifică că IWWWW ==⋅ −− 11 . Demonstrăm continuitatea lui W . Fie 

( )aLp ,0∈ϕ ; atunci, făcând substituţia 
a
xt ln−= , dx

x
dt 1

−= , ax ≤≤0 , avem:  

( )( ) ( ) ( ) p
a

ppttp dxxdtaeaetW ϕϕϕϕ === ∫∫
∞

−−

00

 

şi lema este demonstrată. 

Teoremă 1.4. Operatorul H , determinat de partea stângă a relaţiei (1.7),  

( ) ( ) ( )∫−=
a

dyyyxkxH
0

, ϕϕϕ  
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este noetherian în spaţiul ( )+∞,0pL  dacă şi numai dacă  

                                                   ( ) R
p

iKh ∈≠+−−= λλλ ,0)11(1 ,                          (1.10) 

unde  

                                                         ( ) ( ) dyyykzK z 1

0

,1 −
+∞

∫= .                           (1.11) 

Demonstraţie. Fie W  operatorul de la lema 1.2. Atunci, uşor se verifică că  
                                                                    ,1 MWHW =−                 (1.12) 

unde M este operatorul lui Wiener şi Hopf , 

             ( )( ) ( ) ( ) ( ) .)111(,,1
0 pq

dekettM tq
t

−=−= −
+∞ −

∫ ττψψψ τ
τ

 

Aşa cum se ştie, operatorul M  este noetherian dacă şi numai dacă  

                                                            ( ) .,0.11 Rdteeke titq
t

∈≠− ∫
+∞

∞−

λλ               (1.13) 

În (1.13 ) facem schimbul de variabilă yet =  şi obţinem:  

0)11(1),1(1),1(1
1)

1
(

0

≠+−−=−=−
−++∞+∞

∞−
∫∫ p

iKdyyykdteeke
i

qtitq
t

λ
λ

λ , 

unde ( ) ( ) dyyykzK z 1

0

,1 −
+∞

∫=  reprezintă transformata lui Mellin a funcţiei ( )yk ,1 . Teorema este demonstrată. 

Observaţia 1. Dacă operatorul H se consideră în spaţiul γ
pL , atunci, cu raţionamentele de la lema 1.1, 

operatorul respectiv din relaţia (1.12) are forma  

( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ττψψψ τ

τ
γ

dekettM t
t

pq∫
+∞

−
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−=
0

1

,1  

şi condiţiile noetheriene se vor exprima în felul următor: 

                                                  ( ) .,0111 R
p

iKh ∈≠⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
−+−= λγλλ                                       (1.14) 

Observaţia 2. Funcţia  

( ) )11(1 +−−=
p

iKh λλ ( ) ))11(1(
p

iKh γλλ +
−+−=  

se numeşte simbolul operatorului H în spaţiul pL  ( γ
pL ). 

Observaţia 3. Rezultatele referitoare la condiţiile noetheriene pentru operatorii (1.7) pot fi extinse şi la 
cazul sistemelor de ecuaţii de forma (1.7). În acest caz, dacă ( )yxk , , matricea cu elementele de funcţii 
omogene de ordinul -1 reprezintă nucleul operatorului K , atunci condiţiile noetheriene (1.10) şi (1.14) vor fi 
înlocuite cu 

0))11(det( ≠+−−
p

iKE λ  

şi, respectiv, cu 
                                                    0))11(det( ≠

+
−+−

p
iKE γλ .     

Mai menţionăm că indicele operatorului noetherian H se calculează din formula  
                                            ( )λindhIndH −=  ( )( )λhindindH det−= .              (1.15) 
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2. Reducerea la un sistem de ecuaţii în convoluţii 
 

În spaţiul γ
pL  vom considera operatorul  

                          ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−

+
−

+= dyyyxkxcdy
xy

y
i
xbxxaxA ϕϕ
π

ϕϕ , ,                          (2.1) 

unde ( )RCcba ∈,, , ( )yxk ,  omogenă şi verifică condiţiile (1.1) şi (1.2). Vom stabili condiţii noetheriene 
pentru A . În baza teoremei 1.3 putem considera îndeplinite condiţiile 

                                                           ( ) ( ) Rxxbxa ∈≠+ ,0 .                              (2.2) 
Operatorul A se transcrie  
                                                                        cKbSaIA ++= .                                                         (2.3) 
Teorema 2.1. Operatorul A  este de tip local, adică pentru orice două mulţimi U şi RV ⊂  închise şi 

disjuncte operatorul VU APP  este compact în γ
pL . 

Demonstraţie. Aşa cum operatorul I  şi S  verifică condiţiile teoremei, rămâne de demonstrat că opera-
torul K  este de tip local. Dacă mulţimile U  şi V nu conţin punctele 0=x  şi ∞=x , atunci devine evident 
că VU APP  este un operator compact. Vom considera cazul în care U∈0  şi V∉∞ . Celelalte cazuri se 
analizează în mod asemănător. Fie ],[ baU = , construim şirul de funcţii continue  

                 ( )

( )⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −∪⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡∪⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −−∪⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +∈≤≤

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −∪⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −+∈

+∞∪−∪−∞∈

=

,,12,11,21,,10

,1,22,1,1

),,()1,1(),(,0

b
n

b
nnnnn

aaxpentruxc

n
b

nnn
axpentru

b
nn

axpentru

xc

n

n
              (2.4) 

0mn ≥ . Aşa cum ( ) ( ) 00 =∞= nn cc , operatorii 
VnU KPcP  sunt compacţi. 

Evaluăm norma diferenţei VnUVU KPcPKPP − . Fie ( )RLp∈ϕ . Avem: 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )( ) =−=− ∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

dtdPtktctkPtKPcPKPP
p

VnU
p

VnUVU ττϕττϕ γ ,,  

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) +−=−= ∫ ∫∫ ∫
+

dtdtktctdtdtktct
n

a

a

p

V
n

pb

a V
n

1

,1,1 ττϕτττϕτ γγ
 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) +−+−+ ∫ ∫∫ ∫
−

−

−

dtdtktctdtdtktct

p
n

n V
n

p
n

n V
n

1

1

1

2

,1,1 ττϕτττϕτ γγ
  

                     ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) dtdtktctdtdtktct
pb

nb V
n

p
n

n V
n ∫ ∫∫ ∫

−

−+−+
1

2

1

,1,1 ττϕτττϕτ γγ
                   (2.5) 

Conform proprietăţii continuităţii absolute a integralei lui Lebesgue, fiecare termen din partea dreaptă a 
relaţiei (2.5) tinde la zero. Deci, şirul de operatori compacţi VnU KPcP  tinde în normă la operatorul VU KPP  şi 
teorema este demonstrată. 

Consecinţa 2.1. Operatorul hKKhI −  este compact în γ
pL  pentru orice funcţie ( )RCh∈ . 

Teorema 2.2. Pentru orice { }∞∈ ,0/Rx  operatorul ( )RCccK ∈,  este echivalent cu operatorul nul. În 
punctele 0=x  şi ∞=x , cK  este echivalent cu operatorii ( )Kc 0  şi cu ( )Kc ∞ . 
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Demonstraţie. Amintim (a se vedea [3]) că doi operatori A  şi ( )( )( )ρ,Γ∈ pLLB  de tip local se numesc 

echivalenţi într-un punct Γ∈τ , A ~ B , dacă pentru orice 0>ε există o vecinătate U  a lui τ  astfel încât 
                                                          ( ) ε<+−

∈
TPBA uT T

inf ,     (2.6) 

unde T  este mulţimea operatorilor compacţi în ( )ρ,ΓpL , iar UP  este operatorul de multiplicare la funcţia 
caracteristică a lui U . 

Avem                                          ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )∫−=−
U

U dyyyxkcxcKPcc ϕϕ ,00 ,                           (2.7) 

unde U  este o vecinătate a punctului 0=x . Fie ( ) ( ) 10, ≤≤ yy δδ  o funcţie continuă pe R  egală cu 1 
pentru Uy∈  şi egală cu zero pentru Vy∈ , unde V  este o vecinătate a lui 0=x , UV ⊃ , pe care o vom 
alege mai jos. În baza teoremei 2.1 putem scrie:  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) =−=− ∫∫
UU

dyyyxkycxcdyyyxkcxc ϕδϕ ,0,0  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) =−−−= ∫∫
+∞

∞− UV

dyyyxkycxcdyyyxkycxc
/

,0,0 ϕδϕδ  

                     ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ϕϕδϕδ 1
/

,0,0 Tdyyyxkycxcdyyyxkxcxc
UV

+−−−= ∫∫
+∞

∞−

,                 (2.8) 

unde 1T  este operator compact în γ
pL . În relaţia (2.8) am folosit faptul că hKKh −  este compact pentru 

orice funcţie h  continuă pe R . Aşa cum funcţia ( ) ( )( ) ( )xcxc δ0−  se anulează în punctele 0=x  şi ∞=x , 
rezultă că operatorul  

                                                         ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )∫
+∞

∞−

− dyyyxkxcxc ϕδ ,0                 (2.9) 

este compact în γ
pL . Atunci, din relaţia (2.8) obţinem:  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ≤−≤+− ∫∈
dyyyxkycxcTKPcxc

UV
UT

\

,00inf ϕδϕϕ
T

 

                                                ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).1,,max2
\

=≤ ∫
∈

ϕϕδ dyyyxkyxc
UVRx

                                    (2.10) 

Termenul din dreapta al relaţiei (2.10) poate fi făcut mai mic decât orice număr 0>ε  pe baza alegerii lui 
( )( )ηµ <UVV \ . În mod similar se demonstrează că ( )Kxc ~ ( )Kc ∞  în ∞=x . 

Fie 0≠x  şi ∞≠x . Putem considera vecinătatea U a punctului x  încât U∉0 şi U∉∞ . Construim 
funcţia ( )yδ în felul următor. Considerăm o vecinătate V , UV ⊃ , a punctului x , încât V∉0 şi V∉∞ . 

Definim funcţia continuă δ  astfel:  

( )
( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

∈≤≤
∈

∈

=
.\,10

,\,0

,,1

UVydacгy
VRydacг

Uydacг

y
δ

δ  

Atunci, 

        ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) −=== ∫∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−

dyyyxkyxcdyyyxkxcdyyPyxkxcKPxc
U

UU ϕδϕϕϕ ,,,       

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ϕϕδϕδϕδ 2
\\

,,, Tdyyyxkyxcdyyyxkxxcdyyyxkyxc
UVUV

+−=− ∫∫∫
+∞

∞−

          (2.11) 
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Aşa cum ( ) ( ) ( ) ( ) 00 =∞∞= ccoc δ , operatorul  

                                                                 ( ) ( ) ( ) ( )∫
+∞

∞−

dyyyxkxxc ϕδ ,                (2.12) 

este compact în γ
pL . Ţinând cont de aceasta şi de relaţia (2.11), obţinem: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ≤≤+ ∫∈
dyyyxkyxcTKPxc

UV
UT

\

,inf ϕδϕϕ
T

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),1,,max
\

=≤ ∫
∈

ϕϕδ dyyyxkyxc
UVRx

 

şi ultimul termen tinde la zero atunci când ( ) 0\ →UVµ . Cazul ∞=x  se studiază în mod similar. 
Teorema este demonstrată. 

Revenim la operatorul (2.1)  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−

+
−

+= dyyyxkxcdy
xy

y
i
xbxxaxA ϕ

ϕ
π

ϕϕ , . 

Din teoremele 2.1, 2.2 şi rezultatele lui I.B. Simonenko referitoare la operatorii de tip locali deducem că 
operatorul A  este noetherian în spaţiul λ

pL  dacă şi numai dacă  

1) ( ) ( ) 0≠± xbxa ; 
2) operatorii cu coeficienţii constanţi 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−

+
−

+= dyyyxkcdy
xy

y
i

bxaxA ϕ
ϕ

π
ϕϕ ,0000 , 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−
∞ ∞+

−
∞

+∞= dyyyxkcdy
xy

y
i

bxaxA ϕ
ϕ

π
ϕϕ ,  

sunt noetherieni. Înmulţim operatorul A  din stânga la regularizatorul operatorului bSaI + ,  
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
∫
+∞

∞− −
⋅

−
−

−
= dy

xy
y

ixbxa
xbx

xbxa
xaR ϕ

π
ϕϕ 1

2222
. 

Obţinem:  

( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−

+∞

∞−

+
−

⋅
−

−
−

+= Tdyyytk
xt

dt
ixbxa

xcxbdyyyxk
ixbxa

xcxaxxRA ϕ
π

ϕ
π

ϕϕ ,1,1
2222

, 

care poate fi transcris sub forma 
1

2222 K
ba

bcK
ba

acIRA
−

−
−

+= ,  

unde 

( ) ( ) ( ) ( )
.,1,1,,, 111 ∫∫∫

+∞

∞−

+∞

∞−

+∞

∞− −
==

−
=== dt

xyt
signytk

i
dt

xt
ytk

i
yxKdyyxkSKK

ππ
ϕϕ  

Nucleul operatorului 1K  este omogen şi verifică condiţiile de continuitate (1.1) şi (1.2). 
Determinăm condiţiile în care operatorul RA  este local noetherian în punctele 0=x  şi ∞=x . Pentru 

aceasta trebuie de studiat operatorii  

                              ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ϕϕϕϕ 1

222200 00
00

00
00 K

ba
cbK

ba
caxxAR

−
−

−
+=               (2.13) 

                         ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ϕϕϕϕ 1

2222 K
ba

cbK
ba

caxxAR
∞−∞

∞∞
−

∞−∞
∞∞

+=∞∞              (2.14) 
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cu coeficienţi constanţi. Evident, condiţiile noetheriene ale acestor operatori vor fi similare condiţiilor 
noetheriene ale ecuaţiei integrale 

      ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )∫
+∞

∞−

∈=++ Rxxdyyyxkyxkx ,,, 1 ψϕβαϕ , ,, C/∈βα      (2.15)  

în care vom nota prin ( ) ( ) ( )yxkyxkyxk ,,,~ 1βα += . Deci, ecuaţia (2.15) devine  

                                             ( ) ( ) ( ) ( )∫
+∞

∞−

∈=+ Rxxdyyyxkx ,,~ ψϕϕ .                         (2.16) 

Notăm prin M  operatorul definit de partea stângă a ecuaţiei (2.16). Fie ( ) ( ) ( )++ ×→ RLRLRLV ppp
γγγ:  deter-

minat de relaţia ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )xxxxxV 21 ,, ϕϕϕϕϕ =−= . Evident, operatorul V  este liniar, continuu şi 
inversabil. Operatorul 1−VMV  în spaţiul ( ) ( )+∞+ × RLRL pp

γ  poate fi scris sub forma  

                                                           
2221

12111

MM
MM

VMV =− ,                 (2.17) 

unde ( )( )+∈ RLLM pij
γ . Vom determina aceşti operatori. Pentru aceasta vom transcrie ecuaţia (2.16) sub 

formă de sistem de două ecuaţii în raport cu 1ϕ  şi 2ϕ  (proiectăm ecuaţia ψϕ =M  pe semiaxa +R ). Obţinem:  

                       

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

∈−=−
+−+−

∈=++

∫∫

∫∫
∞+ +

∞−

+∞
+

∞−

0

0

0

0

.,,~
,~

,,,~,~

Rxxdyyyxkdyyyxkx

Rxxdyyyxkdyyyxkx

ψϕϕϕ

ψϕϕϕ
            (2.18) 

În integralele cu limitele ( )0,∞−  facem schimbul de variabilă tx −=  şi apoi revenim la aceeaşi variabilă. 
Sistemul (2.18) devine echivalent cu sistemul 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=−+−−+

=+−+

∫∫

∫∫
∞+∞+

+∞+∞

0
21

0
22

0
11

0
21

.,~,~

,,~,~

xdyyyxkdyyyxkx

xdyyyxkdyyyxkx

ψϕϕϕ

ψϕϕϕ
   (2.19) 

Notăm prin ( )2,1,~ =jiKij  următorii operatori:  

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ,,~~,,~~

0
12

0
11 ∫∫

+∞+∞

−== dyyhyxkxhKdyyhyxkxhK  

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ,,~~,,~~

0
22

0
21 ∫∫

+∞+∞

−−=−= dyyhyxkxhKdyyhyxkxhK  

atunci, ţinând cont de (2.19), operatorul 1−VMV  poate fi scris sub forma  

                                                     
2221

12111
~~

~~

KIK
KKIVMV
+

+
=− ,                (2.20) 

care reprezintă un operator studiat în teorema 1.4. Dacă notăm prin ( ) ,2,1,,,~ =jiyxK ji  nucleele operato-

rului jiK~ , atunci condiţiile noetheriene (1.15) pentru operatorul 1−VMV  (adică şi pentru M ) au forma  

                                                         ( ) ( )
( ) ( )

0~1~
~~1det

2221

1211 ≠
+

+
zKzK

zKzK ,              (2.21) 
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unde  

                               ( ) ( ) .,11,,1~~

0

1 R
p

izdyyykxK z
jiji ∈

+
−+== ∫

+∞
− λ

γ
λ                         (2.22) 

Pentru a aplica aceste rezultate pentru operatorii 00 AR  şi ∞∞ AR  trebuie de înlocuit α  şi β  respectiv cu  
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )00

00,
00

00
220220 ba

cb
ba

ca
−

−=
−

= βα  şi 
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )∞−∞

∞∞
−=

∞−∞
∞∞

= ∞∞ 2222 ,
ba

cb
ba

ca
βα . 

Astfel, vom obţine condiţiile în care operatorul A  este local noetherian în punctele 0=x  şi ∞=x . 
Rezultatele finale le vom formula după ce vom scrie în mod explicit simbolul operatorului A  în punctele 

0=x  şi ∞=x . 
 

3. Forma explicită a simbolului operatorului A  în punctele 0=x  şi ∞=x  
 

Ţinând cont de notaţiile făcute în compartimentul precedent, în punctul 0=x  avem: 

( ) ( ) ( ) ( ) ,,1,1~

0

1
00

11

0
0

1
011 ∫∫

+∞

++++
−

+∞
− −=−= KzKdyyykdyyykzK zz βαβα  

( ) ( ) ( ) ( ) ,,1,1~

0

1
00

11

0
0

1
012 ∫∫

+∞

−+−+
−

+∞
− −=−−−= KzKdyyykdyyykzK zz βαβα  

( ) ( ) ( ) ( )∫∫
+∞

+−+−
−

+∞
− −=−−−=

0

1
00

11

0
0

1
021 ,,1,1~ KzKdyyykdyyykzK zz βαβα  

( ) ( ) ( ) ( )∫∫
+∞

−−−−
−

+∞
− −=−−−−−=

0

1
00

11

0
0

1
022 ,1,1~ KzKdyyykdyyykxK zz βαβα , 

unde 
p

iz γ
λ

+
−+=

11  şi 111Re0 <
+

−=<
p

z γ  . 

Pentru ∞=0x  în expresiile de mai sus trebuie de înlocuit 0α  şi 0β respectiv prin ∞α  şi ∞β . 
Folosind integrala 

 1Re0
,0,)(

,0,cos
1

1

0

1

<<
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<−⋅⋅−

>⋅⋅
=

+ −

−+∞ −

∫ α
ππ

ππ
α

αα

uuctgz
uuecz

dy
uy

y
 ,  

vom exprima funcţiile 1
±±K  prin ±±K .  

Au loc următoarele relaţii:  

)]()([cos
sin

)(1 zKzKz
z

izK +−++++ += π
π

, )]()([cos
sin

)(1 zKzKz
z
izK +++−+− +

−
= π

π
 , 

)]()()[cos(
)sin(

)(1 zKzKz
z
izK −−−+−+ += π
π

, )]()([cos
sin

)(1 zKzKz
z
izK −+−−−− +

−
= π

π
. 

Vom demonstra ultima dintre aceste patru relaţii. Celelalte se deduc în mod similar. 

=
+
−

=
+
−

=−−= ∫∫∫∫∫
+∞

∞−

+∞
−

+∞

∞−

+∞
−−

+∞

−− dt
tyt

tkdyy
i

dt
yt

tkdyy
i

dyyykzK zzz

)/1(
)1,(1

1
)1,(1),1()(

0

1

0

11

0

11

ππ
 

=
+

−
+

+
−

=
+

−
∫∫∫∫∫∫
+∞ −+∞+∞ −

∞−

+∞ −+∞

∞−

dt
ty

ydt
t

tk
i

dt
ty

ydt
t

tk
i

dt
ty

ydt
t

tk
i

zzz

0

1

00

10

0

1

/1
)1,(1

/1
)1,(1

/1
)1,(1

πππ
 

             .1)1,()(cos1)1,()(
1

0

10

dt
tt

tkzecidt
tt

tkzictg
zz −+∞−

∞−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

−
= ∫∫ ππ                                         (3.1)  
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În prima integrală din partea dreaptă a egalităţii (3.1) facem substituţia 
y

t 1
−= , iar în a doua substituţia 

y
t 1
= , apoi revenim la variabila t . După un şir de transformări în care se foloseşte şi omogenitatea funcţiei 

),( ytk  obţinem:  

=−+−−−= ∫∫
+∞

−
+∞

−
−− ]),1()(cos),1()([)(

0

1

0

11 dtttkzecdtttkzctgizK zz ππ  

)]()([cos
sin

zKzKz
z
i

−+−− +
−

= π
π

. 

 
Astfel, făcând un rezumat, obţinem următoarea teoremă. 
Teorema 3.1. Operatorul  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−

+
−

+= dyyyxkxcdy
xy

y
i
xbxxaxA ϕ

ϕ
π

ϕϕ , , 

este noetherian în spaţiul γ
pL  dacă şi numai dacă sunt verificate condiţiile:  

1) ( ) ( ) ;,0 Rxxbxa ∈∀≠±  

2) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) 0detdet 1

00
1

00

1
00

1
00

0 ≠
−+−

−−+
=

−−−−+−+−

−+−+++++

zKzKIzKzK
zKzKzKzKI

z
βαβα

βαβα
σ ; 

3) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) 0detdet 11

11

≠
−+−

−−+
=

−−∞−−∞+−∞+−∞

−+∞−+∞++∞++∞
∞ zKzKIzKzK

zKzKzKzKI
z

βαβα
βαβα

σ . 

În aceste condiţii indicele κ  al operatorului A  se calculează din formula  
( )
( )z
z

ind
xbxa
xbxaindIndA

∞

+
−
+

==
σ
σ

κ
det
det

)()(
)()( 0 , .,11 R

p
iz ∈

+
−+= λ

γ
λ  

Mai menţionăm că pentru 0>κ  ecuaţia omogenă  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−

=+
−

+≡ 0, dyyyxkxcdy
xy

y
i
xbxxaA ϕ

ϕ
π

ϕϕ   (3.2) 

are κ  soluţii liniar independente (aceleaşi pentru toate spaţiile γ
pL ), iar ecuaţia neomogenă fA =ϕ  este 

rezolvabilă (necondiţionat) pentru orice .γ
pLf ∈  Pentru 0<κ  ecuaţia omogenă nu are soluţii netriviale, iar 

ecuaţia neomogenă fA =ϕ  este rezolvabilă dacă şi numai dacă funcţia f  verifică următoarele condiţii 

( ) ( ) ,,1,0 κψ ==∫
+∞

∞−

jdxxxf j       (3.3) 

unde jψ  sunt toate soluţiile (în total κ  soluţii) liniar independente ale ecuaţiei  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−

=+
−

+ 0, dyyyxkxcdy
xy

y
i
xbxxa ψ

ψ
π

ϕ . 

Pentru 0=κ  operatorul A  este inversabil.  
Observaţie. Demonstraţia afirmaţiei teoremei 3.1, referitoare la indicele operatorului A , foloseşte teorema 

lui S. Nikolski, conform căreia produsul a doi operatori B  şi C  noetherieni este un operator noetherian şi 
IndCIndBIndBC += , precum şi teorema despre simbolul ecuaţiei generalizate Wiener şi Hopf. Amintim 

că ecuaţia generalizată Wiener şi Hopf este definită de egalitatea  
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                                ( )( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )xf

xdtttxhxx

xdtttxhxx
xH =

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

<−+

>−+

=

∫

∫
∞+

∞−

+∞

∞−

0,

0,

22

11

ϕϕ

ϕϕ
ϕ                                        (3.4) 

al cărei simbol are forma  

                                           ( ) ( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈+

∈+
=

−

+

,,€
,,€

22

11

Rpentruhx

Rpentruhx

λλ

λλ
λσ                                               (3.5) 

unde ( )λjh€  este transformata Fourier a funcţiei jh . 
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