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In this paper one class of perturbated integral singular operators with homogeneous kernels operators is studied. The
Noetherian criteries and formulas for the calculation of indexes of these operators are established.

Fie C (E ) multimea tuturor functiilor continue pe axa reala R = (— oo,—l—oo) pentru care exista limitele

finite a(i oo): lim a(x) si egale: a(+0) = a(—») (a € C(R)), notate in continuare cu a(oo). Notam cu
n—»too

=L, (R, X 7) spatiul L, pe R cu ponderea p(x)= |x|7 (l <p<+4o,—-l<y<p —1) in care norma se

defineste in felul urmator:

i p Y %]
[ Jier s dxj | 0

Este cunoscut ca operatorul integral singular

A= alhpl)+ 22 f2l2) @
moty— x

cu coeficientii a,b e C (E ), este noetherian in spatiul Lg dacd si numai daca

a(x)£b(x)#0,VxeR . (3)
In aceste conditii, indicele operatorului A , IndA , se calculeaza cu ajutorul formulei
" 1 + 400

IndA =— argM . 4)

2r a(x)—b(x) o

In prezenta lucrare se considera operatori integrali singulari A
g =(Ap)w)+ c(x) [ k(. yJol )y . )

perturbati cu operatori integrali singulari cu nuclee k(x, y) omogene de ordinul -1,
k(Ax, Ay)= 2"k(x,y), 2> 0.

Necesitatea studiului operatorului de forma (5) este justificata prin faptul ca astfel de operatori apar in
rezultatul reducerii operatorilor cu translatii la operatori singulari fara translatii.

Scopul lucrarii consta in stabilirea conditiilor noetheriene pentru operatorii de forma (5) si in determinarea
formulei pentru calcularea indicilor acestor operatori. Se demonstreaza ca conditiile (3) ramanand necesare

nu devin si suficiente, in care operatorii de forma (5) sunt noetherieni. in asa fel, perturbarea operatorului A4
cu termenul

(cKo)x)= Jk x, y Jp( )dy

influenteaza conditiile noetheriene ale lui A . Indicele operatorului A4 se exprima prin numarul de rotatii in
jurul originii de coordonate a valorilor unei functii, numita simbol al operatorului A4 . Din formula pentru
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calcularea indicelui operatorului A rezulta ca, in general, Ind (Z +cK );t IndA . Rezultatele enumerate sunt

bazate atat pe un sir de proprietati ale operatorilor de forma K, care sunt stabilite in prezenta lucrare, cét si
pe unele proprietati ale operatorilor integrali de tip Wiener si Hopf.

1. Compacitatea unor operatori integrali cu nuclee omogene

Teorema 1.1. (a se vedea [1]). Fie

1
“k (ELy) »dy = “k Wy v dy < +o0, (_+3:D (1.1)

atunci operatorul (K (/))(x) = jk(x, y)(p(y)dy este marginit in spatiul L, (R)

In continuare, de rand cu operatorul K, vom avea nevoie si de operatorul

+00 +00

k
Kp=(SKo)(x j a7 A2 gy
pentru care conditia (1.1) are forma
j|y| J.—)dt < +o0. (1.2)

Observam ca conditia (1.1) exclude cazul in care nucleul k(x,y) al operatorului K coincide cu nucleul
(x—y)" al lui Cauchy.
Vom determina conditii similare cu (1.1) si (1.2) pentru spatiul L’}’? .

Lema 1.1. Fie
7
=|e(x)- x”

7
L= {(p/|x| P go(x) € LP(R)},
Daca nucleul operatorului K verifica conditia
+00 1
“k(i 1,y)|y|_%dy < +00, (1.3)

atunci operatorul K este marginit in spatiul L;.

Demonstratie. Fie k(x,y) verifici conditia (1.3) si

a
Kip= J- %pk(x y

Atunci usor se verifica ca operatorul K este marginit in spatiul L; dacd si numai daca operatorul K, este

o(y )dy (1.4)

z

P
— k(x, y) este omogen de ordinul -1. Verificim conditia (1.1).

marginit in spatiul L, . Nucleul k, (x, y):
y

Avem:
i 1L i iy
I|k1(il,yl-|y| rdy = j|k(il,y1-|y| P < 400

si deci K| este marginitin L, . Lema este demonstrata.
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Conditii similare cu (1.2) pentru operatorul K in spatiul U au forma

J' z+1 dt

—0o0

I+y | T

II "

pe care, de asemenea, le vom considera verificate.

< 400 (1.5)

Observam ca conditiile impuse nucleului k(x,y) in spatiul L; de asemenea exclud cazul in care

k(x,y)=(x~y)"
Teorema 1.2. Fie functia k(x,y) omogena de ordinul -1 verifica conditia (1.3) i 5()6)6 C(E)
Operatorul

(6K )x)= fk x, yJp(y)dy

este compact in spatiul L dacd si numai dacd & (0) =0 (oo) =0.
Demonstratia acestei teoreme pentru ¥ =0, adicad pentru spatiul L,, poate fi gasitd in lucrarea lui
N.Karapetiant [2]. Pentru spatiul L’; teorema poate fi demonstrata in mod similar ca si lema 1.1, trecand de

la operatorul K 1in spatiul Lj; la operatorul K, in spatiul L.

Teorema 1.3. Daca operatorul A = A+ cK este noetherian in spatiul Lj’, atunci operatorul A de
asemenea este noetherian. Adica, conditiile
a(x)£b(x)# 0,vx e R,
sunt necesare in care operatorul A este noetherian.
Demonstratie. Repetand rationamentele de la lema 1.1 putem considera y = 0. Sa admitem contrariul:

adica, presupunem cd A este noetherian, iar a(x)+ b(x) se anuleazd intr-un punct x,. Consideram cazul
X, =, iar apoi x # 0. Deci, fie a(oo)+ b(oo) = 0. Conform stabilitatii proprietatii operatorului de a fi de
tip noetherian, exista un ¢ > 0 incét orice operator B care verifica conditia ||A - B” < 0 este de asemenea
noetherian si IndB = IndA . Notam prin B urmatorul operator
B=al+bS+cK,
unde functiile @si b sunt alese in felul urmdtor: 1) @,b e C(E); 2) @(x)=alx) si g(x)z b(x) pentru
€ (— A+1,A— 1), (A > 0); 3) 67(x)+ l;(x)z 0 pentru x (— oo,—A)u (A,+oo), iar A este ales in asa

fel incat ||A — B” < 0. Deci, B este noetherian. Fie functia @ € C* (E ) (indifinit derivabild ) care verifica
conditiile

L, pentru  xe (— 0, A) U (A + 3,+oo),

a)(x): 0, pentru  xe[A+1,A+2],
0<w(x)<1, pentru  xe[A,A+1]U[A+2,A+3].

Exprimam operatorul B sub forma
= (5+5)P+(5—5)Q+CK,

unde P = %(1+S),Q = %(I—S) si

(1.6)
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Atunci, B(l - a))P = (5 +b Xl - a))P +cK (1 - a))P +7, unde T este un operator compact.
Evident, (CNZ +b Xl - a)) =0 si operatorul K (1 - a))P este compact. Prin urmare, B(l - a))P =T, si
B = B[(l -—w+ a))P +0]= B(a)P + Q) + T, si din aceastd egalitate rezultd ca operatorul @ P+ Q este

noetherian, ceea ce este imposibil, deoarece a)(x) =0,x e (A +1L,A+ 2). Fie x, = 0 (mai jos vom ardta cd X,

nu poate fi diferit de zero). Vom aplica rationamente similare. Consideram operatorul B = al +bS +cK

incat B sa fie noetherian si @ (x)+ b (x) sa fie zero pentru x € [— —,XJ , unde numdrul real A este ales in

asa fel incat ||A - B” < ¢ . Prin f e C”(R) vom nota functia

I, pentru  xe —oo,L ) l,+oo ,
4A A
ﬂ(x)z 0, pentru  xe L,L ,
3A 2A
1 1 1 1
0< Bx)<L1, pentru xe|—,— |U|—,— |
ﬂ() P [4A 3AJ (2A AJ

Atunci (5 + I;XI - ﬁ) =0si NA-pB)P=T,. Atunci N = N(fP+ Q)+ T si obtinem ca P + Q este
noetherian, ceea ce este imposibil. Cazul in care a(xo)— b(xo) = 0 se studiaza in mod similar. Teorema este

demonstrata.
In spatiul L » (0, a) consideram ecuatia

olx) - [k(x.)po My = £() 0 < x <a, ()

unde k(x, y) este o functie omogend de ordinul -1 si verificd conditia (1.1). Studiul ecuatiei (1.7)
este bazat pe relatia acestei ecuatii cu ecuatia lui Wiener si Hopf. Cu ajutorul schimbului de variabila
x=ae',y= ae_T(O <t1t< +oo) ecuatia (1.7) se reduce la o ecuatie Wiener si Hopf cu nuclee sumabile.
Notam prin W urmatorul operator

o)) = a%"e—%’gp(ae*’ ) (1.8)

Lema 1.2. Operatorul W este continuu din spafiul L, (O,a) in spafiul L, (R+) si inversabil:

(7w )x) = x%’y/(— lngj. (1.9)

Demonstratie. in mod direct se verifici ca W -W ™ = W™'W = I . Demonstram continuitatea lui ¥ . Fie

X 1
pel, (O,a); atunci, facand substitutia t = —In—, df = ——dx, 0 < x < a, avem:
X

oley

a

= ].iae_t‘(p(ae_tydf = “(p(x)pdx = ”(p”P

0 0

si lema este demonstrata.

Teoremd 1.4. Operatorul H , determinat de partea stanga a relatiei (1.7),

Hp= (p(x) - jk(x, y)(D(y)dy
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este noetherian in spafiul L, (O,+oo) daca si numai daca

h(ﬂ,)zl—K(M—l+l)¢O,ﬂ,eR, (1.10)
unde g
K(z)= f k(1 y)y='dy . (1.11)
Demonstratie. Fie W operatorul de la lema i.Z. Atunci, usor se verifica ca
WHW™ =M, (1.12)

unde M este operatorul lui Wiener si Hopf,

oo =T

ol e 1 1

(My \t)=w(t)- Ie 7 k(l,e )z//(r)dr, (; =1 —;) .
0

Asa cum se stie, operatorul M este noetherian daca si numai daca

I—Te%k(l.et)emdtio,/ieR. (1.13)

in (1.13 ) facem schimbul de variabild e’ = y si obtinem:

—+id)-1

1
+00 ¢ ) +00 (
1- jeﬁka,e')ewdz =1- jka,y)y ¢ dy=1-K(@iA —l+1) £0,
i q p

+00

unde K (z) = I k(l, y)yZ‘ldy reprezinta transformata lui Mellin a functiei k(l, y). Teorema este demonstrata.

0

Observatia 1. Daca operatorul H se considera in spatiul L; , atunci, cu rationamentele de la lema 1.1,
operatorul respectiv din relatia (1.12) are forma

wo (17 t—-1
) =) o e ek
0
si conditiile noetheriene se vor exprima in felul urmator:

h(/I)=1—K(i/1+1—1+7/)¢0,/IeR. (1.14)
p
Observatia 2. Functia
h(2)= I—K(i;t—l+1) (h(2) = 1_K(,-,1+1_1+J))
P P

se numeste simbolul operatorului / in spatiul L, (L; ).

Observatia 3. Rezultatele referitoare la conditiile noetheriene pentru operatorii (1.7) pot fi extinse si la
cazul sistemelor de ecuatii de forma (1.7). In acest caz, daca k(x, y), matricea cu elementele de functii

omogene de ordinul -1 reprezinta nucleul operatorului K , atunci conditiile noetheriene (1.10) si (1.14) vor fi
inlocuite cu

1
det(E-K({@A——+1)#0
P
si, respectiv, cu
det(E—K(id+1-7)) 2 0.
p
Mai mentionam ca indicele operatorului noetherian / se calculeaza din formula

IndH = —indh(2) (indH = —ind det h(1)). (1.15)
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2. Reducerea la un sistem de ecuatii in convolutii

in spatiul L; vom considera operatorul

()= oo+ 22 T2 o)t ot b @

unde a,b,c € C (E ), k(x, y) omogena si verifica conditiile (1.1) si (1.2). Vom stabili conditii noetheriene
pentru A . in baza teoremei 1.3 putem considera indeplinite conditiile
a(x)+b(x)=0,xeR. (2.2)
Operatorul A se transcrie
A=al +bS+cK. (2.3)
Teorema 2.1. Operatorul A este de tip local, adica pentru orice doua multimi U si V C R inchise si
disjuncte operatorul F,,AF, este compact in LL.
Demonstratie. Asa cum operatorul / si S verifica conditiile teoremei, riméne de demonstrat cd opera-
torul K este de tip local. Daca multimile U si V' nu contin punctele x =0 si x = o0, atunci devine evident
ca B,AF, este un operator compact. Vom considera cazul in care 0 eU si oo ¢} . Celelalte cazuri se

analizeazd in mod asemanator. Fie U =[a,b], construim sirul de functii continue

0, pentru  x e (—wo,a)U (—l ,l) U (b,+x),
nn
c, (x) =<1, pentru xe {a + l,—g} U {g,b - l}, (2.4)
non n n
0< cn(x)S 1, pentru  xe {a,a+l}u[—z,—l}u[l,g}u{b—l,b}
n non nn n
n>m,.Asacum c,(0)=c,(0)=0, operatorii P,c,KP, sunt compacti.
Evaludm norma diferentei F,KF, — F,c,KE,.Fie pe L, (R) Avem:
+o0 +o0 p
||(PUKPV —Fyc,KF, )(p”p - IW 5y I(k(t,r)— ¢, (), 2)\BoNe)de| dr =
-~ -~ 1
b P a+r P
= I|t|y (1-c, (t))jk(t,z')(p(z')dz' dt = I |t|7 (1-c, (t))jk(t, *)op(z)dz| dt +
a 14 a 4
+ '[ |t|7 (1-c, (t))..‘ k(t,7)p(r)dz| dt+ j |t|y (1-c, (t))J. k(t,7)p(r)dz| dt+
7% v Jn 4
7 P »
+ '[|t|7 (1-c, (t))..‘ k(t,7)p(r)dz| dt+ '[ |t|y (1-c, (t))J. k(t,7)p(r)dz| dt (2.5)
7 ' Y, '

Conform proprietatii continuitatii absolute a integralei lui Lebesgue, fiecare termen din partea dreaptd a
relatiei (2.5) tinde la zero. Deci, sirul de operatori compacti F,c,KF, tinde in norma la operatorul F,KP, si
teorema este demonstrata.

Consecinta 2.1. Operatorul Khl —hK este compact in L, pentru orice functieh € C (E )

Teorema 2.2. Pentru orice X € R/ {0,00} operatorul cK,c e C (E ) este echivalent cu operatorul nul. In
punctele x =0 si x =00, cK este echivalent cu operatorii c(O)K sicu c(oo)K.

10
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Demonstratie. Amintim (a se vedea [3]) ca doi operatori A4 si B(e L(LP (F, p))) de tip local se numesc

echivalenti intr-un punct 7 €', A~B | daca pentru orice & > 0 exista o vecinatate U a lui 7 astfel incat

inf (A B P +T||< £, (2.6)

TeX

unde T este multimea operatorilor compacti in L, (F, p), iar P, este operatorul de multiplicare la functia

caracteristicd a lui U .

Avem (c=c(0)KP, ¢ =(c(x)- fk x,3)p(y)dy, 2.7)

unde U este o vecinatate a punctului x =0. Fie 5( )0 < 5( )<1 o functie continud pe R egala cu 1

pentru y € U si egala cu zero pentru y € V', unde V' este o vecinatate alui x =0, VV DU , pe care o vom
alege mai jos. In baza teoremei 2.1 putem scrie:

(clx)- f )| k(x, »)p(v)e jc?
f5 = (c(x)=(0)) [0y Jelx, ) ) =

2%

=(c(x)—c(0))5(x)j k(x, )y )dy - (0)) [ S )k(x, vl )dy + Trgp- (28)

ViU

unde 7] este operator compact in LZ,. in relatia (2.8) am folosit faptul ci Kh—hK este compact pentru

orice functie 4 continua pe R . Asa cum functia (c(x)— C(O))§ (x) se anuleaza in punctele x =0 si x =00,
rezulta ca operatorul

(clx)=c(0)5(x) [ £ (x, » Yol )by 2.9)
este compact in L; . Atunci, din relatia (2.8) obtinem:

inf
TeT

(clx)-c(0))KR, ¢+ To| <|(c(x)

(0)) [ 60 k(. » o )| <

\Uu

[ 8 e, » Yol |,

\Uu

(lo]=1)- (2.10)

< 2max|c

xeR

(x)

Termenul din dreapta al relatiei (2.10) poate fi facut mai mic decat orice numar ¢ > 0 pe baza alegerii lui
V(,u(V \U ) < 77). In mod similar se demonstreaza ca c(x)K ~c(oo)K in x=o0.

Fie x #0 si x # 00. Putem considera vecinatatea U a punctului x incat 0 ¢ U si o ¢ U . Construim
functia 5(y)in felul urmator. Consideram o vecinatate V', V D U , a punctului x, incit 0 ¢V si cog V.

Definim functia continua S astfel:
1 dacz yeU,
5(y) =10, dacc yeR\V,
0< 5(y)£ 1, dace yeV\U.
Atunci,

c<x>KPU¢=c<x>ifk<x,y)( 0Nkl = o) oo =l )0 sl -

.[5 x y)(p dy—c Ikx V)p dy—c Ié‘ dy+T2(p (2.11)

V\U V\U

11
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Asa cum c(0)5 (O) = c(oo)c(oo) =0, operatorul
s (X)ff k(x, v )o(v)dy (2.12)

este compact in LZ) . Tinand cont de aceasta si de relatia (2.11), obtinem:

;Ielg c(x)KP,p + T(p” <lle(x .[5 Jo( )| <
V\U
< max|c x)| J.5 x y)(p(y)dy Q|¢||=1),
xeR V\U

si ultimul termen tinde la zero atunci cand ,u(V \U )—) 0. Cazul x = se studiazd in mod similar.

Teorema este demonstrata.
Revenim la operatorul (2.1)

(aoXe)= alle) + 22 T2 gy o)t

Din teoremele 2.1, 2.2 si rezultatele lui [.B. Simonenko referitoare la operatorii de tip locali deducem ca
operatorul A este noetherian in spatiul L’; daca si numai daca

1) a(x) + b(x) #0;

2) operatorii cu coeficientii constanti

(o)) = a0pte) + 22 T2 g+ o) it ot

(k)= alelote)+ 22 T o )t o

sunt noetherieni. Inmultim operatorul 4 din stinga la regularizatorul operatorului al + bS,

a(x) C b)) 1 ely)
R -0 -0 w Ly
Obtinem:
e el L VP e e P [
care poate fi transcris sub forma h !
Ra=1+ " k- g
a —-b a —b

unde

Klp=sKp= [K(r. ok, K'(xy)= L [H02) g L Hosem)
et M t—x 7 wt|y|_x
Nucleul operatorului K, este omogen si verifica conditiile de continuitate (1.1) si (1.2).

Determindm conditiile in care operatorul RA este local noetherian in punctele x =0 si x =co. Pentru
aceasta trebuie de studiat operatorii

(RyAp0)x) = p(x) + 55—~ a(0k(0 Kop- _HOk0)_ K'o (2.13)

)
a0)-0'0)"" a'(0)-2'(0)
a(0)e() bloo)e()

(R, p)o) = plo)+ 50505 Ko - (O;_bz(oo)K%p (2.14)

12
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cu coeficienti constanti. Evident, conditiile noetheriene ale acestor operatori vor fi similare conditiilor
noetheriene ale ecuatiei integrale

o)+ [lok(x,y)+ g (e, )y =w(x). xR, @, pec, (2.15)
in care vom nota prin k (x, y) = ak(x, y) + k! (x, y). Deci, ecuatia (2.15) devine

olx) + I/? (v, )p(v)dy =y(x)x e R. (2.16)

Notam prin M operatorul definit de partea stinga a ecuatiei (2.16). Fie V: L;(R) —>L (R+ )XL;( +) deter-
minat de relatia (V(D)(x)z (go(x), (0(— x))z (qpl (x), 0, (x)) Evident, operatorul V' este liniar, continuu si
inversabil. Operatorul VMV ™" in spatiul L’ (R i )x L7 (R * ) poate fi scris sub forma
M, M,
M, M,

unde M, € L(L;( +)) Vom determina acesti operatori. Pentru aceasta vom transcrie ecuatia (2.16) sub

Myt = , (2.17)

forma de sistem de doud ecuatii in raport cu ¢, si ¢, (proiectim ecuatia M@ =/ pe semiaxa R ). Obtinem:

olx) + i k(. )ply)dy + f;? (e bl )y = p(hx < R
o )s [FC ol o JEC =M=y s)rer @1

In integralele cu limitele (— oo,O) facem schimbul de variabila x = —¢ si apoi revenim la aceeasi variabila.
Sistemul (2.18) devine echivalent cu sistemul

o, (x) + flz (v=2 ), (v)ey + jw/? (v, ) )y = w, (),

(2.19)
¢, (x) + f/? (= x=)o, (v)dy + f/? (= % 2)o (V) =y, (x).
Notam prin K (i, / =1,2) urmtorii operatori:
(€ 1)e)= FRGe Mk (R k)= R br
(R )x)= f? (x )y, (Rph))= fw/? (= x=2)n(v)dy ,

atunci, tinand cont de (2.19), operaotorul VMV ™" poate fi scris sub fonona

VMV = ! +~1le Eli , (2.20)

K, I1+K,

care reprezintd un operator studiat in teorema 1.4. Daca notdm prin K, j(x, y), i, j =12, nucleele operato-

rului K ;;» atunci conditiile noetheriene (1.15) pentru operatorul VM V' (adica si pentru M ) au forma

R, Ro() J

det ~
KZI(Z) 1+K22(Z

£0, (2.21)

13
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unde

~

K, (x)= [k, (L y)ydy, c—id+1-77 1R, (2.22)
0 p

Pentru a aplica aceste rezultate pentru operatorii R 4, si R, A, trebuie de inlocuit & si f respectiv cu

_al0)l0) o b0(0) o ale)el() _ blo)el)
“ 000 T 000 )0 T ) )
Astfel, vom obtine conditiile in care operatorul 4 este local noetherian in punctele x =0 si x =00.

Rezultatele finale le vom formula dupad ce vom scrie in mod explicit simbolul operatorului 4 in punctele
x=0si x=00.

3. Forma explicitd a simbolului operatorului 4 in punctele x =0 si x = ©

Tinand cont de notatiile facute in compartimentul precedent, in punctul x = 0 avem:
K aojkly “dy ,Bo_[kly Zldy Q ++() ﬂo 4

~

KIZ(Z) =Q Ik(l,—y)yz_ldy - B J.kl(la_y)yz_ldy = a0K+—(Z) - ﬂoKl—
0 0

IZZI(Z) =0, jk(_ lay)ykldy - B Ikl(_ l,y)yzfldy = aoK—+(Z) - ﬁoKiw
0 0

]222 (x) =a, Jk(_ la_y)ypldy - B _[kl(_ la_y)ykldy = aoKJ(Z) - /5’0KL )
0 0

s si0<Rez=1—1+—7<1.
p p

Pentru x, = oo in expresiile de mai sus trebuie de inlocuit &, si [, respectiv prinex,, si 3, .
Folosind integrala

1
unde z =1 +1—

Tyt 7-coseczrm-u®"', u>0,
dy = O<Reax<l,

oy tu —rx-ctgzm - (—u)*', u<O0,

. .. 1 .
vom exprima functiile K, prin K_, .
Au loc urmatoarele relatii:

K..(2)=

[coszaK. (z) + K_.(2)], K", (2) = Si;;ﬂ [coszzK__(z) + K, (2)] ,

Sll’l /4

K' () =——[cos(zm)K, () + K_(2)], K' (z) =—
) sin z

Sim(zzw

[coszaK_ (z)+ K, (2)].
T

Vom demonstra ultima dintre aceste patru relatii Celelalte se deduc in mod similar.

el

wyt+l 2 “ty+1/1)
+0 +00 N +00 z-1
J«k(t 1) J« _ J~k(t l)dj +ijk(t’ l)dt A
y+1/t 77, y+l/t m’o t v y+1/t
z-1
=ictg(zrm) Ik(tt 1)( 1) dt — lcosec(Zﬂ)Ik(tt D(J dt. (3.1)
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In prima integrald din partea dreapta a egalitatii (3.1) facem substitutia # = ——, iar in a doua substitutia

Y
t = —, apoi revenim la variabila 7. Dupa un sir de transformari in care se foloseste si omogenitatea functiei

k(t,y) obtinem:

K' (2)= —i[ctg(Zﬂ)Tk(—1,—t)tz_1dt + cos ec(Zﬂ)Tk(l,—t)tZ_ldt] =

= [coszaK__(z) + K, (2)].
sin zz

Astfel, facand un rezumat, obtinem urmatoarea teorema.
Teorema 3.1. Operatorul

(Ap)x)=al(x)p I¢ dy + c(x Ikxy)(p
moty—X
este noetherian in spatiul L; daca si numai daca sunt verificate conditiile:
1) a(x) £ b(x)#0,Vx € R;

I+aK, (2)- K () aK. (z)-FK (2)

aOK—+(Z)_ﬂOK1+(Z) I+ aO (Z) ﬂOKl (Z
]+0{wK++(Z)—ﬂle+(Z) (Z)

a,K (z)-p.K' (z) I+a, K (2)-p

In aceste conditii indicele K al operatorului A se calculeaza din formula

2) deto,(z) = det

3) deto, (z) = det

B.K. (z() J

= Indd = ing QOB g detonE) o 1Er )
a(x) — b(x) deto,, (z) )%
Mai mentionam cé pentru x > 0 ecuatia omogena
b +o0 +0
o =alolole)+ T g )ity -0

are x solutii liniar independente (aceleasi pentru toate spatiile LZ, ), iar ecuatia neomogena A@ = [ este

rezolvabild (neconditionat) pentru orice f € L7 . Pentru x < 0 ecuatia omogeni nu are solutii netriviale, iar
H p H H 2

ecuatia neomogend A@ = f este rezolvabila daca si numai daca functia f verifica urmatoarele conditii

Ifx)(// dx—OJ 1—

K]

: (3.3)

unde y; sunt toate solutiile (in total |K‘| solutn) liniar independente ale ecuatiei

(x)go( J‘l// dy + c(x jkxy)y y)dy =0.

m T y—Xx

Pentru x = 0 operatorul A este inversabil.

Observatie. Demonstratia afirmatiei teoremei 3.1, referitoare la indicele operatorului A, foloseste teorema
lui S. Nikolski, conform careia produsul a doi operatori B si C noetherieni este un operator noetherian si
IndBC = IndB + IndC , precum si teorema despre simbolul ecuatiei generalizate Wiener si Hopf. Amintim
ca ecuatia generalizata Wiener si Hopf este definita de egalitatea
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xo()+ [ (x = )pledr, x> 0
(Hop)x)= - = f(x) (3.4)
x,o(x)+ Ihz (x = t)p(t)dt, x < 0

al carei simbol are forma
X, + ﬁl(ﬂ), pentru  A€R",
0'(/1 =

(3.5)
X, + ﬁz(}t), pentru A €R,

unde ﬁ] (/1) este transformata Fourier a functiei /, .
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