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CRITERII NOETHERIENE PENTRU ECUATIILE INTEGRALE SINGULARE
CU INVOLUTII GENERALIZATE

Vasile NEAGU

Catedra Analiza Matematica si Ecuatii Diferentiale

In the present work there is elaborated a scheme for the noetherian equations with one or more involutive operators.

Intr-un sir de lucrari stiintifice sunt studiate diferite clase de ecuatii involutive (discrete si continue),
integrale, integrale singulare si alte ecuatii care contin termeni cu translatii sau cu conjugare complexa.
Problemele de bazd abordate in studiul unor astfel de ecuatii constau in determinarea conditiilor in care
aceste ecuatii sunt noetheriene, a conditiilor in care se admite o regularizare, in descrierea regularizatorului
respectiv, precum si in stabilirea formulelor de calculare a indicelui operatorului care genereaza ecuatiile
date. Pentru ecuatiile singulare care nu contin involutii sau care contin un operator involutiv aceste probleme
sunt studiate in monografiile elaborate de N.Mushelisvili, F.Gahov si G.Litvinciuk.

In prezenta lucrare consideram ecuatiile de forma

Mp=(A +VA, +V? A, +..+V"" 4 o=, (1)
unde V este un operator involutiv generalizat, adicd V" = I , iar operatorii Aj »J =1,24..,n1, apartin unei

clase de operatori, ale ciror proprietiti sunt bine studiate. Anumite clase de astfel de ecuatii liniare au fost
studiate si in lucrarile lui Z.Halilov, G.Agaev, Iu.Cerckii, D.Przeworska-Rolewicz, S.Samko, N.Karapetiant s.a.
Insa, trebuie de mentionat cd, 1n esentd, in lucrarile acestor autori studiul este efectuat in cadrul teoriei ecua-

tiilor integrale singulare fara translatii, care cuprinde doar cazul in care ,coeficientii” A ; in egalitatea (1)

sunt ,,invarianti” in raport cu operatorul ¥ si, in plus, se presupune cé operatorii A4,/ — VA, sunt compacti.

Mentionam ca in [1-2] pentru n =2 au fost obtinute criterii noetheriene si formula pentru indicii ecuatiilor
de forma (1) in conditiile in care operatorii A st V verifica un anumit set de axiome.

Scopul acestei lucrari constd in construirea unei scheme generale pentru studiul ecuatiilor noetheriene cu
unul sau mai multi operatori involutivi in cazul in care n > 2. Aceastd schema se bazeaza pe anumite axiome
care trebuie sa fie verificate de catre operatorii A; si V', pe proprietatile acestor operatori si se aplica in
studiul: 1) ecuatiilor integrale convolutive cu reflectare si cu conjugare complexa; 2) ecuatiilor integrale sin-
gulare cu translatii generalizate de tip Carleman; 3) ecuatiilor integrale singulare pe contururi deschise care

contin un grup finit de operatori de translatii; 4) ecuatiilor integrale singulare cu translatii si cu coeficienti
continui pe portiuni. De mentionat cd aceastd schema poate fi aplicata si in studiul altor clase de ecuatii: de

exemplu, in studiul ecuatiilor discrete cu involutii si cu reflectare in spatiul / Lo 1S p<oo

I. Ecuatii care contin un operator involutiv generalizat

Fie B un spatiu Banach si ¥ un operator liniar si margimit in B cu proprietatea V" =1, V* #1,
k=12,..,n—1, n>2, adica operatorul V' reprezintd o involutie generalizatdi. Vom presupune ca sunt

verificate urmatoarele doud axiome:
Axioma 1. Exista un operator U € L(B) noetherian, astfel incat are loc relatia

2ri
UV—-¢VU=T, ¢ =",
unde operatorul T este compact in spatiul B.
Axioma 2. AV =VA; +T;, j=1,2y..,n , unde operatoirii T; sunt compacti in spatiul B .
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Teorema 1. Fie operatorii Aj ,J=12,...n, si V verifica axiomele 1 si 2, atunci operatorul M, definit

de relatia (1), este noetherian in spatiul B daca si numai daca operatorul matriceal

M = HVJI_IAHJ—IV_H1 s Ay = A )

n

r,J=l

este noetherian in spatiul B" = B x B X ...x B . Daca operatorul M este noetherian, atunci

Ind M :l]ndZV[.
n

Demonstratia acestei teoreme cu usurinta rezultd din identitatea

NKWIKN = nj5,M ™|, 3)

in care

n

N =

gr(’r—l)(j—l)[

n
, K=
r

J=1

r-1
5,V

s sy j-1
rj=1’ M" = JZ}‘Q"U v’ 45
s=0,1,2,...,n—1, M =M si 5@,‘ este simbolul lui Kronecker.
Mentionam, cd pentru n = 2 teorema 1 a fost demonstrata in [2] si operatorul M din teorema 1 are forma
A4, A,
VAV VAV

I1. Ecuatii cu mai multi operatori involutivi generalizati

Fie V' si W doi operatori involutivi generalizati de ordinul m si, respectiv, 7 :
ym=w" =1V £1,j=1,2,..m—1; Wr=1I, k=1,2,..,n—1.
Vom considera ecuatia de forma (1), care contine operatorii involutivi v/, j=12,.,m=1,si Wk,

k=1,2,.,n-1:

M= >W""V"4,p=1. 4)
1 k=l
Axioma 1. Exista doi operatori U, € L(B) si U,, € L(B) noetherieni, astfel incdt au loc relatiile
2zi
UVV_ngUV =T, gm =e " y
2ri

U,W—-eWU, =T,, €,=¢"
unde T, si T, sunt operatori compacti in spatiul B .
Axioma 2. Pentru orice j=1,2,..m, k=12,...nsi [=1,2,...,m—1are loc proprietatea
comutativa (cu exactitatea unor termeni compacti):
Uuw=wu,+17, ,UyV =VUy +1, ,
Uydy =4,Uy,+Ts5, Uy _;k =AU, +T,,

J
unde A}k =74 jle si T; sunt operatoiri compacti in spatiul B.
Axioma 3. Existd un numdr complex y si un numdr intreg v, astfel incdt
YWyt =y w". (5)
Definim urmatorul operator:

—j+l\m
r+j—l,kV ’ )r,jzl (6)
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Efectuand gruparea termenilor in egalitatea (6), operatorul M poate fi transcris sub forma

M=>W"Z , W=|oWw @)
k=1

n
r,j=1
Teorema 2. Fie axiomele 1-3 indeplinite. Operatorul M , definit de relatia (4), este noetherian in spatiul

B daca si numai daca operatorul matriceal

n

~

M = ez, e

A+u—-1 o=l
este noetherian in spatiul B™" . Daca operatorul M este noetherian, atunci

Ind M= Ind it
mn

Demonstratia teoremei 2 se face prin metoda reducerii la teorema 1 §i nu ne vom opri la detalii.
In aplicatiile prezentate mai jos, in cazuri concrete, numarul v estre egal cu 1 sau cu -1, iar operatorii Z,

pot fi scrisi sub o forma explicitd. Pentu v =1 avem:

m

7 _ ||, e=DG-D 1 —j+l
Zk - H}/ V Ar+j—l,kV rj=l :
Dacd insd v = —1, atunci
i 1)/ i L(-1)/! "
- 1+ (=1)/ T L 1-(=1)’ U (k) .
_ /1 2 2 —j+
Zk =V [ 7 e r+j-1,k + 2 e Ar+j—1,n—k+2 ]V
r,j=1
1. Aplicatii

1. Conditii noetheriene pentru ecuatii integrale in convolutii si cu reflectare. Notim prin H, ,0< A1<1,
multimea functiilor holderiene pe axa reala R cu exponentul A, iar prin H,, (/, ) notdm multimile:
H, (H, )={p:peH,, p(x)=0 pentru x <0 (pentru x >0)}.
In spatiul H , =H, ®H, consideram operatorul
M=A4+VA, , 8)
unde (V'p)(x) = @(—x) si
Thj]. (x—t)p(t)dt, pentru x>0,

—00

(4;0)(x) = a,p(x) +

+00

J‘hf (x—t)p(t)dt, pentru x<0.
Nucleele hf , ] =1,2,k=1,2, verifica conditiile:
k 24 r 1 h 2
D R0 e LR,(+7); 2) [hi()dt e H,(0,+0); 3) [} (D)dte H,_.
0 x

Din rezultatele expuse in [1] se poate deduce continuitatea operatorului M 1in spatiul L, (R, (1+ |x|2/1) .
Teorema 3. Operatorul (8) este noetherian in spatiul H , daca §i numai daca sunt indeplinite conditiile
a)ydetfa+h'(6)]#0, b)det[a+h*(t)]#0, —o0 <t < +o0, unde
i(x)  h5(=x)

. h )= . i , k=12,
hz(x) hl(_x)
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iar h'(t) si h*(t) sunt transformatele Fourier ale functiilor h'(x) si h*(x). Dacd conditiile a) si b)
sunt indeplinite, atunci

I = — L ing M@+ h©)
2" det(a + b, (1)

Pentru demonstrarea acestei teoreme vom avea nevoie de un rezultat din [1], pe care 1l formuldm in
urmatoarea lema.

Lema 1. Fie k(t) € L,(—00,+ ®) si
(Kp)(x) = p(x) + Tk(x —tHp(t)dt , x> 0.

Operatorul K este noetherian in spatiul H ;(0,+ ), dacd si numai daca

1+k(x)#0, —0<x <40 .
Daca aceasta conditie este verificatd, atunci

Indk = - farg(1+ £G))”
27

Demonstratia teoremei 3. Vom aplica teorema 1. In calitate de operator U, care figureazi in axioma 1
din aceastd teoremd, consideram operatorul (U@)(x) =sgnx-@(x). Evident, UV =—-VU si, totodata,

A jV = VA_/ +T s J = 1,2. Astfel, axioma 2 de asemenea este verificata. Operatorul M din teorema 1 are

forma (la detalii nu ne oprim aici)
J.hl(x —t)p(t)dt, pentru x>0,
(Mp)(x) = ap(x)+1 :

+00

Ihz(x —)e(t)dt, pentru x <0.

si actioneaza in spatiul H; = H;, ® H,_. Din teorema 1 rezulti ci operatorul M este noetherian in spatiul

: . ~ . P 1 ~ .
H , daci si numai daca operatorul M este noetherian in spatiul H; si, in plus, Ind M =ElndM . Scriem

operatorul M sub forma
M=PA+PA,

unde (P.p)(x) = %(l Tsgnx)p(x) =6, (x)p(x) si A'p=ap+h" *¢ , r=1,2. Consideram operatorii
(P.A'Pp)(x)=0,(x) f W (x=e(t)dt = (Tp)(x) ,

(PAPp)(x)=0_() I h* (x = e(t)dt = (Tp)(x) .

Din [3] putem deduce ca operatorii 7; si 7, sunt compacti in spatiul H f Atunci (a se vedea [3]),

operatorul M este noetherian in spatiul H j daca si numai daca operatorii
(M p)(x) = ap(x)+ [ B (x =)t , x>0 si (Mp)(x) = ap(x) + [ I (x=Dp(0)d , x>0
0 0

sunt noetherieni in spatiile H 2. si, respectiv, in H > si, in plus, Ind M = IndM \+ Ind M 5 -
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Pentru finalizarea demonstratiei teoremei ramane sa aplicam lema 1 pentru operatorii M, si M, . Teorema
este demonstrata.

2. Conditii noetheriene pentru ecuatii integrale in convolutii cu reflectare si cu conjugare complexa. Fie

(Kp)(x)=ap(x)+bp(x)+cop(a—x)+dp(a—x)+06, ()C)T[h1 (x=t)+h(x+1t—a)lp(t)dt +
7 (x)tiio[k1 (x=-t)+k(x+t—a)lp)dt+ 06, (x)t.zo[h2 (x=t)+h,(x+t—a)]p)dt +

7 ()C)T[k2 (x=t)+k,(x+1t—a)]p(t)dt, 9)

1 .
unde 6, (x)= E(Iisgn x), h;j(x),h;(x)€ L (—0,+ ) si a este un numar real. In studiul operato-
rului (9) vom aplica teorema 2. In acest caz operatorii ¥, W, U}, si Uy, sunt definiti in felul urmator:

Vo)x)=o(x), Wo)x)=pla-x),

. (24 .
Uy p)x) =ip(x) , Uyp)(x) =sgnp(x==) ,iarv =y =1.
Aplicand teorema 2 obtinem urmatorul rezultat.

Teorema 4. Operatorul (9) este noetherian in spatiul L,(—%0,+0) 1< p<oo, dacd si numai dacd

deto,(x)#0, —oo < x < +o0, unde

a+H (x) b+H,(x) c+H,(x) d+H,(x)

b+H,(—x) a+H (-x) d+H,(—x) c+H,(-x)
Tlet K (—x) d+K,(-x) a+K,(-x) b+K,(-x)’

d+K,(x) c+K,(x) b+K,(x) a+K,(x)

o, (X)

H ,(x)= jhj(t)e’*’dz , K,(x)= J.kj(t)eix’dt , j=1234,
iar matricea o_(x) se obtine din matricea &, (x) inlocuind in ea H ;(x) cu K ;(x) si invers. Dacd
deto,(x)#0, —oo < x <40, atunci
1 o0
IndK =— fargdet(c (x)o (1))}
4
3. Conditii noetheriene pentru ecuatii integrale singulare cu doui translatii de tip Carleman.
Fie
(Ko)(t) = 2 lay (p(er (0) + by ()(Sp)ety (0)]+
k=1

> a,, (Op(e (BN + by, () SP) e, (BD)))]

k=1
unde S este operatorul integral singular cu nucleu Cauchy,

; (10)

o= ["Car,
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I" este un contur inchis de tip Liapunov, a(t)— o translatie de tip Carleman generalizata care pastreaza
orientarea conturului I': «,(¢t) = a(a, ,(t)) =t, iar [(t) — translatie de tip Carleman care schimba orien-
tarea conturului I': S(S(¢)) =t . Vom presupune ca existd derivatele &'(¢), f'(¢) si &'(t), p'(t) € H, ('),
iar coeficientii a; (¢) si b, (¢) sunt functii continue pe portiuni pe I'cu punctele de discontinuitate
t,t,, ... .ty in care sunt incluse si toate imaginile lor de forma S(«,,(¢,)). Mai presupunem ca punctele de
discontinuitate ale functiilor @ ; (¢#) si b (¢) nu coincid cu punctele fixe ! (j=1,2) ale translatiilor
P(a, (t)). Notam cu V' si W operatorii (V)(¢) = p(L(t)), We)(t) = p(a(t)); atunci, axioma 3 este
realizatd numai in cazul (foao foa)(t)=t, adicd y =1 si v =—1. Definim operatorii U, si U, din
axioma 2 in felul urmator: (U, @)(¢) =u, (t)p(t), (U, @)(t) =u(t)p(t) +v(t)(Se)(t), unde u, () este
(a se vedea [4]) solutia ecuatiei &,u,(t)—u,(t)=0,

W) = ﬂﬁ\ak ()=t (BNt

j=1 k=0

Bla, ) —a,@t)]e, O,

n-1

B(@. () -a,O]a, (B) -1,

=0 k=0

s u@®) =u, (D),

LN

n—

, pentru n impar,

(=}

Jj=
n—

uy (1) =

, pentru n par,

-l 1, o, <t=<aw, . .
y40) ZHZo(aj(f)), X, ()= ) | »pentru 7 impar si
j=0 -1, oy <t <o,

L oo (o) <t=a (o)
[

2, ()= 1 ? > r=L2,...,n, pentru n par.
L a (o)=<t<a. (o)
re
~ ~ n n = 2n .
Notim K = A+ BS ,unde A= HAJ’ij,k:1 , B= HBjk e S = “5ij s S
% (@, ;1) Ay (A1)

k — b

’ Ay k-1 (Bo an—j+1) A g jmks3 (Bo anfjJrl)

iar Bjk se obtine din 4 & prin inlocuirea functiilor Qg1 $1 Ay 4y Prin bl’ j+k—1 §1, respectiv, prin

Dy jykots 18T Ay ipy3 SU Gy jgys PN =Dy, i 4o si, respectiv, prin —by , 4.5

Teorema 5. Operatorul K, definit de egalitatea (10), este noetherian in spatiul L (I'), 1< p <+,

~

daca si numai daca este noetherian operatorul matriceal K = A+ BS  in spatiul Li," (I') . Daca operatorul

~ 1 =
K este noetherian, atunci IndK = 2—lndK )
n

Mentionam ca, in cazul conturului deschis, teorema similara teoremei 5 are o forma mult mai simpla,
datorita faptului ca in acest caz grupul finit de translatii are doar forma {e, p } ,unde e este transformarea
identica, iar [ este o translatie de tip Carleman, care schimba orientarea conturului I". In mod similar, folo-

sind schema din punctul 3, pot fi studiate ecuatiile integrale singulare cu coeficienti continui pe portiuni, cu
translatii i cu conjugare complexa in cazul conturului deschis. Este de mentionat si faptul ca schema descrisa
in I'si Il poate fi aplicata si in cazul in care ecuatiile (8)-(10) sunt inlocuite cu sisteme de astfel de ecuatii.

10
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