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Catedra Tehnologii de Programare

The purpose of the article is to investigate the lists in terms of algebraic structures. There will be considered the
most important operations such as concatenation of lists, inserting an item in the list. The elements of lists are considered
as abstract data types, which contributed to achievement lists through template classes.

Introducere

In cele ce urmeazi vom incerca si studiem multimea listelor cu diferite operatii din punctul de vedere al
structurilor algebrice. Vor fi examinate cele mai importante operatii asupra listelor, cum sunt: inserarea unui
element in listd, concatenarea a doua liste.

Vom cerceta pentru care din aceste operatii o multime de liste formeaza grup.

Elementele listelor reprezinta un tip abstract de date, pe care il vom nota prin 7. Acest tip va servi drept
parametru la realizarea listelor prin clase template.

Definitia 1. Structurile de date reprezinta modalitati in care datele sunt alocate in memoria calculatoru-
lui sau sunt pdstrate pe discul magnetic.

Structurile de date sunt utilizate in diferite circumstante, ca de exemplu:

o memorarea unor date din realitate;

o instrumente ale programatorilor;

o modelarea unor situatii din lumea reald.

Cel mai des utilizate structuri cu acelasi tip de date sunt tablourile si tipuri diferite de date (listele, stivele,
cozile, arborii, tabelele de dispersie si grafele).

1. Lista simplu inléntuita cu operatiile de inserare si concatenare

Definitia 2. O lista liniard este o structurd de date omogend, secventiald formata din elemente ale listei.
Un element (numit uneori si nod) din lista contine o informatie specifica si eventual o informatie de legatura.

Pozitia elementelor din listd defineste ordinea elementelor (primul element, al doilea etc.). Operatiile
pentru liste sunt:

e parcurgerea si afisarea listei;

o adaugarea de noi elemente la sfarsitul listei;

o inserarea de noi elemente in orice loc din lista;

o stergerea de elemente din orice pozitie a listei;

o modificarea unui element dintr-o pozitie data.

Printre operatiile care schimba structura listei vom considera si initializarea unei liste ca o listd vida. Alte
operatii sunt operatiile de caracterizare. Ele nu modifica structura listelor, dar furnizeaza informatii despre
ele. Dintre operatiile de caracterizare vom mentiona urmatoarele:

o localizarea elementului din listd care satisface un anumit criteriu;

e determinarea lungimii listei.

Pot fi luate in considerare si operatii mai complexe, ca de exemplu:

o separarea unei liste in doud sau mai multe subliste 1n functie de indeplinirea unor conditii;

o selectia elementelor dintr-o lista, care indeplinesc unul sau mai multe criterii, Intr-o listd noud;

e crearea unei liste ordonate dupa valorile crescatoare sau descrescitoare ale unei chei;

e combinarea a doud sau mai multor liste prin concatenare (alipire) sau interclasare.

Spatiul de memorie ocupat de listd poate fi alocat in doud moduri:

a) prin alocare secventiald sau b) prin alocare Inlantuita.
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2. Liste simplu inldntuite
Listele simplu inlantuite sunt structuri de date dinamice omogene. Spre deosebire de tabele, listele nu sunt
alocate ca blocuri omogene de memorie, ci ca elemente separate de memorie. Fiecare nod al listei contine, in
afard de informatia utild, adresa urmatorului element. Aceasta organizare permite numai acces secvential la
elementele listei. Pentru accesarea listei trebuie cunoscutd adresa primului element (numit capul listei);
elementele urmatoare sunt accesate parcurgand lista.

Definitia 3. O lista liniara (numita si lista inlantuitd, din engleza — ,, Linked List”) este o colectie de n >0

elemente Xx,,...,X, toate de acelasi tip, numite noduri, intre care exista o relatie de ordine determinata de

n

porzitia lor relativa.

Lista simplu inlantuita poate fi reprezentata grafic cum este aratat in Figura 1. Lista simplu inlantuita este
deci o multime esalonatd de elemente de acelasi tip avand un numar arbitrar de elemente. Numarul » al
nodurilor se numeste lungimea listei.

Daca n =0, lista este vida.

Daca n>1, x; este primul nod, iar x, este ultimul nod. Pentru 1<k <n, x, este precedat de x, , si

urmat de x,,, [1].
pointer catre

inceputul listei pointer catre
elementul urmator

o] /

T FARESN > o~ - r— »
gapql \ Pointerul cu valoarea NULL
listei informatii utile pentru marcarea sfarsitului de lista

Fig.1. Lista simplu Inlantuita.

Definitia 4. Listele inlantuite cu un singur camp de legatura se numesc liste simplu inlantuite (legatura
indica urmatorul element din lista). Fiecare nod contine un pointer ce indica adresa nodului urmdtor din
lista.

Pentru accesarea listei trebuie cunoscutd adresa primului element si se efectueaza prin capul listei,
elementele urmatoare fiind accesate parcurgand lista. Ultimul element poate contine ca adresa de legatura
constanta zero (pentru care in limbajul C++ este denumirea simbolica NULL), indicand astfel ca ultimul nod
nu are nici un succesor. in cazul in care elementul este ultimul din listd, pointerul urmator va avea valoarea
NULL.

Descriem fiecare operatie folosind functii si clase template (sabloane).

3. Structura listei
Structura unui nod al listei va fi definita cu ajutorul struct, deoarece trebuie sa retind, pe 1anga informatia
propriu-zisa de tipul 7, si adresa elementului urmator din lista:
struct Nod

{
T info; // T este tipul format tenpl ate

Nod *urm; // urm este pointer cdtre urmdtorul element al listei

Clasa 1ista va contine:
template<class T> class lista

{
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protected:
struct Nod
{
T info;
Nod*urm; // pointer spre nodul urmator

bi
Nod *prim;

public:
lista () ;
lista (int n);
void adauga incep (T p);
void adauga sfar (T p);
void adauga dupa un nod(T p);
void afiseaza lista();
int concatliste(lista * capl, lista * cap2);

= Date-membre:
o prim — reprezentand adresa primului element al listei.
= Functii-membre:
o lista(); — constructor de initializare a listei.
o lista(int n); — constructor care Incarca n elemente in lista.
o void adauga_incep (T p); — adaugd un element de tipul formal T la inceputul listei.
o void adauga_dupa_un_nod (T p); — adauga un element de tipul formal T dupa un nod specificat.
« void adauga_sfar (T p); — adauga un element de tipul formal T la sfarsitul listei.
« void afiseaza lista(); — afiseaza elementele din lista.
« int concatliste (lista * capl, lista * cap2); - concatenarea a doua liste.

4. Implementarea listei prin clasi generica
Folosind cuvéantul-cheie template, se pot crea sabloane pentru functii si clase numite functii generice,
respectiv clase generice. Intr-o functie sau clasa generici tipul de date asupra caruia opereazi acestea este
specificat ca un parametru.
Functiile-membre generice definesc un set de operatii care vor fi aplicate unor tipuri de date variate; tipul
de date asupra caruia va opera va fi transmis ca parametru:
template <class Tip> tip rezultat nume functie (lista parametri)

{

//corp functie

O clasa-sablon (template) permite folosirea de atribute al caror tip nu este specificat imediat, ci este lasat
generic. La evidentierea de obiecte din astfel de clase se specifica si tipul atributelor generice. Prin acest
mecanism se pot dezvolta clase de clase care diferd intre ele prin tipul unor atribute. Din acest motiv, clasele
respective mai poartd si numele de clase generice [2].

La crearea clasei, care defineste toate functiile-membre ca functii generice, urmeaza ca tipul de date utili-
zat efectiv sa fie specificat in momentul crearii unui obiect-instanta al clasei generice.

Numele clasei template este insotit de tipul care parametrizeaza clasa intr-o constructie de forma:
nume_clasa <nume_tip parametru>

Aceasta reguld nu se aplica doar in cazul apelului constructorului (care are acelasi nume cu cel al clasei
asociate). In interiorul definitiei unei clase template, ca si in corpul unei functii-membru, se recomanda sa se
foloseasca tipul parametru al clasei.

O modalitate de a dezvolta o clasa-listd, care si contina elemente de un tip de date oarecare, este definirea
tipului unui element al listei chiar in interiorul clasei. Fie acest tip 7.
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#include <iostream.h>
#include <conio.h>
#include <stdio.h>
template<class T> class lista
{
protected:
struct Nod

{
T info;
Nod*urm; // pointer spre nodul urmator

)8

Nod *prim;

public:
lista ()
lista (int n);
void adauga incep (T p);
void adauga sfar (T p);
void adauga dupa un nod(T p);
void afiseaza lista();
int concatliste(lista * capl, lista * cap2):

)8

// constructor fara parametri. Se initializeaza prim cu
// valoarea NULL.
template <class T> lista <T>::1lista/()
{
prim=NULL;
}
// constructor cu parametru n. Se creeazd lista cu n elemente.
template <class T> lista <T>::lista(int n)

{

int i;

T inf;

Nod *p;

Cout << ”construim lista care are << n << "elemente’”<< endl;
cout<<”Dati informatia pt. primul element”; cin>>inf;

prim=new Nod;
prim->info=inf;
prim->urm=NULL;
p=prim;
for (i=2; i<=n; i++)
{
cout<<”dati inf="; cin>>inf;
p->urm=new Nod;
p=p->urm;
p->info=inf;
p—->urm=NULL;
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5. Parcurgerea si afisarea listei

Lista este parcursa pornind de la pointerul spre primul element si avansand folosind pointerii din structura
pana la sfarsitul listei (pointer NULL).

template <class T> void lista <T>:: afiseaza lista()

{
Nod*p;
p=prim;
while (p!=NULL)
{
cout<<p->info<<””;
p=p->urm;
}
}

6. Inserarea la inceputul listei

Acesta este cazul cel mai simplu: trebuie doar alocat elementul, legat de primul element din lista, si repo-
zitionat capul listei (a se vedea Fig.2).

prim
p
ol >< _________ > ° > *o——>--—-
nou
- 3

Fig.2. Adaugarea unui element la inceputul listei.

template <class T> void lista<T>::adauga incep (T nou)
{

Nod*nou;

nou=new Nod;

if (nou==NULL)

{

Cout << "Eroare alocare spatiu la inserare";
return;

}
if (prim==NULL)
nou->urm=prim;
prim=nou;
cout << "Inserare la inceputul listei cu succes!\n";

Daca elementul adaugat la inceputul listei este primul element al listei (caz in care pointerul prim contine

valoarea NULL), vom actualiza si valoarea pointerului u/tim, elementul adaugat fiind in acelasi timp ultimul
si primul element al listei.

7. Inserarea la sfarsitul listei
In acest caz trebuie mai intdi parcursa lista, dupa aceea de addugat elementul, care va fi legat de restul

listei. De asemenea, trebuie avut in vedere cazul in care lista este vida.
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NULL

----- L A

Fig.3. Adaugarea unui element la sfarsitul listei.

template<class T> void lista<T>::adauga sfar (T p)

{
Nod* p=new Nod;
if (p==NULL)
{
cout<<"Eroare la alocare spatiu pentru inserare";
return;
}
if(ultim)
{
p->urm=ultim->urm;
ultim->urm=p;
ultim=p;
}
else
{
ultim=p;
p->urm=p;
}
cout << "Inserare sfarsit cu succes!\n";
}

Observam ca dupa adaugarea unui nou element la sfarsitul listei se actualizeaza pointerul ultim, care va
pastra adresa noului element ultim al listei. Daca elementul addugat la sfarsitul listei este primul element al
listei (caz in care pointerul prim contine valoarea NULL), vom actualiza si valoarea pointerului prim,
elementul adaugat fiind in acelasi timp primul si ultimul element al listei.

Operatia de inserare a unui nod intr-o listd nu se reduce numai la cele doua situatii prezentate, ci implica
de asemenea posibilitatea inserarii acestuia intr-o pozitie oarecare a listei, §i anume: dupa sau Inaintea unui
anumit nod specificat prin referinta sa. Schematic cele doud situatii sunt prezentate in figura urmatoare,
observandu-se o oarecare dificultate la operatia de insertie a noului nod inaintea celui specificat.

nou

Fig.4. Adaugarea unui element dupa nodul p al listei.
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template <class T> void lista<T>::adauga dupa un nod (T nou)
{
Nod* nou=new Nod;
if (nou==NULL)
{
cout<<"Eroare la alocare spatiu pentru inserare";
return;
}
if (ultim)
{
nou->urm=ultim->urm;
ultim->urm=nou;
ultim=nou;
}
else
{
ultim= nou;
nou->urm= nou;
}

cout<<"Inserare sfarsit cu succes!\n";

8. Concatenarea listelor
Concatenarea este operatia prin care din doua liste L7 si L2 cu elemente de acelasi tip se obtine a treia
lista formata astfel: la lista L7 sunt alipite elementele listei L2. Concatenarea listei L/ cu lista L2 presupune
ca pointerul urm la ultimul element al listei LI trebuie sé-si schimbe valoarea din NULL cu adresa primului
element din lista L2 (a se vedea Fig.5).

prim LISTA L1
° > o> ----0—> NULL

LISTA L2
° > o> ----0—> NULL

Concatenarea listei L1 cu lista L2
prim

° > o> ----0—> °

?
!
i

NULL

Fig.5. Concatenarea a doua liste.
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template <class T> void lista <T>::concatliste(lista * capl,
lista * cap?2)
{
Nod * p;
for (p=capl; p->urm!=NULL; p=p->urm)
{
p->urm=cap2;
return capl;

9. Descrierea structurilor algebrice
In continuare definim un set de definitii pe care le vom folosi la cercetarea proprietitilor algebrice ale
listelor simplu Inlantuite si a operatiilor asupra lor.
Definitia 5. Vom numi structura algebrica o multime nevida de elemente de tip T, echipata cu una sau
mai multe operatii algebrice ce satisfac o listd specifica de proprietati numite axiomele structurii.

Specific pentru structurile algebrice este numarul mare de modele (exemple) pe care le admit. Aceasta
datoritd faptului ca la definirea structurilor algebrice sunt declarate axiome-liste de proprietiti care au fost
intalnite Tn multe cazuri concrete. Rezultatele obtinute pentru o structura algebrica se extind imediat asupra
oricirui model al structurii, ceea ce reprezintd unul dintre principalele avantaje ale utilizarii metodei
axiomatice in algebra. Insd, modelele (exemplele) unei structuri algebrice prezinta adesea si interes particular

(grupul permutdrilor, inelul polinoamelor, inelul matricelor, spatiul vectorial R"™).

Se cunosc urmatoarele structuri algebrice: grup, inel si corp [3].

Definitia 6. Un cuplu (G,*) format din multimea nevida G si operatia algebrica "*”, definita pe G, se
numeste grup, dacd sunt satisfacute urmatoarele conditii:

1. (x*y)*z=x*(y*z), Vx,y,zeG;

2. deeGastfelincit e*x=x*e=x, VxeG;

3. VxeG, Ix' €G astfel incdat x*x'=x"*x=e.

Definitia 7. Grupul (G,*) se numeste comutativ (sau abelian), daca este verificata axioma:

x*y=y*x, Vx,yeG.

Definitia 8. Un cuplu (A, @) format dintr-o multime nevida A si o operatie algebrica ¢, definita pe
A, se numeste grupoid.

Definitia 9. Grupoidul (A,*) format dintr-o multime nevida A si o operatie algebrica “*”, definita pe
A, se numeste semigrup, daca este satisfacuta conditia:

(x*y)*z=x*(y*z), Vx,y,z€A.

Definitia 10. Semigrupul (A,*) se numeste monoid, daca operatia algebrica ¢ posedd un element
neutru.

Definitia 11. Un monoid (A,*) pentru care operatia "*” este comutativa se numeste monoid comutativ.

Definitia 12. Un element e se numeste element neutru pentru o lege de compozitie x*y, daca

e*x=x%*e=x.1In notatie aditiva, elementul neutru se noteaza, de reguld, cu 0 si se numeste elementul
zero, iar in notatie multiplicativa elementul neutru se noteazd, de reguld, cu 1 sau chiar cu e §i se numeste
element-unitate. Pentru operatia de adunare, definita pe multimea numerelor R, exista 0 e R cu proprietatea:
x+0=0+x=x, Vx € R. Pentru operatia de inmultire, definita pe multimea numerelor R, exista 1 € R cu
proprietatea: x*1=1*x=x, VxeR.

Definitia 13. Un grup (G,*) se numeste finit daca G consta dintr-un numar finit de elemente.
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10. Structura algebrica a listelor

Fie E = {e,e,,...,e,} o multime de elemente de natura arbitrard de unul si acelasi tip.

Definitia 14. Prin lista asupra multimii E ={e,e,,...,e,}, notatd L(e, e, ,..,e, ), vom intelege
mulfimea ordonatd a elementelor {e, ,e, ,...,e, }, unde e, € E,j=12,...,k, precum k — este numarul de
1 2 k J

elemente in lista L(e, ,e, ,..., e, ), iar elementul e, se numeste ultimul element al listei.

Nota. Lista poate fi si vida, dacd nu are nici un element [4]. Vom nota lista vida prin “J”, adica L () = &
Prin L(e) vom nota lista dintr-un singur element e € E. Notam prin A ={L,L,,...,L, ...} multimea

tuturor listelor asupra multimii E. Introducem un set de operatii cu liste.

11. Inserarea unui element in lista

Vom introduce operatia care ne va da posibilitatea de a inscrie (adduga) elemente noi in lista, pe care vom
numi-o ,,addugare” $i 0 vom nota prin semnul “+”.

Definitia 15. Operatia “+”, care adauga in lista L(e. 1€ 5ees € ) elementul e, _,» este operafia care

preface lista L(e, e, ,..,e, ) in lista L(e e, ,...e ,e ) astfel incdt elementul e, devine ultimul

).

element al listei, adica L(e, ,e, ,....e, )+e, =L(e e ,..¢
+

eé.
i 2 i

Notda. Deoarece un singur element e, € E putem considera ca o listd dintr-un singur element S(e, ),
J J

vom scrie ¢d L(e, ,e, ,....e, ) te, =L(e,e ,...e )+L(e )=L(e,e

l1) lz 2 lk+l)

Definitia 16. Un cuplu (M, O) format dintr-o multime nevidd M i o operatie algebrica “ O ”, definita
pe M , se numeste grupoid.

Extindem operatia ,,addugare” pentru mai multe elemente, care ne va da posibilitatea s concatenam liste.

Definitia 17. Operatia “+”, care concateneaza lista L, =L(e, ,e, ,....¢,) culista L, =L(e,

)
42 lk+2 T

este  operatia (..(Le,e, .00 ) Te )te )+.)te care  are ca  rezultat  lista

lk+1

L(e e ,...e ,e. ,e. ,...e ) astfel incdt elementul e, este ultimul element al listei L, + L, pentru
ke+m k+m

[ lz k7 ks ? g

oriceL,,L, € A.

Astfel, multimea tuturor listelor asupra multimii £ cu operatia extinsa ,,addugare” reprezinta un grupoid
notat (A,+).

Definitia 18. Vom spune ca operatia algebrica “O ”, definita pe multimea M , poseda element neutru,
daca exista un element { € M , astfel incdt pentru orice element e € M eOfl = (QOe = e.

Notda. Elementul neutru se noteaza, de obicei, cu 0 si se numeste element zero.

Teorema 1. Grupoidul (A,+) poseda element neutru.

Demonstratie:
In calitate de element neutru se va lua lista vidi &. Ludm orice listd arbitrard Ll. e A. Fie

L =L(e.e, ,...e; ), atunci L,+D=L(e,e,,...e,)+D=T+L(e,e,,...e)=Le,e ..e)=1L,.

Teorema este demonstrata.

51



STUDIA UNIVERSITATIS
Revista stiintificd a Universitdtii de Stat din Moldova, 2011, nr.7(47)

Teorema 2. Grupoidul (A,+) este semigrup.

Demonstratie:

Fie L, L;,L, treiliste arbitrare din A . Demonstramca (L, + L)+ L, =L, + (L +L,).
Fie L, = L(e, ,e, ,...,e, ), L, =L(e; e, ,...e; ), L, =L(e,.e,,...e, ).

N2 7)?
(Li+L)+L, =(L(e e e, )+ L(e; e, ..., e, )+ Le, e, ... e, )=L(e, e, .., e, )+
+(L(e, e, 5. e )+ Le, e, .. €, D=L +(L,+L,).

pentru orice L;,L;,L, € A. Teorema este demonstrata.

Teorema 3. Semigrupul (A,+) este monoid.

Demonstratie:

Din teorema 1 si teorema 2 rezultd ca grupoidul (A,+)este semigrup. Trebuie sd demonstraim ca
grupoidul (A,+) este monoid.

Fie o listd arbitrara L, € A. Demonstram ca L, +@ =+ L, =L.Fie L, =L(e,e,,...,¢, ), atunci
L+3J= L(eil,eiz,...,eik)+@ = +L(e, e, e )=L(e,e .., )=L.L €A

Deci, grupoidul (A,+) este monoid.

Concluzii

In articol a fost descrisa in detalii una dintre cele mai importante si utilizate structuri dinamice de date —
listd simplu inlantuitd. Au fost introduse definitiile formalizate pentru structura datd si ale notiunile legate
de ea. Au fost cercetate proprietatile algebrice ale listelor simplu Inldntuite si operatiile asupra lor. S-a
demonstrat ca totalitatea listelor simplu nldntuite cu elementele de unul si acelasi tip 7, dotatd cu operatia de
concatenare, este monoid. A fost propusa realizarea in limbajul C++ a unei clase generice parametrizate cu
clasa abstractd arbitrara T, care permite modelarea lucrului cu liste simplu Inlantuite din punctul de vedere al
structurilor algebrice.
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