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SINTEZA METODELOR DE SOLUTIONARE A UNOR CAZURI PARTICULARE
ALE PROBLEMEI DE TRANSPORT PE RETEA

Tatiana PASA

Catedra Tehnologii de Programare

We study some particular cases of network transport problems with convex cost functions of flow on. An ample
description of the methods for solving network transport problems is given.

Introducere
Problema clasica de transport face parte din clasa larga a problemelor modelate pe retele de transport. in
multe situatii concrete din practica de zi cu zi este pusa problema de a deplasa o careva cantitate () de materie,

energie etc. din anumite locuri, numite surse, in alte locuri, numite destinatii, aceasta deplasare realizandu-se
pe careva rute de legatura precizate anticipat. Unitatile indivizibile ale cantitatii (O, care sunt deplasate de-a

lungul rutelor intre surse si destinatii, se numesc unitdti de flux, iar ansamblul rutelor, surselor, destinatiilor
si, eventual, al altor puncte intermediare se numeste retea de transport.

Reteaua de transport, care descrie problema formulatd, este un graf [1,2], arcele cdruia indicd nodurile
(surse, destinatii, puncte intermediare) intre care poate exista legatura (si dacad se impune de situatie, limitele
volumului de produs care poate fi transportat pe acea rutd) pentru a transporta fluxul de produs. In asa fel,
pentru a transporta din nodul 7 in nodul j un flux x,, costul cheltuielilor este descris de functia neliniara

C; (x;). Costul total, care descrie cheltuielile necesare pentru a transporta intregul flux de produs, poate fi

descris de o suma de astfel de functii, adica de functia neliniara
f(xla'x2:'--,xn) = ZCU (xij) :
ij
Restrictiile problemei de transport sunt niste functii liniare:

n
1) suma cantitatilor livrate de sursa i nu depaseste disponibilul sau ZXU =a
=1

i

m
2) suma cantitatilor primite de consumatorul j acopera cererea sa z xX; = b ;

i=1
O restrictie importantd care trebuie respectatd modeland problema de transport pe o retea consta in faptul
ca In orice punct intermediar bunurile nici nu se produc si nici nu se consuma. Deci, dacid intr-un nod al

retelei v intrd arcele pe care se transportd bunuri in volum de Xx;, si ies arcele pe care se transportd bunuri in

volum de x,, atunci trebuie sd se indeplineascd conditia inv = vak . Exceptie vor face nodul-sursa,
' k

1
deoarece este un nod in care nu intrd nici un arc (membrul stdng va fi nul) si nodul-destinatie din care nu iese
nici un arc (membrul drept este nul), ceea ce, de fapt, inseamna ca in aceste noduri va avea loc, respectiv,
producerea si consumul bunurilor.

In caz general, deoarece mirimea unui volum de produs transportat nu poate fi o marime negativa, se mai
adauga restrictia de pozitivitate a valorilor care descriu volumul transportat pe rutele retelei. in cazuri
particulare, acest fapt este impus de probleme concrete din economie, sunt restrictii care limiteazd volumul
transportat pe rute de careva valori concrete, adica se cere limitarea de sus si de jos a marimii de flux. Aceste

restrictii le vom descrie cu ajutorul unor expresii de forma: C, 2 x, 2d,, i=1,..,n, j=1,.m,unde C,
si d ; sunt, respectiv, limita de sus si limita de jos ale volumului de produs ce poate fi transportat pe ruta

respectiva.

53



STUDIA UNIVERSITATIS
Revista stiintificd a Universitdtii de Stat din Moldova, 2011, nr.7(47)

1. Formularea problemei

Fie data reteaua de transport [1,2], care reprezintd un graf orientat G = (V,E), |V| =n, E| =m, pe a
carei multime finita V' de varfuri este definita o functic reald marginitd de producere si consum

q:V—>R x(z q(v) =0), iar fiecarui arc e€ £ i se pune in corespondentd functia convexa de cost
vel

¢,(x(e)) de la marimea fluxului x(e) pe acest arc.
Dupa cum se stie din [3], flux in G se numeste functia reala x : R — E care satisface conditiile:
z x(e)— ZX(e) =q(v), VveV
eeE*(v) ecE (v) (1)
x(e) =0, VeeE,
unde E”(v) si £ (v) —multimea de arce e € E , respectiv, care intrd si care ies din varful ve V.
Problema de transport pe reteaua G cu functiile de producere si de consum ¢(v) si cu functiile de cost
@, (x(e)) convexe, date de marimea fluxurilor pe arcele e € E , consta in a gisi un astfel de flux x ", pentru

care functionalul

F(x) =2 4.(x(e))

eck

isi atinge valoarea sa minimala, adica:

F(x") :mi)?F(x) ,

unde X este multimea de solutii ale sistemului (1), care reprezintd multimea fluxurilor admisibile in G .
Aceasta este o problemd neliniara de transport pe retea, care poate fi solutionatd ca o problemd a
programarii neliniare de optimizare conditionata. Deci, problema de minimizare va lua forma:

F(x) > min, xe X, ()
unde X este definita atat de restrictii egalitati:

h(x)=0,i=1..,n, 3)
cat si de restrictii inegalitati:

g,(x)<0, j=1..m. 4)

Restrictiile (3) descriu volumul de produs ce ,.intra” si iese” din fiecare varf al retelei. Restrictiile (4)
sunt conditiile de non-negativitate x, >0 pentru orice arc j al retelei. Pentru a aduce problema la forma
standard, Inmultim aceste expresii cu -1 pentru a-i schimba semnul si facem notatia g, (x)=—x,, in urma
cdreia obtinem inegalitdtile g, (x) <0, j=1..m.

In continuare vom folosi notatiile / si g din R in R" si R™, definite, respectiv, de coordonatele /4, si
g, - Deci, problema (2) - (4) poate fi scrisa sub forma:

F(x) > min, h(x)=0, g(x)<0. (5)

Observatie: n particular, cind sunt impuse restrictii de limitare a fluxului transportat pe rutele retelei de
transport, restrictiile sistemului (4) se vor inlocui cu restrictiille C; > x,, x, > d pentru Vx; € E. Notand
g,(x)=—(C;-x;), j=L.m si g,(x)=x,—-d;, j=m+1,.2m, obtinem restrictiile: g,(x)<0,
j=1L..2m. (6)

In asa fel, notand % si g din R* in R" §i R™, definite, respectiv, de coordonatele h, si g ;> problema

(2) - (3), (6) poate fi scrisa sub forma:
F(x) > min, A(x)=0, g(x)<0. (7
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2. Metode de solutionare in cazul functiilor de cost liniare
2.1. Metode de solutionare a problemelor programadrii liniare

Daca ne intereseaza care vor fi cheltuielile de transport necesare pentru a ajunge dintr-un punct 4 in
punctul B al orasului, utilizand serviciul taxi, atunci, stiind pretul unui km, putem determina costul total. Ca
retea de transport pe care vom descrie problema poate fi utilizata reteaua de strazi ale oragului: arcurile grafului
ce descriu reteaua vor fi strazile, iar nodurile — intersectia a cel putin doua strazi.

In cazul cand restrictiile egalitatilor 4, (x) =0, i =1,...,n din (3) si restrictiile inegalitatilor g,(x)<0,

J =L...m din (4) sunt functii liniare, dupa cum si functiile de cost sunt functii liniare (adicd, F(x) = Z¢e (x(e))
eck

este functie liniard), vom avea cazul particular al problemei care devine cunoscuta ca problema a optimizarii

liniare [4,5].

Dupa cum se observa din formularea problemei, de fapt avem o problema a programarii liniare in forma
standard, conform teoremei fundamentale a programarii liniare ce sta la baza algoritmului simplex, care a
fost elaborat in 1947 de catre G.B. Dantzig.

S-a demonstrat ca algoritmul nu se indeplineste in timp polinomial, insd a fost gasit un alt algoritm ce nu
foloseste tabelele simplex si care este numit algoritmul de punct interior al lui Karmakar, despre care s-a
demonstrat ca lucreaza in timp polinomial.

Daca avem in vedere erorile de rotunjire ce apar inevitabil cand se fac calcule pe calculator, orice eroare
propagandu-se imediat la tot tabelul, acest fapt este depasit prin aplicarea variantei revizuite a algoritmului
simplex.

2.2. Metoda potentialelor

Metoda potentialelor este prima metoda exacta de solutionare a problemei de transport care a fost propusa
in 1949 de A.V. Kantorovici si M.C. Gavurin. Ea este o modificare a metodei simplex, care tine cont de
specificul problemei de transport. De aceea, acest algoritm nu diferd de algoritmul simplex decat prin pasul
de control al functiei la nemarginire pe multimea de solutii. Lipsa acestui pas in metoda potentialelor este
conditionatd de teorema, conform careia problema echilibrata de transport este intotdeauna solutionabila.

3. Metode de solutionare a problemei in cazul functiilor de cost neliniare convexe
3.1. Problema de transport cu functiile de cost neliniare convexe

In problemele programarii convexe (in particular, in problemele programarii liniare) orice optim local
este 1n acelasi timp si optim global al problemei. Aceastd proprietate stid la baza metodelor existente ale
programarii convexe. Daca, insa, F'(x) este chiar strict convexa, atunci optimul global este unic.

In cazul cand restrictiile egalitati /2,(x) =0, i =1,...,n din (3) si restrictiile inegalititi g,(x)<0, j=1.m

din (4) sunt functii liniare, iar functiile de cost sunt functii neliniare (adica, F'(x) = z¢e (x(e)) este functie
ecE

convexi), vom avea problema optimizarii convexe [6,7]. In general, metodele de optimizare cu restrictii, din

care face parte problema propusa, pot fi clasificate astfel:

1. Metode bazate pe adaptarea schemei generale de optimizare nerestrictionatd In cazul prezentei
restrictiilor. Aceste metode poartd numele generic de metode gradient.

2. Metode bazate pe utilizarea functiilor de penalizare, rezolvarea problemei reducandu-se la o multime
(din punct de vedere teoretic, multimea este infinitd) de optimizari nerestrictionate.

3. Metode bazate pe plane de sectiune, principiul cirora constd in aproximarea lui X printr-o multime
poliedrala, adica printr-o multime ce poate fi descrisa printr-un sistem de inegalitati liniare. Deci, rezolvarea
problemei se reduce la o secventa (infinitd) de optimizari liniare efectuate cu ajutorul algoritmului simplex.

In baza analizei problemei propuse si a claselor de metode existente ajungem la concluzia aplicarii
schemei generale de minimizare nerestrictionata.
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Avand in vedere ca functiile g; din restrictii sunt liniare, ceea ce inseamna ca sunt §i convexe, iar functia

obiectiv a problemei (2)—(4) este scrisd ca o suma de functii F'(x) = z¢e (x(e)), fiecare de cate o singura
ecE

variabild @, (x(e)) pentru Ve e E sunt functii convexe, ceea ce inseamna ca F'(x) = z¢e (x(e)) este
ecE

separabild. Vom spune céd, de fapt, avem o problema de programare separabila care este importanta prin faptul

ca usureaza mult optimizarea, deoarece poate fi solutionata utilizand optimizarea independenta a termenilor.

3.2. Metode gradient de solutionare a problemei neliniare

Metodele de tip gradient sunt metode numerice de cautare a optimului care folosesc pentru determinarea
acestuia atat valorile frontierei scop, cat si ale derivatei ei partiale de ordinul I in diverse puncte.

Metoda gradientului porneste de la o aproximatie initiali x°, pe care cauti si o imbunititeasca prin
aplicarea unor corectii succesive orientate dupa directia gradientului functiei de optimizat si proportionale cu
acesta.

Principalul neajuns al metodei gradientului consta in faptul ca pasii succesivi sunt perpendiculari, ceea ce,
in cazul anumitor functii, conduce la o convergenta foarte lentid. Mai precis, daca hiper-suprafetele de nivel
au o oarecare ,.excentricitate”, zig-zagul procesului iterativ amendeaza convergenta, deoarece in acest caz
directia gradientului este mult diferitd de directia catre minim. Exista 1nsd si scheme de minimizare mult mai
eficiente, dintre care cea mai puternica pare a fi metoda Davidon — Fletcher — Powell.

Pe de alta parte, aceste metode sunt eficiente In cazul in care functia scop are curbe de contur circulare.
Daca suprafata de raspuns are curbe de contur perfect circulare, optimul se atinge printr-o singura iteratie.

3.3. Metoda multiplicatorilor Lagrange

Dupa cum s-a mentionat, se cere solutionarea urmatoarei probleme convexe de minimizare (2) - (4).

In continuare, vom cerceta problema optimizarii conditionate care contine numai restrictii inegalitati.
Acest fapt nu micsoreaza generalitatea expunerii, deoarece restrictiile egalitdti pot fi reduse la restrictii
inegalitati (restrictia A(x) =0 este echivalentd cu restrictiile /#(x) <0, —/A(x) <0). Din notatiile facute

anterior, restrictiile g, (x) <0, j=1,..m sunt conditiile de non-negativitate x, >0, j=1,..m, expresii
pe care, pentru a aduce problema la formd standard, le-am inmultit cu -1 si am notat g, (x) =—x,, j =1,..m..
In aceste conditii, programul convex adus la forma canonica va arata astfel:
F(x) > min, xelX,
h.(x)<0, i=1,..2n,
x;, 20, j=1..,m.
La solutionarea problemei cu restrictii inegalitati trebuie evidentiat faptul ca este importanta convexitatea

functiilor care figureaza in program, adica convexitatea functiei /' ce se minimizeaza si convexitatea multimii
de puncte admisibile X (acest fapt este garantat de convexitatea functiilor g ; in restrictiile inegalitati).
Desi este un rezultat de facturd pur teoretica, el std la baza multor algoritmi eficienti de rezolvare a

programelor neliniare convexe. Conditia de regularitate Slater intervine in probarea suficientei conditiilor de
optimalitate Kuhn - Tucker. Ea nu mai este necesara in cazul in care restrictiile programului sunt liniare.

3.4. Utilizarea procedurii de liniarizare

Existenta pachetelor pentru solutionarea problemelor de programare liniara de dimensiuni mari cu
restrictii egalitdti si restrictii inegalitati conduce la realizarea multor metode de solutionare a problemelor
programarii neliniare folosind procedura de liniarizare si aplicindu-se un proces iterativ. Problema formulata
poate fi modificata descriind functia neliniard a acestei probleme de primii doi membri ai descompunerii
respective in seria Taylor 1n vecindtatea punctului x* si reducand-o astfel la o problema a programarii liniare,
unde X este definitd de restrictii egalitati:
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h(x)=0,i=1..,n
si de restrictii inegalitati:
g, (x)<0,i=n+l.n+m.
Avand in vedere ca pentru solutionarea problemei neliniare de transport ca pe o problema a programarii

neliniare folosind metoda aproximarii liniare toate functiile care descriu problema satisfac conditiile expuse
mai sus, vom obtine chiar o solutie globala.

Solutionand problema neliniara prin metodele programdrii liniare, vom obtine o noud aproximatie x**',
care, In cazul functiilor neliniare, este de obicei un punct neadmisibil. Pentru a converge cétre valoarea
optima, este suficient ca consecutivitatea de puncte {xk }, obtinute in rezultatul solutiondrii consecutivitatii
de subprobleme ale programarii liniare, sa satisfaca urmatoarea conditie: valoarea functiei obiectiv F'(x) in
x**! este mai mica decat in x* .

Problema programadrii liniare, In scopul coordonarii solutiei si minimizarii erorii, este completatd cu
conditia limitarii lungimii pasului cu valoarea mica é‘jl.‘ >0, cu care se migcd intr-o directie sau alta

5J/ —‘xf” —xﬂSO, j=LlL..,m.

4. Solutionarea problemei in cazul functiilor de cost neliniare concave

Dezvoltarea si perfectionarea, in ultimii ani, a tehnicii de calcul si a softului impun o evolutie a metodelor
numerice, deci §i a metodelor si algoritmilor de optimizare. Acest fapt permite solutionarea problemelor de
dimensiuni mult mai mari, care pana nu demult faceau parte din grupul de probleme irezolvabile.

Utilizand proprietdtile de baza ale problemei formulate mai sus, care au fost cercetate in [8], rezulta ca
problema de transport pe retea cu functii concave de cost de la fluxul de pe arcele retelei Intotdeauna poate fi
rezolvatd cu ajutorul unor algoritmi finiti In baza alegerii grafurilor fara cicluri, construirii pentru ei a fluxurilor
si calcularii valorilor functionalelor. Insa, astfel de algoritmi vor fi caracterizati in cel mai rdu caz de un
numar mare de operatii. Un interes mai mare prezintd realizarea algoritmilor de solutionare a problemei in
cazul cand ¢,(x), Ve € E, sunt functii concave, deoarece orice functie concava poate fi aproximata, cu o
careva exactitate, cu un sir de functii secvential - liniare.

Algoritmul propus in [9] porneste de la o solutie arbitrard admisibild, adica o solutie [10] care ar satisface
conditia de conservare a fluxului in noduri, ceea ce presupune satisfacerea urmatoarelor restrictii:

Z x’(e) - Zxo (e)=q(v), VYvelV
ecE" (v) eeE™ (v)

x’(e) >0, VeeE,
unde £ (v) si E~(v) —multimea de arce e € E , respectiv, care intra si care ies din varful ve .
In baza solutiei admisibile, functia neliniari concava se aproximeazi cu o functie liniara ai cirei coeficientii
0
2.(x ()
sunt calculati in functie de valoarea fluxului pe arc, C, = x°(e) >, Deci, reducem problema
/
F(0), x=0.
neliniard de transport la o problema liniara de transport, pentru a cirei solutionare existd metode bine cunoscute.
Sa presupunem cd au avut loc k& —1 pasi. Se compara valoarea functiei liniare obiectiv in solutia obtinuta

b

la pasul k, adica Z(xk), cu valoarea functiei neliniare obiectiv in solutia obtinutd la pasul k£ —1, adica

F(x*"). Comparand valorile z(x*) si F(x*™"), putem avea doua cazuri:

1. In momentul in care z(x*) > F(x*") sau z(x*) = F(x*™") si x* = x*™" algoritmul se incheie si ca

solutie optimi a problemei neliniare este primita valoarea x* = x* ™.
2. Daca z(x*) > F(x"") sau z(x*) = F(x"") si x* # x*™", se va indeplini inci o iteratie si algoritmul

va fi reluat de la inceput.
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Acest algoritm este finit, deoarece existd un numar finit de solutii admisibile. Acest fapt rezultd din
convexitatea multimii de solutii admisibile care este un poligon convex finit, ceea ce inseamnd ca are un
numar finit de varfuri care si sunt solutiile admisibile ale problemei. Din finitudinea algoritmului rezulta
obtinerea solutiei optime a problemei neliniare de transport pe retea cu functii concave de cost dupd un
numar finit de pasi. Avand in vedere ca fiecare dintre solutii sunt obtinute in urma unor aproximari, este
evident ca si solutia optima este o solutie aproximativa.

Remarca: Algoritmul de solutionare a problemei de transport poate fi utilizat si in cazul cand capacitatile
muchiilor sunt marginite. In acest caz, la conditiile (1) este necesar de adaugat urmatoarele conditii:

Cle)>x(e)=>d(e), VeeE.
Algoritmul poate fi aplicat i in cazul retelei cu o singura sursa si cateva destinatii, care este descrisa de
un graf orientat cu cdteva noduri suspendate. In acest caz, solutia initiald va fi ciutati ca un flux x° (e),
Ve € E, care indeplineste urmatoarele conditii:

p(V), VE VOa
D> xe)- Dox"(e)= 0, veV/IV,\{v.}; (8)
ecE" (v) ecE™ (v) _ ZP(V), V= v0~
vel,

x’(e)>0, VeecE.

Deci, algoritmul de solutionare a problemei de transport cu o singurd sursa si cateva destinatii poate fi
utilizat si in cazul cand capacitatile muchiilor sunt marginite. In acest caz, la conditiile (8) vor fi adaugate
urmatoarele conditii:

Cle)=>x(e)=d(e), Vee L.

Problema de sinteza a retelei cu o singurd sursa [11] si functii arbitrare nedescrescatoare concave de cost

al cheltuielilor pe arcele retelei poate fi formulata astfel: este dat un graf orientat G = (V, E), |V| =n,cu

radicina v, € V' si multimea de varfuri V, C V', numitd multimea de destinatii. Pentru fiecare varf v el
este cunoscutd marimea p(v), interpretatd ca necesitatea punctului v € V' in careva unitate de produs de
anumit fel. Fiecarui arc e € E 1i este pusa in corespondenta o functie nedescrescatoare si concava @, (x(e))
a fluxului x(e) pe arcul e. Trebuie gisit subgraful G* = (V,E"), E* < E, in care exista un drum din vérful
v, in oricare din varfurile multimii ¥, astfel incat suma cheltuielilor pe arcele multimii £ sa fie minimala.
Daca functiile ¢,(x(e)) sunt concave si @,(0) =0, Ve e E, atunci pentru problema exista un flux in

retea, fapt care implicé existenta unui drum ce ar uni sursa cu fiecare dintre destinatiile retelei; deci, de fapt,
* * . - - - 1w A . . A .
G =(V,E) reprezinti o arborescentd cu radacina in v, si cu multimea de varfuri suspendate V), .

In caz general, pentru |V0| = N, reteaua cautatd contine nu mai mult de N —1 varfuri de nod. Deci,
pentru solutionarea problemei va fi necesar sa se cerceteze structurile posibile cu N —1 varfuri de nod si

calculul costului L(H,) pentru fiecare caz aparte. Complexitatea totald, pentru un astfel de mod de tratare a

problemei, este apreciatd, in cel mai rau caz, cu un numar exponential de operatii. Acest fapt ne conduce la
folosirea unei astfel de solutionari a problemei numai pentru un numar relativ nu chiar mare al lui N .

Avand in vedere ca din sursa existd cate un drum catre fiecare din destinatiile multimii V, rezulta ca
graful astfel obtinut reprezintd o arborescentd cu radicina v, €/ si multimea varfurilor pedante V.

Algoritmul se bazeazd anume pe faptul gasirii acestor arborescente, care se obtin astfel: se gasesc toate
drumurile din v, in fiecare dintre destinatii, apoi se face reuniunea tuturor drumurilor posibile, in urma carui

fapt se obtin niste grafe. Grafele astfel obtinute vor fi examinate daca reprezintd o arborescenta, adica vom
cerceta fiecare varf al grafului. Daca exista cel putin unul in care intrd mai mult de un arc, atunci un astfel de
graf nu mai este o arborescenta si, deci, 1l excludem din cercetare.
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Concluzii

In acest articol a fost formulati problema de transport pe retea cu funtii convexe de cost si analizate
cateva cazuri particulare pentru care se cunosc asa metode de solutionare, precum: metoda potentialelor,
metoda gradient, metoda multiplicatorilor Lagrange si utilizarea procedurii de liniarizare. Se propune o
metoda aproximativa de solutionare a problemei in cazul functiilor concave de cost si se face o sintezd a
retelei de transport cu o singura sursa.
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