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ASUPRA CONDITIILOR NOETHERIENE SI FORMULEI DE CALCUL AL
INDICELUI UNEI CLASE DE OPERATORI LINIARI

Petru MOLOSNIC

Universitatea Agrara de Stat din Moldova

In the present article it is studied a class of linear operators of singular integral type. The Noether theory of operators
of this class is constructed on the base of composition formulae accepted as axioms. It is deduced the formula for
calculation of index.

1. Fie I' un contur simplu si inchis pe planul complex €. Notam prin B(I") spatiul Banach de functii
definite pe conturul I" incit operatorul de multiplicare la functiile continue,(A@)(¢) = a(t) (), sa fie

marginit in spatiul B(I')si ”A”B (r) < const”a” c(r) Prin ¥ notim multimea tuturor operatorilor

compacti, care actioneaza in spatiul B(I').

Fie in spatiul B(I") sunt dati operatorii liniari si marginiti M,,M,,...M, si S, care verifica urmatoarele
axiome:

1) pentru orice functie ae€C(I') exista astfel de functii a, € C(I'), incat operatorii

M,al —a, M, ,k =12,...,n, sunt compacti in B(I') si, in plus, dacd a(¢) # 0, atunci si a, (¢) # 0;

2) dacd a € C(I'), atunci Sal —aS este compact in B(I');

3) 87 =1 (S* ==I);

4) operatorii M;aM ; sunt compacti pentru orice a € C(I') u j,k=12,....n;

S5YM,S=hM,+T, siSM, = h M, +T, ,unde T, n T, e T(B(I)), iar functiile &, (7) si Ek(t) sunt,
respectiv, egale cu unitatea pe unele multimi masurabile /, (c I') si Z(C I') si cu minus unitateape T\ /, si I"\ INk -

Daca conturul I" este Leapunov pe portiuni, o, sunt niste numere complexe, {z z=t+a,,te F}ﬂ I' si
{z:z=t-a,,teT}NT contin un numir finit de puncte si {z:z =t+o,,! el“}ﬂ{z:z =t—0,,! el“}z@),

atunci axiomele 1)-5) sunt verificate de catre operatorii

1 - o(7) 1 (1)
(SO =— [T, (Mup)O)=— [ —dr,
mrT—t MET——0y
considerati in spatiul B(I') = L (") (a se vedea [1, 2]).
2. In spatiul B(I') definim operatorul
A=al +bS+> e:M, , (1)
i=1
unde a,b,c,,...c, sunt functii continue pe I", iar operatorii S si M, verifica axiomele 1)-5).
Teorema 1. Operatorul
k=1
este noetherian in spatiul B(I') si indicele lui este egal cu zero.

Intr-adevir, asa cum pentru orice functie continud a(t) operatorii M, aM ; sunt compacti, atunci

U+ 2eMIU - YeM)=1+T si(I- 2o MU+ YoM)=1+T,,
k=1 k=1 k=1 k=1
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unde 7; si 7, sunt operatori compacti. Asadar, operatorul N admite o regularizare bilaterala si, in baza
cunoscutei teoreme a lui Atkinson, el este noetherian. Pentru 0 <1 <1 operatorul

n

k=1
realizeazd o omotopie a operatorului N 1in operatorul N, =1 ; prin urmare, /ndN =0. Teorema este
demonstrata.

n
Teorema 2. Operatorul A= al +bS + ZCiM . este noetherian in spatiul B(I"), daca si numai daca sunt

i=1
verificate conditiile

a*(t)-b*(t)#0, teT. )
Daca aceste conditii sunt indeplinite, atunci
i a(t)—b(t) r

unde [l este un numadr intreg care se determind in mod unic dacd se cunoagste indicele unui operator de
forma al +bS .

Demonstratie. Fie a’(t1)—b*(t)#0, tel pentru toate valorile lui #€T. In baza axiomei 1) existd
functiile a, (t) e C(T') si b;(t) e C(T) incat operatorii M al —a, M, si M, bl —b,M, sunt compacti
si, in plus, a;(¢)—b;(¢)#0. In spatiul B(I") considerdm operatorul N , definit de egalitatea
n c;

N=I1+)

M,,

in care functiile 4, se determina din axioma 5). Operatorul 4 poate fi exprimat sub forma

A=N(al +bS)+T, 4)
unde TeT(B()). Asa cum a’(¢1)—b*(t)#0, teT, operatorul al +bS este noetherian. Atunci, din
egalitatea (4) si teorema | rezultdi cd A de asemenea este noetherian. Observdm ca din teorema 1 mai

rezultd ca IndA = Ind(al + bS).

Vom demonstra necesitatea. Admitem cd operatorul A4 este noetherian insd, conditiile (2) nu sunt
verificate. Fie, de exemplu, functia a(z) +b(¢) se anuleaza pe I'. Atunci pentru orice ¢ > 0 se poate de

ales doua functii continue g,(¢) u g,(t), astfel incat

1) g,(t)#0 pe T'; 2) maxa(t)+b(t) - g, () <e.j =12 3) farg g, (1)} #{arg g, (1)} .
Consideram operatorii

. . n .
A =aPT+bVS+3 M, , unde
j K My
‘ k=1

a? = (g +a=b), b= (g,-a+h), o =c,j=12.

Operatorii  A; (j =1,2) verificd conditia HA—AJ-H<OC8 , unde @ este o constantd. Deoarece

(@ () +bY (1)) (a"” (1) = b (¢)) # 0 pe conturul T, atunci in baza celor demonstrate mai sus rezulti ci
A; sunt noetherieni si, in plus, IndAj = Ind (a(j [ +bs ). In baza rezultatelor prezentate in [1], indicele
operatorilor de forma al +bS se determina din formula

Ind(al +bS) = L{argw} .
2z a(t)+b())
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Aici u este o constantd pentru a carei determinare este necesar de calculat indicele unui operator de
forma al + bS . Prin urmare,

Ind(@V1 +bY8)= Zi{arg aij; (1)~ bi‘/;(t)}
T a’’(O)+b7(1)]
si in baza alegerii functiilor ¢ si Y avem Ind(aVI+b"S) % Ind(a®I+b?S). Inseamna ca
IndA, # IndA, .
Pe de alta parte, din teorema lui Atkinson despre stabilitatea indicelui operatorilor, incepand de la un
€y >0 (determinat de operatorul noetherian A), operatorii A, care verificd conditia HA—A jH<80,

trebuie sa aiba indici egali cu indicele operatorului A4, adicd IndA = IndA, = IndA,. Cu contrazicerea

obtinuta teorema este demonstrata.
Din teorema 2 rezulta
Corolarul 1. Operatorii

n
A=al +bS+Y M, si Ay=al +bS
k=1
simultan sunt noetherieni si indicii lor coincid.
Asadar, proprietatea operatorului 4, = al +bS de a fi noetherian este stabila in raport cu perturbarea lui

n
cu operatori de forma Z ¢, M, , cutoate cd ultimii pot fi cu norme oricat de mari si necompacti.
k=1
Observatie. Asa cum am remarcat mai sus, este adevaratd egalitatea

Inddy = 2 Larg 4O=0O L
2n a(®)+b() ]
s§i in calitate de u poate fi luat numarul u = Ind [(1 +0) [ +(1-1)S ], care depinde doar de realizarea con-

creta a operatorului abstract S verificind axiomele 2, 3 si 5. Aici, fara a restrdnge generalizarea,
consideram ca punctul z =0 se afld in interiorul domeniului marginit de conturul T'.

3.Fie S,M,,M,,...M, operatori liniari si mérginiti care actioneaza in spatiul B (I") = B(I') xB(I") x...x B(I')
si a(t)l operatorul de multiplicare la matricea de functii de ordinul m cu elemente de functii continue.
Daca operatorii S, M i J= 1,2,...,n, si al verifica axiomele 1)-5), atunci are loc teorema

Teorema 3. Pentru ca operatorul

n
A=al +bS+ ) ¢, M,
k=1
sd fie noetherian in spatiul B™ (I") , este necesar si suficient sa fie indeplinita conditia det(a(t) £b(t)) # 0.
Demonstratia este similarda cu demonstratia teoremei 1. Aici se foloseste rezultatul lui S.Mihlin [1]

referitor la faptul ca indicele operatorului al +bS (S 1= ) poate fi calculat cu ajutorul formulei
Ind(al +bS) = 2L [dargdet|(a(e) + b(1) ™ (a(t) - b)),
Tr

unde ¢ este un numdr constant. In particular, daci S este operatorul integral singular cu nucleu de tip
Cauchy, atunci p=1.

Acum vom considera operatori de o forma mai generala, si anume: operatori formati din sume de produse
de operatori studiati mai sus. Acesti operatori au forma

A= [l(al+byS+ ZCEQMI) , )
i-1

j=lk=1
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unde @ ,b si ¢ sunt functii din C(I) .
Teorema 4. Operatorul definit de egalitatea (5) este noetherian in spatiul B(I'), daca si numai daca sunt
verificate conditiile

r S
2 (@@ £by (1) #0.
j=lk=1
Daca aceste conditii sunt verificate, atunci

ST (-5 0)
IndA= arg jrzlkszl
" 2T @) +b,(0)

j=lk=1 r

Demonstratie. De rand cu operatorul A consideram si operatorul
r S
Ay =2 [1(aul +byS).
j=lk=1
Operatorilor 4 si A4,, care actioneaza in spatiul B(I"), le punem in corespondenta (a se vedea [2]) intin-

derile lor liniare A4 si Zo , care actioneaza in spatiul B”"(I') (m =r(s+1)+1). Operatorul A are forma
~ ~ n
A=al+bS+>. M,
k=1
iar operatorul A, are forma A,=al+bS, unde a, b,c;, sunt matrice de functii de ordinul m cu
elemente din C(I"). Operatorii A(A4,) si A (ZO) simultan sunt noetherieni in spatiile respective [2] si, in

plus, IndA = IndA, IndA, = IndA ;. In baza teoremei 3 si corolarului 1 operatorii A si Zo simultan sunt

sau nu sunt noetherieni si IndA = Indzo . Asa cum operatorul A, diferd de operatorul al +bS, unde
1 2.5 | R
a(t)=— 211 (O +by () +— X1 (@ (0 =by (1)),

j=lk=1 2 iZik=1
1 ros 1 ros
b(t) == 21 a () +by (D) == X T1(a; () —by (1),
2 iZlk=1 2 k=1
cu un termen compact, atunci raimane sa aplicim teorema 1. Teorema este demonstrata.
4. Fie 2l algebra operatorilor liniari $i marginiti care actioneaza intr-un spatiu Banach 25 si ¥ — idealul

operatorilor compacti in 2( . Prin K notim algebra cat in raport cu idealul T : A= A/T.
Definitie. Operatorii B,,B,,... ,B,, B, € A se numesc liniari independenti relativ la A= A/T, daca
egalitdtile
D> bB, =0, > B, =0 (©6)
k=0 =0

au loc atunci §i numai atunci cand b, =c, =0, k =0,n.
Mentiondm ca egalittile (6) sunt intelese in inelul cat A/T, adica au loc in 24 cu exactitatea unui

termen care apartine idealului ¥ .
Consideram 7 +1 operatori liniari independenti 4, =1,4,,... ,4, €2l in urmatoarele axiome:

) A4 =D a4, => 4,60, @) Aa=>c, (a)4; (7)
k=0 k=0 k=0
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2") A, =ZAkaki(ﬂ), i,j=0,1,..,n, a,gi’j), b,gi’f), a, B, ck[(a), aki(ﬂ) e X.
k=0
Din axiomele 1), 2') si 2") imediat rezultd urmatoarea teorema

Teorema 5. Operatorii de forma Zs = Zn:ak A, Za = Z”: Ab, formeaza in X\T o subalgebra R de
k=0 k=0

rang n+1.

Observam cd orice putere pand la ordinul 7 +1 a operatorului 4 din R este liniar dependenta in raport
cu T. Astfel, din teorema 5 rezulta

Teorema 6. Pentru orice operator A din R exista in R polinoame de anulare a operatorului A cu
coeficienti din T atdt din dreapta, cdt si din stanga.

Construirea polinoamelor de anulare pentru A reprezintd o problema in sine si prezintd interes deosebit.
In continuare ne vor interesa coeficientii ¢,» d, ai polinoamelor respective

n+2 n+2

P(4)=Y ¢, A" =0; P(4)=) A"d, =0; k =s5=0.
m=1

m=1
Teorema 7. Daca operatorii ¢, si d, sunt noetherieni, atunci si operatorul A este noetherian.

Demonstratia rezulta din existenta regularizatorilor respectivi care sunt operatorii

m=2 m=2

unde R, si R, suntregularizatorii operatorilor ¢, si d,,.
Operatorul 4, = B, AB,, unde B,, B, sunt noetherieni cu indici cunoscuti (xj,k; ), de asemenea

poseda un polinom de anulare. Presupunem ca pentru operatorul A dat s-a reusit de ales doi operatori B, si
B, , incat cel putin un polinom pentru 4, degenereaza intr-un binom de forma
A +347 =0 (sau A" + A'B=0). (8)
Utilizand proprietatile cunoscute ale operatorilor noetherieni, obtinem urmatoarea afirmatie:
Corolarul 2. Fie c, si d,operatori noetherieni, atunci operatorul O, respectiv 3, in mod necesar este

noetherian §i

1 1
:l—pKa_KB Ky (K, =

1
In continuare vom considera doui probleme concrete legate de determinarea conditiilor noetheriene si
calculului indicelui pentru 7 =1,2 in cadrul unor axiome asupra inelului 7" si proprietatilor (2).

K, Ky —Kp —Kp ). )

m-—n

Fie n =1. Notam generatorii 4, =1 si 4, =M . Relatiile (2) au forma
1. IP=I1;IM=MI=M;M*=1I (10)
2. la=al; Ma=aM ;2" Bl=1B; pM =M, a, f € X\T.
Algebra R este alcatuitd din elementele de forma A4 = ¢, + a,M . Este usor de aratat ca polinoamele de
adunare pentru 4 au forma
A (ot + @, ) A+ (@, — @) =0, A* — A(a, + @)+ (@, -, )=0. (11)
Din teorema 7 rezulta
Teorema 8. Daca operatorul a,a, —a,a, este noetherian, atunci A de asemenea este noetherian.

Mai presupunem suplimentar a) operatorul ¢, este noetherian si b) in X |7 existd un operator } noetherian
incat y = —y . Consideram operatorii B, =&,y si B, =1 ,atunci 4 =,y A §i A’ +a,a,7’ (a,a, —a,@,)=0

(operatorii ¢, si &, sunt simultan noetherieni si indicii lor coincid: Ma,, = aM ). Din formula (9) obtinem

258



Seria “Sliinle exacle si economice”

Matematica ISSN 1857-2073

K,=—K;—K K, = +1K' +K'+1K' K'_ll(' (12)
A 2 5 a, M 2 a 2 ag v 2 agay—o,0 a, 7 2 agay-o o -
Axioma (10) si conditiile a) si b) reprezinta proprietati generalizate ale operatorilor integrali singulari cu trans-
latii de tip Carleman de ordinul doi. Inelul I, in acest caz, este inelul de operatori al +bS',unde a,b € C (F),

(sok)=L [ 2ar

iar I este un contur inchis de tip Leapunov. Formula (8) generalizeazi formula de calculare a indicelui unor
astfel de operatori, obtinut de catre G.Litvinchuk.

Mentionam ci in cazul unui numir de 7+ 1 generatori de puterile operatorului involutiv M, M"™" =1
pentru operatorii (11) are loc urmatoarea formula pentru indice:

l [ln(n+l)]
K, TE€

n+1 S
unde o] :Ma[k_l]; = ; iar conditia b) se formuleaza astfel: existda un operator noetherian y € T’

ool ol

KA:

incat Y1 =e'y, 0<l<n+1, & =1.

Fien=2si A)=1, A4 =S, 4, =N . Axioma 2) in cazul acesta o transcriem sub forma
1.I°=1,1IS=SI=S; IN=NI=N,S*=1, N> =bc+(c,~b)N; SN=bl+N-bS;

NS =c¢l—-N+c¢S. (13)

2. la=al; Sa=aS; Na=aN .

Elementele algebrei R au forma 4 =, + ;N + @, S , iar polinomul de anulare a operatorului 4 are forma

A =20, —ba, +ca,)A+ (o, + a, +ca, \a, —a, —ba,)=0.
Din faptul cd operatorul A, = (ao +a, +cq )(ao —a, —b,a,) este noetherian rezulti ca si operatorul A4

este noetherian. Fie, in plus, cunoastem indicele operatorilor noetherieni de forma al + bS , punem
B = (bloz1 +2a, + c1a1)+ (bloz1 -2a, -, )S , By =1

Atunci are loc formula (4) incare /[ =2, p=0, 0 = 4A2A . In concluzie este adevirata urmitoarea afirmatie

Teorema 9. Are loc relatia

IndA = —Ina?[(bloz1 +2a, + ¢, )I + (b1 a, —2a,-cq, )S]+ IndN, . (14)

Axiomele 1 si 2 din (13) si proprietatea suplimentara de a cunoaste indicele operatorului al +bS reprezinta
generalizari ale proprietatilor operatorilor de tip potential studiati in [3]. In [3] inelul J reprezintd inelul
operatorilor de multiplicare la functii continue, iar conditia suplimentard reprezintd o generalizare fireasca a

faptului ca este cunoscut indicele operatorului integral singular @/ +bS cu nucleu Cauchy. Formula (14) este o
generalizare a formulei de calculare a indicelui obtinuta prin metoda omotopiei de cétre N.Vasilevski [3].
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