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ASUPRA CONDIŢIILOR NOETHERIENE ŞI FORMULEI DE CALCUL AL  

INDICELUI UNEI CLASE DE OPERATORI LINIARI 
 

Petru MOLOŞNIC 

Universitatea Agrară de Stat din Moldova 
 

In the present article it is studied a class of linear operators of singular integral type. The Noether theory of operators 
of this class is constructed on the base of composition formulae accepted as axioms. It is deduced the formula for 
calculation of index. 

 
 

1. Fie Γ  un contur simplu şi închis pe planul complex C/ . Notăm prin )(ΓB  spaţiul Banach de funcţii 
definite pe conturul Γ  încât operatorul de multiplicare la funcţiile continue, )()())(( ttatA ϕϕ = , să fie 
mărginit în spaţiul )(ΓB şi )Γ(Caconst)Γ(A ≤B . Prin T  notăm mulţimea tuturor operatorilor 

compacţi, care acţionează în spaţiul )(ΓB . 
Fie în spaţiul )(ΓB  sunt daţi operatorii liniari şi mărginiţi nMMM ,..., 21  şi S , care verifică următoarele 

axiome: 
1) pentru orice funcţie )(Γ∈Ca  există astfel de funcţii )(Γ∈Cak , încât operatorii 

,,...,2,1, nkMaaIM kkk =−  sunt compacţi în )(ΓB  şi, în plus, dacă 0)( ≠ta , atunci şi ;0)( ≠tak  
2) dacă )(Γ∈Ca , atunci aSSaI −  este compact în )(ΓB ; 
3) ;)( 22 ISIS ±≠=  
4) operatorii jk aMM  sunt compacţi pentru orice )(Γ∈Ca  и nkj ,...,2,1, = ;  

5) kkkk TMhSM +=  şi kkkk TMhSM ~~ +=  , unde  kT  и ))((~ Γ∈ BTkT , iar funcţiile )(thk  şi )(~ thk  sunt, 

respectiv, egale cu unitatea pe unele mulţimi măsurabile )( Γ⊂kl  şi )(~ Γ⊂kl  şi cu minus unitatea pe k\ lΓ  şi k
~\ lΓ . 

Dacă conturul Γ  este Leapunov pe porţiuni, kα  sunt nişte numere complexe, { } ΓΓ∈+= Ittzz k ,: α  şi 
{ } ΓΓ∈−= Ittzz k ,α:  conţin un număr finit de puncte şi { } { } 0,α:,α: /=Γ∈−=Γ∈+= ttzzttzz jk I , 
atunci axiomele 1)-5) sunt verificate de către operatorii 
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consideraţi în spaţiul )()( Γ=Γ pLB  (a se vedea [1, 2]). 

2. În spaţiul )(ΓB  definim operatorul 
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unde nc,...c,b,a 1  sunt funcţii continue pe Γ , iar operatorii S  şi kM  verifică axiomele 1)-5). 
Теоrema 1. Operatorul  
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este noetherian în spaţiul )(ΓB  şi indicele lui este egal cu zero. 
Într-adevăr, aşa cum pentru orice funcţie continuă )(ta  operatorii jk aMM  sunt compacţi, atunci 
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unde 1T  şi 2T  sunt operatori compacţi. Aşadar, operatorul N  admite o regularizare bilaterală şi, în baza 
cunoscutei teoreme a lui Atkinson, el este noetherian. Pentru 10 ≤≤ λ  operatorul 

∑
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n

k
kk McIN

1
λλ  

realizează o omotopie a operatorului N  în operatorul IN =0 ; prin urmare, 0=IndN . Teorema este 
demonstrată. 

Teorema 2. Operatorul ∑
=

++=
n

i
ii McbSaIA

1
 este noetherian în spaţiul )(ΓB , dacă şi numai dacă sunt 

verificate condiţiile 
.,0)()( 22 Γ∈≠− ttbta                                                     (2) 

Dacă aceste condiţii sunt îndeplinite, atunci 
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unde μ  este un număr întreg care se determină în mod unic dacă se cunoaşte indicele unui operator de 
forma bSaI + . 

Demonstraţie. Fie Γ∈≠− ttbta ,0)()( 22  pentru toate valorile lui .Γ∈t  În baza axiomei 1) există 
funcţiile )()( Γ∈Ctak şi )()(2 Γ∈Ctbk  încât operatorii kkk MaaIM − şi kkk MbbIM −  sunt compacţi 

şi, în plus, .0)()( 22 ≠− tbta kk  În spaţiul )(ΓB  considerăm operatorul N , definit de egalitatea 
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în care funcţiile kh  se determină din axioma 5). Operatorul A  poate fi exprimat sub forma 
TbSaINA ++= )( ,                                                        (4) 

unde ))(( Γ∈ BTT . Aşa cum Γ∈≠− ttbta ,0)()( 22 , operatorul bSaI +  este noetherian. Atunci, din 
egalitatea (4) şi teorema 1 rezultă că  A  de asemenea este noetherian. Observăm că din teorema 1 mai 
rezultă că ).( bSaIIndIndA +=  

Vom demonstra necesitatea. Admitem că operatorul A  este noetherian însă, condiţiile (2) nu sunt 
verificate. Fie, de exemplu, funcţia )()( tbta +  se anulează pe .Γ  Atunci pentru orice 0>ε  se poate de 
ales două funcţii continue )(1 tg  и )(2 tg , astfel încât 

1) 0)( ≠tg j  pe Γ ;   2) ;2,1,)()()(max =<−+ jεtgtbta j  3) { } { } .)(arg)(arg 21 ΓΓ ≠ tgtg  
Considerăm operatorii 
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Operatorii )2,1( =jAj  verifică condiţia ,εα<− jAA  unde α  este o constantă. Deoarece 

0))()())(()(( )()()()( ≠−+ tbtatbta jjjj pe conturul Γ , atunci în baza celor demonstrate mai sus rezultă că 

jA sunt noetherieni şi, în plus, ).( )()( SbIaIndIndA jj
j +=  În baza rezultatelor prezentate în [1], indicele 

operatorilor de forma bSaI +  se determină din formula 
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Aici μ  este o constantă pentru a cărei determinare este necesar de calculat indicele unui operator de 
forma bSaI + . Prin urmare,  
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şi în baza alegerii funcţiilor )( ja  şi )( jb  avem .)()( )2()2()1()1( SbIaIndSbIaInd +≠+  Înseamnă că 
.21 IndAIndA ≠  

Pe de altă parte, din teorema lui Atkinson despre stabilitatea indicelui operatorilor, începând de la un 
0ε0 >  (determinat de operatorul noetherian A ), operatorii ,jA care verifică condiţia 0j εA-A < , 

trebuie să aibă indici egali cu indicele operatorului A , adică .21 IndAIndAIndA ==  Cu contrazicerea 
obţinută teorema este demonstrată. 

Din teorema 2 rezultă 
Corolarul 1. Operatorii 
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k
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1
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simultan sunt noetherieni şi indicii lor coincid. 
Aşadar, proprietatea operatorului bSaIA +=0  de a fi noetherian este stabilă în raport cu perturbarea lui 

cu operatori de forma ,
1
∑
=

n

k
kk Mc  cu toate că ultimii pot fi cu norme oricât de mari şi necompacţi. 

Observaţie. Aşa cum am remarcat mai sus, este adevărată egalitatea 
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şi în calitate de μ  poate fi luat numărul [ ]StItInd )1()1( −++=μ , care depinde doar de realizarea con-
cretă a operatorului abstract S  verificând axiomele 2, 3 şi 5. Aici, fără a restrânge generalizarea, 
considerăm că punctul 0z =  se află în interiorul domeniului mărginit de conturul .Γ  

3. Fie nMMMS ,...,, 21  operatori liniari şi mărginiţi care acţionează în spaţiul )(...)()()( Γ××Γ×Γ=Γ BBBBm  
şi Ita )(  operatorul de multiplicare la matricea de funcţii de ordinul m  cu elemente de funcţii continue. 
Dacă operatorii ,, jMS ,,...,2,1 nj =  şi aI  verifică axiomele 1)-5), atunci are loc teorema 

Теоrema 3. Pentru ca operatorul 
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să fie noetherian în spaţiul )(ΓmB , este necesar şi suficient să fie îndeplinită condiţia .0))()(det( ≠± tbta  
Demonstraţia este similară cu demonstraţia teoremei 1. Aici se foloseşte rezultatul lui S.Mihlin [1] 

referitor la faptul că indicele operatorului )( 2 ISbSaI =+  poate fi calculat cu ajutorul formulei 
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unde μ  este un număr constant. În particular, dacă S  este operatorul integral singular cu nucleu de tip 
Cauchy, atunci 1μ = . 

Acum vom considera operatori de o formă mai generală, şi anume: operatori formaţi din sume de produse 
de operatori studiaţi mai sus. Aceşti operatori au forma  
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unde jkjk ba , şi jkc  sunt funcţii din .)(ΓC  

Теorema 4. Operatorul definit de egalitatea (5) este noetherian în spaţiul )(ΓB , dacă şi numai dacă sunt 
verificate condiţiile 
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Dacă aceste condiţii sunt verificate, atunci 
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Demonstraţie. De rând cu operatorul A  considerăm şi operatorul 
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Operatorilor A  şi 0A , care acţionează în spaţiul )(ΓB , le punem în corespondenţă (a se vedea [2]) întin-

derile lor liniare A~  şi 0
~A , care acţionează în spaţiul )(ΓmB  )1)1(( ++= srm . Operatorul A~  are forma 
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iar operatorul 0
~A  are forma SbIaA ~~~

0 += , unde kcba ~,~,~  sunt matrice de funcţii de ordinul m  cu 

elemente din )(ΓC . Operatorii )( 0AA  şi )~(~
0AA  simultan sunt noetherieni în spaţiile respective [2]  şi, în 

plus, AIndIndA ~
= , jAIndIndA ~

0 = . În baza teoremei 3 şi corolarului 1 operatorii A~  şi 0
~A  simultan sunt 

sau nu sunt noetherieni şi 0
~~ AIndAInd = . Aşa cum operatorul 0A  diferă de operatorul bSaI + , unde 
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cu un termen compact, atunci rămâne să aplicăm teorema 1. Teorema este demonstrată. 
4. Fie A  algebra operatorilor liniari şi mărginiţi care acţionează într-un spaţiu Banach B  şi T – idealul 

operatorilor compacţi în A . Prin A€  notăm algebra cât în raport cu idealul :T  .€ TAA =  

Definiţie. Operatorii AB,B,...,B,B kn ∈10  se numesc liniari independenţi relativ la TAA =€ , dacă 
egalităţile 
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au loc atunci şi numai atunci când nkcb kk ,0,0 === . 
Menţionăm că egalităţile (6) sunt înţelese în inelul cât TA , adică au loc în A  cu exactitatea unui 

termen care aparţine idealului T . 
Considerăm 1+n  operatori liniari independenţi A∈= nA,...,A,IA 10  în următoarele axiome: 
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2'') ( ),
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Din axiomele 1), 2') şi 2'') imediat rezultă următoarea teoremă 

Teorema 5. Operatorii de forma k
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k
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k
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α  formează în T\X  o subalgebră ℜ  de 

rang 1+n . 
Observăm că orice putere până la ordinul 1+n  a operatorului A  din ℜ  este liniar dependentă în raport 

cu T . Astfel, din teorema 5 rezultă 
Teorema 6. Pentru orice operator A  din ℜ  există în ℜ  polinoame de anulare a operatorului A  cu 

coeficienţi din T atât din dreapta, cât şi din stânga. 
Construirea polinoamelor de anulare pentru A  reprezintă o problemă în sine şi prezintă interes deosebit. 

În continuare ne vor interesa coeficienţii 00 , dc  ai polinoamelor respective 
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Teorema 7. Dacă operatorii 0c  şi 0d  sunt noetherieni, atunci şi operatorul A  este noetherian. 
Demonstraţia rezultă din existenţa regularizatorilor respectivi care sunt operatorii 
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unde 
0cR  şi 

0dR  sunt regularizatorii operatorilor 0c  şi 0d . 

Operatorul 211 BABA = , unde 21 , BB  sunt noetherieni cu indici cunoscuţi ),( BB 21
κκ , de asemenea 

posedă un polinom de anulare. Presupunem că pentru operatorul A  dat s-a reuşit de ales doi operatori 1B şi 

2B , încât cel puţin un polinom pentru 1A  degenerează într-un binom de forma 
011 =+ pl AA δ  (sau 011 =+ βnm AA ).                                                (8) 

Utilizând proprietăţile cunoscute ale operatorilor noetherieni, obţinem următoarea afirmaţie: 
Corolarul 2. Fie 0c  şi 0d operatori noetherieni, atunci operatorul δ , respectiv β , în mod necesar este 

noetherian şi 

21

1
BBA pl

κκκκ δ −−
−

=   .)
nm

( BBA 21

1 κκκκ β −−
−

=                             (9) 

În continuare vom considera două probleme concrete legate de determinarea condiţiilor noetheriene şi 
calculului indicelui pentru 2,1=n  în cadrul unor axiome asupra inelului T  şi proprietăţilor (2). 

Fie 1=n . Notăm generatorii IA =0  şi MA =1 . Relaţiile (2) au forma 

1. II =2 ; MMIIM == ; IM =2                                                                                            (10) 
2'.  II αα = ; MM αα = ; 2''. ββ II = ; ββ MM = , T\X, ∈βα . 

Algebra ℜ  este alcătuită din elementele de forma MA 10 αα += . Este uşor de arătat că polinoamele de 
adunare pentru A  au forma 

( ) ( ) 0110000
2 =−++− αααααα AA , ( ) ( ) 0110000

2 =−++− ααααααAA .              (11) 
Din teorema 7 rezultă 

Teorema 8. Dacă operatorul 1100 αααα −  este noetherian, atunci A  de asemenea este noetherian. 
Mai presupunem suplimentar a) operatorul 0α  este noetherian şi b) în T\X  există un operator γ  noetherian 

încât γγ −= . Considerăm operatorii γα01 =B  şi IB =2 , atunci AA γα01 =  şi ( ) 01100
2

00
2 =−+ ααααγααA  

(operatorii 0α  şi 0α  sunt simultan noetherieni şi indicii lor coincid: MM αα =0 ). Din formula (9) obţinem 
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Axioma (10) şi condiţiile a) şi b) reprezintă proprietăţi generalizate ale operatorilor integrali singulari cu trans-
laţii de tip Carleman de ordinul doi. Inelul ℑ , în acest caz, este inelul de operatori bSaI + , unde ( )Γ∈Cba, , 

( )( ) ( ) τ
τ
τϕ

π
ϕ d

ti
tS ∫

Γ −
=

1  

iar Γ  este un contur închis de tip Leapunov. Formula (8) generalizează formula de calculare a indicelui unor 
astfel de operatori, obţinut de către G.Litvinchuk. 

Menţionăm că în cazul unui număr de 1+n generatori de puterile operatorului involutiv M , IM n =+1  
pentru operatorii (11) are loc următoarea formulă pentru indice: 
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unde [ ] [ ]1−= kk Mαα ; [ ] αα =0 ; iar condiţia b) se formulează astfel: există un operator noetherian T∈γ  

încât [ ] 1,10, 1 =+<<= +nll nl εγεγ . 

Fie 2=n  şi IA =0 , SA =1 , NA =2 . Axioma 2) în cazul acesta o transcriem sub forma 

1. II =2 , SSIIS == ; NNIIN == , IS =2 , ( )NbcIcbN 1111
2 −+= ; SbNIbSN 11 −+= ; 

ScNIcNS 11 +−= .                                                       (13) 
2. II αα = ; SS αα = ; NN αα = . 

Elementele algebrei ℜ  au forma SNA 210 ααα ++= , iar polinomul de anulare a operatorului A  are forma 

( ) ( )( ) 02 1120112011110
2 =−−++++−− ααααααααα bcAcbA . 

Din faptul că operatorul ( )( )11201120 αααααα bcA −−++=Δ  este noetherian rezultă că şi operatorul A  
este noetherian. Fie, în plus, cunoaştem indicele operatorilor noetherieni de forma bSaI + , punem 

( ) ( )ScbcbB 11011112111 22 αααααα −−+++= , IB =2  

Atunci are loc formula (4) în care 2=l , 0=p , 24 AΔ=δ . În concluzie este adevărată următoarea afirmaţie 
Teorema 9. Are loc relaţia 

( ) ( )[ ] 2
1101111211 22 AIndScbIcbIndIndA Δ+−−+++−= αααααα .                     (14) 

Axiomele 1 şi 2 din (13) şi proprietatea suplimentară de a cunoaşte indicele operatorului bSaI +  reprezintă 
generalizări ale proprietăţilor operatorilor de tip potenţial studiaţi în [3]. În [3] inelul ℑ  reprezintă inelul 
operatorilor de multiplicare la funcţii continue, iar condiţia suplimentară reprezintă o generalizare firească a 
faptului că este cunoscut indicele operatorului integral singular bSaI +  cu nucleu Cauchy. Formula (14) este o 
generalizare a formulei de calculare a indicelui obţinută prin metoda omotopiei de către N.Vasilevski [3]. 
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