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In the work it is shown a method to regularize singular integral equations which contain operator of complex
conjugation or translation operator of Carleman type.

Este cunoscut faptul cé una dintre cele mai efective metode de rezolvare a ecuatiilor singulare complete
cu nucleu Cauchy consta in regularizarea lor echivalenta, adica in modul de obtinere a unei ecuatii de tip
Fredholm, echivalenti cu ecuatia singulara initiala. Insa, in cadrul studiului ecuatiilor singulare cu conjugare
complexa sau cu translatii problema regularizarii devine mult mai complicatd. Astfel, de exemplu, in [1] se
aratd cd regularizarea operatorilor singulari cu translatii de tip Carleman este echivalentd, in general, cu
regularizarea unui sistem de ecuatii singulare cu nucleu Cauchy.

In aceasti lucrare este expusi o metoda de regularizare a ecuatiilor integrale singulare care contine un
operator de involutie, in particular operatorul de conjugare complexd, sau de translatie de tip Carleman.
Metoda propusa permite a determina conditiile de rezolvabilitate si cele noetheriene pentru astfel de ecuatii,
precum si formula pentru calcularea indicilor acestor ecuatii. Cunoasterea indicelui ecuatiei studiate ne
permite, la randul sau, sd@ cunoastem conditiile in care regularizarea ecuatiei este echivalenta. Este de
mentionat ca aceastd metoda nu necesita o trecere la un sistem de ecuatii singulare, care in unele cazuri poate
fi mai complicat decat ecuatia initiala si, In plus, regularizatorii respectivi se scriu Intr-o forma explicita.

1. Existenta si determinarea regularizatorilor pentru operatorii singulari cu translatii

Vom pune in evidentd problema existentei si determindrii regularizatorilor echivalenti pentru operatorii
integrali singulari cu translatii de forma

A=al +bS+(cI+dS)V,

unde a,b,c si d sunt functii continue pe I', S este operatorul integral singular
1 T
So)0)=—[2Dur s,
Ty T—1

V' este operatorul de translatie, (V@)(¢) = p(a(t)) (a(a(t))=t). Conturul T" se considerd simplu, inchis
si de tip Leapunov.

Pentru fiecare operator A, B sunt stabilite conditii necesare si suficiente in care ei admit o reprezentare
echivalentd si in mod efectiv sunt construiti regularizatorii respectivi. Observam ca patratul operatorilor V' si
W este egal cu operatorul identic. Astfel de operatori se numesc operatori involutivi.

Fie a:I' > T o aplicatie a conturului I" pe el insusi care verifica conditiile: a(a(?))=t, existd
derivata o'(t) si 0= a'(t) € H,(I') . Consideram operatorul integral singular cu translatia & :

A=al+bS+(cl+dS),
unde a,,b,,c,,d, sunt functii continue si (V'¢)(¢) = ¢(a(t)). In continuare este comod ca operatorul A si
fie transcris sub forma

A=aP+bQ+(cP+dQ)V, (1.1)
unde P=;([+S), Qzé(I—S), a=a,+b,b=a,-b,c=c +d sid=c —d,.
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1.1. Formule de compozitie. Fie aplicatia & pastreaza orientarea conturului I' si ¢ € Lp (I, p), atunci
1 1
din definitia functiei p rezultd ca p ” € L (I') ( p~ +q ' =1). Asa cum, in plus, pp” € L,(I'), atunci
@< L, (I') siinintegrala singulara
1 ro(7)
(Sp)0)=— [T dr
TiLT—1
avem dreptul sd facem schimbul de variabild ¢ = a(£),& € I (a se vedea [1]). Atunci

SN0 = j Zf)“(f” (&) dé =

-1 [ ACR. jco(a(f))d§+—.fmd§,zef. (1.2
i z wiy &-z

a(@)-a(z) &-

Asa cum functia &'(£) verifici pe conturul I conditiile lui Holder, operatorul integral cu nucleul

e
M) O —ae) -z

este compact in L, (', p) . Prin urmare, din relatia (1.2) obtinem

VSV =S+1,, (1.3)
unde 7, este un operator compact. In mod similar se obtine ca
VsV =-S+T1, , (1.4)

unde 7, € T(L,(I', p)), in cazul in care functia & schimba orientarea conturului I". Asa cum pentru orice

functie a € C(I') avem

aS—Sal, aP—Pal, aQ—Qal € (L, (I',p)), (1.5)
atunci, 1n cazul translatiei directe, obtinem:
VPV =P+T,, VOV =0+T,, VaV =al, (1.6)

unde 73, T, e T(L (I, p)) si a(t) =a(a(?)).
In cazul translatiei inverse, obtinem:
VPV =Q+1,, VOV =P+1,, VaV =al, 1.7
unde 7§, Ty € T(L, (I, p)) si ait)=a(a(t)).
In continuare vom utiliza formulele (1.5), (1.6) si (1.7) fara a le insoti cu explicatii detaliate. Prin 7' cu
indici vor fi notati operatorii compacti.
Fie
A =aP+bQ+(,P+dQOW, A =a,P+b,0+(c,P+d,Q),
unde a;,b;,c;,d,; € C(I'), (j =1,2). Pentru operatorul B = 4,4, obtinem urmatoarea expresie:
B=(aP+bQ+(cP+dQO)V)a,P+b,0+(c,P+d,Q)V)=
=a,Pa,P +a,Pb,0 + a Pc,PV +a,Pd,QV + bQa,P + b0b,0 + b QOc,PV + b,0d,0V +
+c,PVa,P+c,PVb,0 + c,PVc,PV +c,PVd,QV +d,QVa,P +d,QVb,0 +d,QVc,PV +d,QVd,QV .
Vom evidentia partea caracteristicd a operatorului B . Presupunem ca aplicatia « pastreaza orientarea
conturului I". Folosind (1.5), (1.6) si relatiile V> =1, P>=P, Q°=0, PQ=0P=0, d(t)=a(?),
obtinem:
a,Pa,P=aa,P+T,, aPb,0=T,, aPc,PV =ac,PV+T,, aPd,QV =1,
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bQa,P =T, b0b,0=bb,0+T,, bQc,PV =T,,, b0d,0V =bd,0V + 1T,
¢ PVa,P=ca,PV+T1,, c,PVb,O0 =1, c,PVc,PV =cc,P+T,, c,PVd,QV =T,,,
d\QVa,P =T,d,QVb,Q0 = d1[;2QV +1y,d,0Ve,PV =T, ,d,QVd,0V = dlng +1,.
Asadar,
B=AA, =aa,P+ac,PV+bb,Q+bd,QV +c,a,PV +c,P+db,QV+dd,Q+T, =
= (a,a, + )P+ (b, b, +d,d,)0+|(a,c, + ;@) P+ (bd, +d,B,) OV +T,, (1.8)
Dacd insid aplicatia « schimbd orientarea conturului I', atunci, folosind relatiile (1.5), (1.7),
V:=1I, P*=P, Q* =0, PO=0P =0 si @(t)=a(t) se obtine:
B = A A, = a,a,P+a,c,PV +bb,Q+bd,QV +cb,PV+cd,P+da,QV+dc,0+T, =
= (a,a, +¢,d,)P+ (b, b, +d;&,)0+|(a,c, + ¢B,) P+ (bd, +d,a,) Ol +T,, (1.9)
Asadar, produsul a doi operatori integrali singulari cu translatii Carleman (a(a(t))=t), de asemenea,
este un operator de acelasi tip.
Combinatia liniard 4,4, + 4,4, (4,,4, € €), evident, de asemenea, reprezintd un operator de aceastd
forma. In concluzie obtinem urmatoarea teorema.
Teorema 1.1. Multimea operatorilor de forma

A=aP+bQ+(cP+dO)V (1.10)
formeaza o algebra (necomutativa) 20(V') si orice operator din 2A(V') are forma
aP+bQ+(cP+dO)V +T,

A(V) ={aP+bQ+(cP+dQ) +T,a,b,c,d € C(T), T € T(L, (T, p))}
Observatia 1.1. Algebra cdt in raport cu idealul operatorilor compacti, UV ) =AW/ (L, (T, p)),
nu este comutativa.
Aceasta rezultd imediat din faptul ci Va —aV ¢ T (de exemplu, pentru a(t) = 7).
Din aceastd observatie rezultd cd problema regularizarii operatorilor din algebra 24(}’) nu poate fi

efectuata prin metodele cunoscute pentru operatorii din algebre comutative.
1.2. Construirea regularizatorilor. Conditii suficiente. Consideram operatorul

A=aP+bQ+(cP+dQ)V a,b,c,d e C(I').
Teorema 1.2. Fie aplicatia o pdstreazad orientarea conturului T i
A@)y=a@)a(t)—c()ec()=0 (1.11)
Az(t):b(t)g(t)—d(t) d()#0, (1.12)
atunci operatorul A admite o regularizare in spatiul L » T, p).
Demonstratie. Fie conditiile (1.11) si (1.12) satisfacute si
H=aP+bQ—(cP+dO)V .
Folosind (1.8), care exprima formula pentru compozitia a doi operatori 4, si 4, din algebra 2(V),
obtinem:
HA=A{)P+A,(t)Q+T,;
si
AH =A(H)P+A, ()0 +T,,.
Asadar, operatorii /4 si AH sunt operatori integrali singulari fara translatii, coeficientii carora, A,(¢)
si A,(t), sunt functii continue si diferite de zero pe conturul I". In aceste conditii, operatorii respectivi

admit o regularizare, iar de aici rezultd cd si operatorul A admite o regularizare. Astfel teorema este
demonstrata.
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Vom construi regularizatorul pentru operatorul 4. Din rezultatele prezentare in [2] reiese cd operatorul

1 1
M =— P+ —Q este un regularizator pentru HA (si pentru AH). Deci operatorul R = MH este un

Al AZ
regularizator pentru A .
Vom efectua produsul MH pentru a determina o expresie explicitd pentru operatorul R . Pentru aceasta

operatorul M = RS P+ b QO 1l scriem sub forma
1 2
LP+LQ —LP+LQ+(0P+0Q)V
Al AZ Al AZ
si aplicam regula (1.8) de inmultire a doi operatori din 2((}") . Obtinem:
R=MH = [AIPJrAlQ+(OP+OQ)V}[&PH?Q—(CPMQ)V]:
1 2
_Tpi b o | pidolyar,.
A1 AZ A1 AZ

Corolarul 1.1. Fie aplicatia o pdstreaza orientarea conturului 1" i sunt verificate conditiile (1.11) i
(1.12). Atunci operatorul A=aP+bQ+(cP+dQ)V este noetherian in spatiul L,(T', p) si operatorul

a b d
R=2pP+20-| P+ Lo (1.13)
A1 AZ A1 AZ
este un regularizator pentru A .
Fie a:I" = I" schimba orientarea conturului I". Pentru a construi regularizatorul operatorului

A=aP+bQ+(cP+dQ)V , a,b,c,d € C(I') (1.14)
ne folosim de regula (1.9), de inmultirea operatorilor de forma (1.14). Din aceasta regula rezultd ca si in
acest caz multimea operatorilor cu translatie formeaza o algebra necomutativa.

Teorema 1 3. Operatorul (1.14) este noetherian in spatiul Lp (I, p) ., daca

A ) =at)b(t)—c(t)d(t)#0. (1.15)
Demonstratie. Fie H=bP+aQ— (cP+dQ)V . Aplicand relatia (1.9) pentru compozitia operatorilor
A si H, obtinem:
AH =(ab —cd)P+(ab —-cd )Q+T,,
sau AH = AP+ AQ+T,,. In mod similar, HA=AP+AQ+T,, si din ultimele doud egalititii rezulta
afirmatia teoremei 1.3. In plus, operatorul
1 1
R=|—P+=0Q|H
(A A Qj
reprezintd un regularizator pentru operatorul 4. Aplicand formula (1.9), operatorul R il putem reprezenta
sub forma
b a c d
R=—P+_-0—-| —P+=-0W.
A A Q (A A QJ
Corolarul 1.2. Fie aplicatia @ schimba orientarea conturului I" i sunt verificate conditiile (1.15),
atunci operatorul A =aP+bQ+(cP+dQ)V este noetherian in spatiul L,(I', p) si operatorul

~

b a c d
R="P+_0-|—P+_0 1.16
A PrR0 (A AQJ (1.16)

este un regularizator pentru A .
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1.3. Conditii necesare. in mod firesc se spune intrebarea, daci conditiile (1.11), (1.12) si respectiv (1.15)
sunt necesare in care operatorul 4 =aP+bQ+ (cP+dQO)V , (Vo) (t) = p(a(t)), este noetherian in spatiul

Lp (I', p) si, In consecinta, daca operatorul 4 admite o regularizare. Totodatd, avem nevoie de a determina

indicele operatorului 4 pentru a stabili conditiile in care el admite o regularizare echivalenta. Pentru a rezolva
aceste probleme, vom folosi un procedeu descris in [3], care se refera la studiul unor operatori cu involutii.
Consideram operatorul

A=al+bS+(cl+dS)V, (1.17)
unde a,,b,,c,,d, € C(T'), Vo)) =@(a(t)), V> =1. Acestui operator ii asociem operatorul A, , definit
in spatiul Li (T,p)=L,(I,p)xL,(I', p) cuajutorul matricei

al+bS cl+dS
V(e d+dSV V(al+bSW|

Folosind relatiile (1.6), (1.7) si notatia @(¢)=a(a(t)), deducem ca A, diferd doar cu un termen

Vv

compact de operatorul ZV , definit de relatia
bl dl
ed, &b,

unde & =1, daca functia & pastreaza orientarea conturului I' i & =—1 in caz contrar.

a ¢

AN

I+ S, (1.18)

v

~

¢ q

Operatorul A4, este un operator integral singular, Insd cu coeficienti matriceali. Pentru acesti operatori

sunt cunoscute (a se vedea, de exemplu, [1]) conditiile necesare si suficiente in care ei sunt noetherieni,
precum si formula pentru calcularea indicilor lor.
In [3] este demonstratd urmatoarea teorema.

Teorema 1.4. Fie a,b,csi d functii continue pe T". Operatorul A, definit de relatia (1.17), este

noetherian in spatiul Lp (I', p) , atunci si numai atunci cind operatorul ZV este noetherian in spatiul

Li, (T, p) . Dacai operatorul A, este noetherian, atunci
IndA = 1 IndA, .
2

Operatorul ZV , prin urmare, si operatorul A, este noetherian daca si numai daca

A0 =, £b, 0]z, B 0)]-[e (02 d,O]a @ e d ()]0, (1.19)
si
IndA, = —ind A.0) . (1.20)
A_(¢)

Se verificd usor cd in cazul in care « pastreaza orientarea conturului I' conditiile (1.19) coincid cu
conditiile (1.11) si (1.12) (A, (¢) =A,(t),A_(¢) =A,(¢)), iar in cazul in care a schimbd orientarea
conturului I, ele coincid cu conditiile (1.15) (A, (¢) = A_(t) =A(¢)) . Astfel, conditiile (1.11) si (1.12) din
teorema 1.2 §i conditiile (1.15) din teorema 1.3 sunt si necesare in care operatorul A este noetherian si
admite o regularizare. In plus, aplicand concluzia teoremei 1.4 referitoare la indice, obtinem:

L. A .
IndA=—-—ind Al(( ; , In cazul in care & pdstreazd orientarea conturului I" si
t
2
IndA = —indA(t), in cazul in care a schimba orientarea conturuluil .
A1)

Corolarul 1.3. Pentru ind <0, respectiv indA(t) <0, operatorul A admite o regularizare echi-
2

valentd. Regularizatorul echivalent este definit in corolarul 1.1 sau 1.2, in dependentd de caz.
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2. Existenta si determinarea regularizatorilor pentru operatorii singulari cu conjugare complexai

Consideram operatorul integral singular cu conjugare complexa
B=al+bS+(cl+dSW, (2.1)
unde a,,b,,c,,d, € C(T)si W este operatorul de conjugare complexd, (W¢)(t) = ¢(t). Pastrand notatiile
de la punctul 1, operatorul B poate fi scris sub forma
B=aP+bQ+(cP+dO)W . (2.2)
Teorema 2.1. Fie T un contur inchis, simplu si de tip Leapunov. Atunci operatorul WSW + S este
compact in spatiul L,(I', p) .
Demonstratie. Notam prin I, cercul unitate, (I, = {t M = 1}) si prin §, operatorul integral singular cu

nucleu Cauchy pe T,
1
S0 =~ [2ag z e,
miy E—z

Atunci

(7,17 +5)0)(z) = - J‘p@d5+ f¢(§)d§— 1 oz

Asadar, dacad I, este cercul unitate, atunci operatorul WSW + S, este compact in L,(I', p) . Fie acum I’
conturul din enuntul teoremei. Atunci, exista o aplicatie v : T, > I, care poseda derivata v'(z), diferitd de
zero, si verificd conditiile lui Holder pe T} . Formam operatorul M :L,(I,p)> L, (I}, p), care
actioneaza conform urmatoarei reguli (M@)(&) = @(v(<£)). Atunci:

Vi) 1
WE)-1(z) -
Asa cum functia V'(z) este diferitd de zero si verificd conditiile lui Holder pe T, atunci operatorul integral
T=MSM" - S, » definit de egalitatea (2.3), cu nucleul

Ken= YO ]
v(g)-v(z) ¢~z

este compact in spatiul L (I, o) . Asadar, operatorul MSM o S, , definit de relatia (2.3), este compact in

(MSM ™ —Soxo:l.j[ Jco(f)dz:. 23)
Tl T zZ

L ,(I;, p) . Deoarece operatorii /W si M comuta, atunci
MWSW +SYM ™ —WSW —S, =WMSM™'W + MSM ™ —WS,W — S, =
=W(MSM™ —S) )W +MSM ™ —S, =WTW +T.

Din ultima egalitate, tindnd cont si de faptul ca operatorul WS W + S, este compact, rezultd ca si

(2.4)

WSW +§ este compact in spatiul L (I, p). Teorema este demonstrata.

Corolarul 2.1. Fie I" un contur inchis, simplu si de tip Liapunov, atunci au loc urmdtoarele relatii:

WPW =Q+T,, VOV =0+T,, VaV =al, 2.5)
unde Ty, T)y € T(L, (T, p)) si a(t) = a(a(t)).

Observam ca relatiile (2.5) sunt similare cu relatiile (1.7), de aceea, repetdnd rationamentele de la teorema
1.4, obtinem

Teorema 2.2. Operatorul B=aP+bQ+(cP+dQ)W este noetherian in spatiul L,(T, p) , daca si

numai daca sunt verificate conditiile
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A(t) = a(t)b(t) — c()d (t) # 0 . (2.6)
Daca conditiile (2.6) sunt verificate, atunci indicele operatorului B se determina din egalitatea
IndB = —indA(t).
In plus, operatorul B admite o regularizare si operatorul
b a c d
R:—P+: - —P+: W 27
AL R 0—( AP% 0) 2.7

este un regularizator. Pentru indA(t) <0 regularizarea este echivalenta.

Referinte:

1. JIutBuauyk I'.C. KpaeBble 3a1a4n ¥ CHHTYIISIpHBIE HHTETpAIbHBIE YpaBHEHHS co caBUroM. - Mocksa: Hayka, 1971,
448 c.

2. Gohberg,l., Krupnik N. Introduction to the theory of one-dimensional singular integral operators, vols.I and II. -
Birkhduser Verlag, Basel, Boston, Stuttgart, 1992.

3. T'ox6epr U.11., Kpynauk H.51. O6 omHOMEpHBIX CHHTYJISIPHBIX HHTETPAJIBHBIX OllepaTopax co caBurom // Vzeectus
AH Apwmsuckoit CCP, Maremaruka 8, 1, (1973), ¢.3-12.

Prezentat la 26.12.2011

266





