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In the work it is shown a method to regularize singular integral equations which contain operator of complex 

conjugation or translation operator of Carleman type. 
 
 

Este cunoscut faptul că una dintre cele mai efective metode de rezolvare a ecuaţiilor singulare complete 
cu nucleu Cauchy constă în regularizarea lor echivalentă, adică în modul de obţinere a unei ecuaţii de tip 
Fredholm, echivalentă cu ecuaţia singulară iniţială. Însă, în cadrul studiului ecuaţiilor singulare cu conjugare 
complexă sau cu translaţii problema regularizării devine mult mai complicată. Astfel, de exemplu, în [1] se 
arată că  regularizarea operatorilor singulari cu translaţii de tip Carleman este echivalentă, în general, cu 
regularizarea unui sistem de ecuaţii singulare cu nucleu Cauchy. 

În această lucrare este expusă o metodă de regularizare a ecuaţiilor integrale singulare care conţine un 
operator de involuţie, în particular operatorul de conjugare complexă, sau de translaţie de tip Carleman. 
Metoda propusă permite a determina condiţiile de rezolvabilitate şi cele noetheriene pentru astfel de ecuaţii, 
precum şi formula pentru calcularea indicilor acestor ecuaţii. Cunoaşterea indicelui ecuaţiei studiate ne 
permite, la rândul său, să cunoaştem condiţiile în care regularizarea ecuaţiei este echivalentă. Este de 
menţionat că această metodă nu necesită o trecere la un sistem de ecuaţii singulare, care în unele cazuri poate 
fi mai complicat decât ecuaţia iniţială şi, în plus, regularizatorii respectivi se scriu într-o formă explicită. 

 
1. Existenţa şi determinarea regularizatorilor pentru operatorii singulari cu translaţii 

Vom pune în evidenţă problema existenţei şi determinării regularizatorilor echivalenţi pentru operatorii 
integrali singulari cu translaţii de forma  

VdScIbSaIA )( +++= , 
unde cba ,,  şi d  sunt funcţii continue pe Γ , S  este operatorul integral singular  
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V  este operatorul de translaţie, ))(())(( ttV αϕϕ =  )))((( tt =αα . Conturul Γ  se consideră simplu, închis 
şi de tip Leapunov. 

Pentru fiecare operator A , B  sunt stabilite condiţii necesare şi suficiente în care ei admit o reprezentare 
echivalentă şi în mod efectiv sunt construiţi regularizatorii respectivi. Observăm că pătratul operatorilor V  şi 
W  este egal cu operatorul identic. Astfel de operatori se numesc operatori involutivi. 

Fie Γ→Γ:α  o aplicaţie a conturului Γ  pe el însuşi care verifică condiţiile: ,))(( tt =αα există 
derivata )(tα′  şi )()(0 Γ∈′≠ μα Ht . Considerăm operatorul integral singular cu translaţia α : 

VSdIcSbIaA )( 1111 +++= , 
unde 1111 ,,, dcba  sunt funcţii continue şi ))(())(( ttV αϕϕ = . În continuare este comod ca operatorul A  să 
fie transcris sub forma 

      VdQcPbQaPA )( +++= ,                           (1.1)             

unde )(
2
1 SIP += , )(

2
1 SIQ −= , 11 baa += , 11 bab −= , 11 dcc +=  şi 11 dcd −= . 
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1.1. Formule de compoziţie. Fie aplicaţia α  păstrează orientarea conturului Γ  şi ),( ρϕ Γ∈ pL , atunci 

din definiţia funcţiei ρ  rezultă că )1()( 11
1

=+Γ∈ −−
−

qpLq
pρ . Aşa cum, în plus, )(

1

Γ∈ p
p Lϕρ , atunci 

)(1 Γ∈ Lϕ   şi în integrala singulară 

τ
τ
τϕ

π
ϕ d

ti
tS ∫

Γ −
=

)(1))((  

avem dreptul să facem schimbul de variabilă Γ∈= ξξα ),(t  (a se vedea [1]). Atunci 
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Aşa cum funcţia )(ξα′  verifică pe conturul Γ condiţiile lui Hölder, operatorul integral cu nucleul  
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este compact în ),( ρΓpL . Prin urmare, din relaţia (1.2) obţinem 

1TSVSV +=  ,                                                        (1.3) 
unde 1T  este un operator compact. În mod similar se obţine că 

2TSVSV +−=  ,                      (1.4)   
unde )),(( p2 ρΓ∈ LT T , în cazul în care funcţia α  schimbă orientarea conturului Γ . Aşa cum pentru orice 

funcţie )(Γ∈Ca  avem 
∈−−− QaIaQPaIaPSaIaS ,, ))ρ,Γ(L( pT ,            (1.5) 

atunci, în cazul translaţiei directe, obţinem:  
IaVaVTQVQVTPVPV ~,, 43 =+=+= ,        (1.6) 

unde  )),((, p43 ρΓ∈ LTT T  şi  ))(()(~ tata α= . 
În cazul translaţiei inverse, obţinem: 

IaVaVTPVQVTQVPV ~,, 65 =+=+= ,                   (1.7) 

unde )),((, p65 ρΓ∈ LTT T  şi ))(()(~ tata α= . 

În continuare vom utiliza formulele (1.5), (1.6) şi (1.7) fără a le însoţi cu explicaţii detaliate. Prin T  cu 
indici vor fi notaţi operatorii compacţi. 

Fie 
VQdPcQbPaA )( 11111 +++= , ,)( 22222 VQdPcQbPaA +++=  

unde )(,,, Γ∈Cdcba jjjj , )2,1( =j . Pentru operatorul 21AAB =  obţinem următoarea expresie: 

=++++++= ))()()(( 22221111 VQdPcQbPaVQdPcQbPaB  
++++++++= QVQdbPVQcbQQbbPQabQVPdaPVPcaQPbaPPaa 2121212121212121  

.2121212121212121 QVQVddPVQVcdQQVbdPQVadQVPVdcPVPVccQPVbcPPVac ++++++++  
Vom evidenţia partea caracteristică a operatorului B . Presupunem că aplicaţia α  păstrează orientarea 
conturului Γ . Folosind (1.5), (1.6) şi relaţiile ,2 IV = ,2 PP =  ,2 QQ = 0==QPPQ , )()(~~ tata = , 
obţinem: 

62121 TPaaPPaa += ,  ,,, 92182121721 TQVPdaTPVcaPVPcaTQPba =+==  
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,,,, 13212112211121211021 TQVdbQVQdbTPVQcbTQbbQQbbTPQab +==+==  
,,~~,,~

17211621211521142121 TQVPVdcTPccPVcPVcTQPVbcTPVacPPVac =+==+=  

.~,,~, 21212120211921211821 TQddQVQVddTPVQVcdTQVbdQQVbdTPQVad +==+==  
Aşadar, 

=++++++++== 22212121212121212121
~~~~ TQddQVbdPccPVacQVdbQbbPVcaPaaAAB  

[ ] 222121212121212121 )~()~()~()~( TVQbddbPaccaQddbbPccaa ++++++++=                (1.8)                     

Dacă însă aplicaţia α  schimbă orientarea conturului Γ , atunci, folosind relaţiile (1.5), (1.7),  
0,,, 222 ===== QPPQQQPPIV  şi )()(~~ tata =  se obţine: 

=++++++++== 23212121212121212121
~~~~ TQcdQVadPdcPVbcQVdbQbbPVcaPaaAAB  

[ ] 222121212121212121 )~()~()~()~( TVQaddbPbccaQcdbbPdcaa ++++++++=          (1.9) 

Aşadar, produsul a doi operatori integrali singulari cu translaţii Carleman ),))((( tt =αα de asemenea, 
este un operator de acelaşi tip. 

Combinaţia liniară 2211 AA λλ +  ),( 21 C/∈λλ , evident, de asemenea, reprezintă un operator de această 
formă. În concluzie obţinem următoarea teoremă. 

Teorema 1.1. Mulţimea operatorilor de forma 
VdQcPbQaPA )( +++=             (1.10) 

formează  o  algebră (necomutativă) )(VA  şi orice operator din )(VA  are forma 
,)( TVdQcPbQaP ++++  

{ })),((),(,,,,)()( ρΓ∈Γ∈++++= pLTCdcbaTVdQcPbQaPV TA  

Observaţia 1.1. Algebra cât în raport cu idealul operatorilor compacţi, )),((/)()( ρΓ= pLVV TAA
)

, 
nu este comutativă. 

 Aceasta rezultă imediat din faptul că T∉− aVVa (de exemplu, pentru 2)( tta = ). 
Din această observaţie rezultă că problema regularizării operatorilor din algebra )(VA  nu poate fi 

efectuată prin metodele cunoscute pentru operatorii din algebre comutative. 
1.2. Construirea regularizatorilor. Condiţii suficiente. Considerăm operatorul 

VdQcPbQaPA )( +++= .)(,,, Γ∈Cdcba  
Teorema 1.2. Fie aplicaţia α  păstrează orientarea conturului Γ  şi  

0)(~)()(~)()(1 ≠−=Δ tctctatat                                                   (1.11) 
       0)(~)()(~)()(2 ≠−=Δ tdtdtbtbt ,                            (1.12) 

atunci operatorul A  admite o regularizare în spaţiul .),( ρΓpL  
Demonstraţie. Fie  condiţiile (1.11) şi (1.12) satisfăcute şi 

VdQcPQbPaH )(~~ +−+= .     
Folosind (1.8), care exprimă formula pentru compoziţia a doi operatori 1A  şi 2A  din algebra )(VA , 

obţinem: 
2321 )()( TQtPtHA +Δ+Δ=  

şi 
2421 )()( TQtPtAH +Δ+Δ= . 

Aşadar, operatorii HA  şi AH  sunt operatori integrali singulari fără translaţii, coeficienţii cărora, )(1 tΔ  
şi )(2 tΔ , sunt funcţii continue şi diferite de zero pe conturul Γ . În aceste condiţii, operatorii respectivi 
admit o regularizare, iar de aici rezultă că şi operatorul A  admite o regularizare. Astfel teorema este 
demonstrată. 
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Vom construi regularizatorul pentru operatorul A . Din rezultatele prezentare în [2] reiese că operatorul 

QPM
21

11
Δ

+
Δ

=  este un regularizator pentru HA (şi pentru AH ). Deci operatorul MHR =  este un 

regularizator pentru A .  
Vom efectua produsul MH  pentru a determina o expresie explicită pentru operatorul R . Pentru aceasta 

operatorul QPM
21

11
Δ

+
Δ

=   îl scriem sub forma 

VQPQPQP )00(1111

2121

++
Δ

+
Δ
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şi aplicăm regula (1.8) de înmulţire a doi operatori din )(VA . Obţinem: 
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Corolarul 1.1. Fie aplicaţia α  păstrează orientarea conturului Γ   şi sunt verificate condiţiile (1.11) şi 
(1.12).  Atunci operatorul VdQcPbQaPA )( +++=  este noetherian în spaţiul ),( ρΓpL  şi operatorul 

VQdPcQbPaR ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Δ

+
Δ

−
Δ

+
Δ

=
2121

~~
                                  (1.13) 

este un regularizator pentru A . 
Fie Γ→Γ:α  schimbă orientarea conturului Γ . Pentru a construi regularizatorul operatorului 

VdQcPbQaPA )( +++= , )(,,, Γ∈Cdcba                        (1.14)  
ne folosim de regula (1.9), de înmulţirea operatorilor de forma (1.14). Din această regulă rezultă că şi în 
acest caz mulţimea operatorilor cu translaţie formează o algebră necomutativă.  

Teorema 1 3. Operatorul (1.14) este noetherian în spaţiul ),( ρΓpL , dacă 

0)(~)()(~)()( ≠−=Δ tdtctbtat .         (1.15) 

Demonstraţie. Fie VdQcPQaPbH )(~~ +−+= . Aplicând relaţia (1.9) pentru compoziţia operatorilor 
A  şi H , obţinem:  

26)~~()~~( TQdcbaPdcbaAH +−+−= , 

sau 26
~ TQPAH +Δ+Δ= . În mod similar, 27

~ TQPHA +Δ+Δ=  şi din ultimele două egalităţii rezultă 
afirmaţia teoremei 1.3. În plus, operatorul  
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reprezintă un regularizator pentru operatorul A . Aplicând formula (1.9), operatorul R  îl putem reprezenta 
sub forma  
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⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

Δ
+

Δ
−

Δ
+

Δ
= ~~

~~
. 

Corolarul 1.2. Fie aplicaţia α  schimbă orientarea conturului Γ   şi sunt verificate condiţiile (1.15), 
atunci operatorul VdQcPbQaPA )( +++=  este noetherian în spaţiul ),( ρΓpL  şi operatorul 

VQdPcQaPbR ⎟
⎠
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Δ
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Δ
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Δ
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este un regularizator pentru A . 
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1.3. Condiţii necesare. În mod firesc se spune întrebarea, dacă condiţiile (1.11), (1.12) şi respectiv (1.15) 
sunt necesare în care operatorul VdQcPbQaPA )( +++= , ))(())(( ttV αϕϕ = , este noetherian în spaţiul 

),( ρΓpL  şi, în consecinţă, dacă operatorul A  admite o regularizare. Totodată, avem nevoie de a determina 
indicele operatorului A  pentru a stabili condiţiile în care el admite o regularizare echivalentă. Pentru a rezolva 
aceste probleme, vom folosi un procedeu descris în [3], care se  referă la studiul unor operatori cu involuţii. 

Considerăm operatorul  
VSdIcSbIaA )( 1111 +++= ,                                            (1.17) 

unde )(,,, 1111 Γ∈Cdcba , )),(())(( ttV αϕϕ =  .2 IV =  Acestui operator îi asociem operatorul VA , definit 

în spaţiul ),(),(),(2 ρρρ Γ×Γ=Γ ppp LLL  cu ajutorul matricei 

VSbIaVVSdIcV
SdIcSbIa

AV )()( 1111

1111

++
++

= . 

Folosind relaţiile (1.6), (1.7) şi notaţia ))(()(~ tata α= , deducem că VA  diferă doar cu un termen 
compact de operatorul VA~ , definit de relaţia 

S
bd

db
I

ac
ca

AV
11

11

11

11
~~~~

~
εε

+= ,                                         (1.18) 

unde 1=ε , dacă funcţia α  păstrează orientarea conturului Γ  şi 1−=ε  în caz contrar. 
Operatorul VA~  este un operator integral singular, însă cu coeficienţi matriceali. Pentru aceşti operatori 

sunt cunoscute (a se vedea, de exemplu, [1]) condiţiile necesare şi suficiente în care ei sunt noetherieni, 
precum şi formula pentru calcularea indicilor lor.   

În [3] este demonstrată următoarea teoremă. 
Teorema 1.4. Fie cba ,, şi d  funcţii continue pe Γ . Operatorul A , definit de relaţia (1.17), este 

noetherian în spaţiul  ),( ρΓpL , atunci şi numai atunci când operatorul VA~  este noetherian în spaţiul  

),(2 ρΓpL . Dacă operatorul VA~  este noetherian, atunci 

VAIndIndA ~
2
1

= . 

Operatorul VA~ , prin urmare, şi operatorul  A , este noetherian dacă şi numai dacă 

[ ][ ] [ ][ ] 0)(~)(~)()()(~)(~)()()( 11111111 ≠±±−±±=Δ± tdtctdtctbtatbtat εε ,                    (1.19) 
şi 

)(
)(~

t
tindAInd V

−

+

Δ
Δ

−=   .                                                 (1.20) 

Se verifică uşor că în cazul în care α  păstrează orientarea conturului Γ  condiţiile (1.19) coincid cu 
condiţiile (1.11) şi (1.12) ))()(),()(( 21 tttt Δ=ΔΔ=Δ −+ , iar în cazul în care α  schimbă orientarea 
conturului Γ , ele coincid cu condiţiile (1.15) ))()(~)(( ttt Δ=Δ=Δ −+ . Astfel, condiţiile (1.11) şi (1.12) din 
teorema 1.2 şi condiţiile (1.15) din teorema 1.3 sunt şi necesare în care operatorul A  este noetherian şi 
admite o regularizare. În plus, aplicând concluzia teoremei 1.4 referitoare la indice, obţinem: 

)(
)(

2
1

2

1

t
tindIndA

Δ
Δ

−= ,  în cazul în care α  păstrează orientarea conturului Γ  şi 

)(tindIndA Δ−= , în cazul în care α  schimbă orientarea conturuluiΓ . 

Corolarul 1.3. Pentru 0
)(
)(

2

1 ≤
Δ
Δ

t
tind , respectiv 0)( ≤Δ tind , operatorul A  admite o regularizare echi-

valentă. Regularizatorul echivalent este definit în corolarul 1.1 sau 1.2, în dependenţă de caz.  
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2. Existenţa şi determinarea regularizatorilor pentru operatorii singulari cu conjugare complexă 

Considerăm operatorul integral singular cu conjugare complexă  
WSdIcSbIaB )( 1111 +++= ,                                               (2.1) 

unde )(,,, 1111 Γ∈Cdcba şi W  este operatorul de conjugare complexă, .)())(( ttW ϕϕ =  Păstrând notaţiile 
de la punctul 1, operatorul B poate fi scris sub forma  

WdQcPbQaPB )( +++= .                                                  (2.2) 
Teorema 2.1. Fie Γ  un contur închis, simplu şi de tip Leapunov. Atunci operatorul SWSW + este 

compact în spaţiul ),( ρΓpL . 

Demonstraţie. Notăm prin 0Γ  cercul unitate, { })1|( 0 ==Γ tt  şi prin 0S  operatorul integral singular cu 

nucleu Cauchy pe 0Γ , 
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Aşadar, dacă 0Γ  este cercul unitate, atunci operatorul 00 SWWS +  este compact în ),( ρΓpL . Fie acum Γ  

conturul din enunţul teoremei. Atunci, există o aplicaţie ΓΓ a0:ν , care posedă derivată )(zν ′ , diferită de 

zero, şi verifică condiţiile lui Holder pe 0Γ . Formăm operatorul ),(),(: 0 ρρ ΓΓ pp LLM a , care 

acţionează conform următoarei reguli .))(())(( ξνϕξϕ =M  Atunci: 
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Aşa cum funcţia )(zν ′  este diferită de zero şi verifică condiţiile lui Holder pe 0Γ , atunci operatorul integral 

0
1 SMSMT −= − , definit de egalitatea (2.3), cu nucleul  

zz
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−
′
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ξνξν

ξνξ 1
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)(),(  

este compact în spaţiul ),( 0 ρΓpL . Aşadar, operatorul 0
1 SMSM −− , definit de relaţia (2.3), este compact în 

),( 0 ρΓpL . Deoarece operatorii W  şi M comută, atunci 

.)(
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TWTWSMSMWSMSMW
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                   (2.4) 

Din ultima egalitate, ţinând cont şi de faptul că operatorul 00 SWWS +  este compact, rezultă că şi  

SWSW +  este compact în spaţiul ).,( ρΓpL Teorema este demonstrată. 
Corolarul 2.1. Fie Γ  un contur închis, simplu şi de tip Liapunov, atunci au loc următoarele relaţii: 

,,, 2928 IaVaVTQVQVTQWPW =+=+=                                 (2.5) 

unde  )),((, p2928 ρΓ∈ LTT T  şi  .))(()( tata α=  
Observăm că relaţiile (2.5) sunt similare cu relaţiile (1.7), de aceea, repetând raţionamentele de la teorema 

1.4, obţinem  
Teorema 2.2. Operatorul WdQcPbQaPB )( +++=  este noetherian în spaţiul ),( ρΓpL , dacă şi 

numai dacă sunt verificate condiţiile  
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0)()()()()( ≠−=Δ tdtctbtat .                                                (2.6) 
Dacă condiţiile (2.6) sunt verificate, atunci indicele operatorului B  se determină din egalitatea 

.)(tindIndB Δ−=  
În plus, operatorul B  admite o regularizare şi operatorul  

WQdPсQaPbR )(
Δ

+
Δ

−
Δ

+
Δ

=                                              (2.7) 

este un regularizator. Pentru  0)( ≤Δ tind  regularizarea este echivalentă. 
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