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ASUPRA NORMEI ESENTIALE A OPERATORULUI CU NUCLEU CAUCHY
iN CAZUL CONTURULUI NEMARGINIT

Diana AFTENI

Universitatea de Stat din Tiraspol

In this paper the essential norm of the singular integral operator in a space L » with weight is calculated. These results

are used for determination of some noietherian critera for operators of the form 4 = aF. + b0 .

Fie I' un contur nemarginit §i T’ imaginea lui I in rezultatul aplicatiei t -z, z=(t—z,) ', tel, z, ¢T.

In continuare vom presupune ci 0 ¢ I' si z, =0. Conturul " il vom numi admisibil daci [ este o curba

inchisd de tip Leapunov. In aceasta lucrare este calculata norma esentiala a operatorului integral singular S,

S0 =~ [z s, (n
myT—t

in spatiul L, cu anumite ponderi in cazul conturului admisibil. Aceste rezultate sunt utilizate la determinarea

unor criterii noetheriene pentru operatorii integrali singulari cu coeficienti masurabili §i marginiti. Rezultatele
obtinute n prezenta lucrare reprezinta generalizari ale unor rezultate obtinute in [1-2] pentru cazul conturului
marginit.

Notdm cu L, (I, p) spatiul L, (1 < p <+0) pe conturul I' cu ponderea

e—t [

p(t) =" = 2)

unde ?,,...,¢, sunt niste puncte distincte pe conturul I', iar 3, f3,....., 5, niste numere reale arbitrare, care
verifica conditiile
-1<pB, <p-1. (3)
Norma in spatiul L, (I, p) se defineste prin egalitatea

1
P

o, = Jltr otga | .

Se cunoaste (a se vedea [3-4]) ca dacd conturul I este admisibil si numerele f, (k = 1,...,n) verifica
conditiile (3), atunci operatorul S} este marginit in spatiul L » (I', p) . Tot din aceste lucrari se poate deduce

ca daca I este axareald R, atunci

ISl =Is,

3
PsPo

SR”Z = HSro

2 . P .
unde p,(t) = |t - 1|p si I, este cercul unitate. In particular, .

Fie A un operator liniar si marginit in spatiul L (I',p) si T:T(Lp (F, p)) idealul bilateral al

operatorilor compacti care actioneazd in L, (', p) . Notam prin |A| , horma esentiald a operatorului 4 in
P,

L,(,p):
|4 =inf

p.p TeT

A+ T||p,p (5)
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Teorema 1. Pentru normele esentiale ale operatorilor Si.si S are loc egalitatea

1S, =ISx], . (6)

n Br
pE)=l k-] (2= 1) o

k=1

unde

Demonstratie. Sa aratam ca operatorul B, definit de egalitatea
o1 L),
este liniar si marginit din spatiul L (T, p) in spatiul L (T, 5). Intr-adevar, fie ¢ € L (T, p) , atunci
B
ol =TT [Lof 1| el =T Tt [ty -
=[lelf ple)e|=lel;,,

Astfel, operatorul B realizeazd o izometrie intre spatiul L (I, p) si Lp(l:, D). Calculim BS,.B™'.

ttk

k=1

Avem:

oo, el Lo, e !
(BSF)¢—Bmlr_tdr—H|tk| ; l e =Tk Zml
z

1

1
1
ﬂki'J.é;SngZ:(SFB)q).
7i % E—z

n
=11k
k=1
Asa cum aceastd egalitate are loc pentru orice functie (pELp(F, p), rezultd ca BS = S:B, adicd

BSrBf =8, sau S, =B~ 1S~B Prin urmare:
B™'S.B+T|=inf

TeT

inf
TeT

deoarece, atunci cand T parcurge multimea T, operatorul de forma BTB™" descrie multimea T= T(L » (f, 0 ))

S.+BTB" H —inf

TeT

St +T|| inf

TeT

Teorema este demonstrata.
Din teorema demonstrata si din teorema 2 din lucrarea [2] obtinem

Teorema 2. Fie I un contur admisibil si numarul [ verifica conditiile

t—t

min(0, p —2)< # <max(0, p—2) si p, (¢ —|t| (t, eT),

atunci

T
Ctgﬁp, daca 2 < p <+,

T
tgﬁp , daca 1< p<2.

Teorema 2 poate fi generalizata la spatii L (I, p) cu ponderi mai generale. Pentru aceasta avem nevoie de

inf|| S, +T||

TeT

teorema de interpolare a lui Stein [ 5], care in cazul nostru este comod de a fi formulatd dupa cum urmeaza.
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Teorema 3 (Stein). Fie h,h, doua functii nenegative, masurabile pe T, si A un operator liniar si mar-
ginit in spatiile L,(I,h) si L,(I',h,), atunci operatorul A este marginit in toate spatiile L,(I',h), unde
h(t)=h"(t)-hi (Yo < A <1).
In plus, pentru norma operatorului A in spatiul L » (T, p) are loc inegalitatea

4, <14, 14

1-4 A

(®)

p.h Py iy

Alegem functiile 4, si A, in felul urmator:

hl (t) = |t|p_2
-ty

J— p_z
h(t) =l t

t
unde min(O,p - Z)S B; < max(O,p — 2)(j = 1,2) si 0<A4 <I. Din teorema 2 si din teorema de

interpolare a lui Stein rezulta ca

b

t—t[" t—t,

, ()=l

5, (1-4)

9

A
t—tl Bk

2

inf
TeT

unde 5(p) =tg %p pentru 1< p <2 si 5(p) =ctg %p pentru 2 < p < 400 Pe de altd parte (a se vedea [6]),

S +T||W7 < §(p),

este cunoscut ca in toate spatiile L, (f ,P) are loc inegalitatea
infs. + 7] _=4(p) )
TeT D.p

Atunci, din teorema 1 si din inegalitatea (8) obtinem:

T
ctgép, daca 2< p <+,

Vs
tgﬁp ,daca 1< p<2.

Vom reprezenta grafic dependenta normei esentiale a operatorului S de ponderea p . Fie, de exemplu,

inf
TeT

Sp+T| =

B
. 2|t =1t . .
p>2si p(t) = |t|p ? L .t el’,—1< f < p—1.Tinind cont de teorema 2 si de faptul ca (a se vedea [6])
‘Sl:‘p,ﬁ ﬁ’:)—1+ 00, Sf‘p,ﬁ /3:;71+ oo, graficul functiei |Sr|p,p (in dependentd de f) are urmatoarea forma (Fig.1):

]

Fig.1. Graficul functiei | Sr|p ,
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Fie h(t)=| HTk , unde min(0,p-2)< B <max(0,p-2), a,=01-2_)[]4, 4 =
k=1 j=1

=0,0< A, <1(j=L...,n).

Folosind rationamentele de mai sus si inductia matematica (in raport cu n), obtinem urmatorul rezultat.
Teorema 3. Pentru norma esentiald a operatorului S are loc egalitatea

T
Ctgép, daca 2< p <+,

I
tgﬁp, daca 1< p<2.

Mentionam ca aceastd afirmatie nu mai are loc in cazul in care conturul I' nu este admisibil. Intr-adevir,

|S

1'p,h|

sa presupunem ca conturul I" este de asa naturd incat imaginea lui, I' , in rezultatul transformarii £ — — are
t

un punct unghiular @. Atunci, din teorema 1 si din rezultatele prezentate in [7] deducem ca pentru € = %

avem |Sr| L= \/5 . In plus, se poate arita ci in acest caz norma esentiali a operatorului S in spatiul
2
L,(I") reprezintd o functie monoton descrescatoare in raport cu @ (O <f< 7[) (Fig.2) si verifica conditiile

1<), oy <1442

A
1+\E 4 ‘Sr‘

Fig.2. Graficul functiei |S F|p , in raport cu 0.

Introducem urmatoarele notatii: notam prin L (F) multimea functiilor masurabile si marginite pe con-

turul T, prin L, (F) (L; (F)) — multimea functiilor g, (g_) din L (F) olomorfe in G* (G_), b= %(1 + Sr)

1
si Or :E(I—SF), unde G* este domeniul mirginit de I', iar G~ =C\(G" UT'). Amintim cd un

operator A se numeste noetherian daca Im 4 = m, dimker 4 < +oo si dimker 4° < +o0. In acest caz,
numarul Im A4 = dimker 4 —dimker A" se numeste indicele operatorului A . In spatiul L , (I, p) conside-
ram operatorul integral singular
A=aPF +b0;, (10)
in care coeficientii a si b sunt functii din L (F)
Teorema 4. Operatorul A este noetherian in spatiul L (T, p) dacd si numai dacd in spatiul L, (i 0)

este noetherian operatorul

~

A=GP.+bQ., (1D
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~

1 ~
unde f (Z) =f (—J Daca operatorul A este noetherian, atunci
z

IndA = IndA

L[,(F,p) Lp (iﬁ) ’

Demonstratie. Asa cum am aratat mai sus, BS.B~' = S-, unde B este operatorul definit de egalitatea (7).
5 r T p g

Prin urmare, BP.B™' = P, BO.B' = O si BB = f(f € Lw(F)). Atunci:

BAB™' = B(aP. +bQ,)B™' = BaB™'BP.B™ + BbB'BQ, B =GP. +bQ. = 4.

Din aceasta egalitate rezultd afirmatiile teoremei 4. Teorema este demonstrata.
Teorema demonstratd ne permite sa transferam la operatorii de forma A =aPB. + bQ; diferite criterii

noetheriene din teoria ecuatiilor integrale singulare cu coeficienti masurabili §i marginiti pe contururi
marginite (a se vedea [1,2,3,6]).
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