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ASUPRA REGULARIZARII SI SOLUTIONARII UNOR ECUATII INTEGRALE
SINGULARE CU TRANSLATII CARLEMAN GENERALIZATE
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In lucrare este elaborati o metoda efectiva de regularizare echivalenti a unei clase de ecuatii integrale singulare cu
nucleu de tip Carleman.
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ON THE REGULARIZATION AND SOLVING OF SINGULAR INTEGRAL EQUATIONS WITH

GENERALIZED SHIFT OF CARLEMAN

In the work it is elaborated an effective method of equivalent regularization of class of singular integral equations
with shift of Carleman type.

Keywords: singular integral operator, regularization, operator with complex conjugate.

Este cunoscut faptul ca problema rezolvarii ecuatiilor integrale singulare s-a dovedit a fi una extrem de
complicatd (a se vedea [1]) si, In plus, existd ecuatii singulare care in genere nu pot fi rezolvate exact. Reie-
sind din aceste realitati, orice metoda care usureaza solutionarea ecuatiilor singulare prezinta un interes teo-
retic si practic si merita a fi luatd in consideratie. In acest sens, metodele aproximative joacd un rol important
si sunt utilizate pe larg in solutionarea ecuatiilor integrale singulare. Dintre metodele care conduc la rezolva-
rea exactd a unor ecuatii singulare trebuie mentionatd metoda regularizarii. Aceastd metoda este efectiva
atunci cand se reuseste efectuarea unei regulariziri echivalente a ecuatiilor. In aceste cazuri se obtin ecuatii
echivalente de tip Fredholm, a caror teorie este cunoscuta.

Pentru a realiza aceasta trecere (reducere), de reguld, asupra ecuatiei integrale singulare sunt aplicate anu-
mite transformadri integrale si/sau functionale. Aceste transformadri, in general, pot sd ne conduca la aparitia
unor solutii striine, care nu verifici ecuatia initiala, sau la pierderea unor solutii. In consecinta, ecuatia obti-
nuti in urma transformarilor poate si nu fie echivalenti cu cea initiala. In cazul studiului ecuatiilor integrale
singulare care contin si operatori de translatii sau de conjugare complexa, problema regularizarii echivalente
devine si mai complicatd (a se vedea [2,3]). Reamintim ca echivalenta a doud ecuatii inseamna ca ambele
sunt rezolvabile i poseda unele si aceleasi solutii.

In aceasta lucrare este elaborati o metoda efectiva de regularizare echivalenti a unei clase vaste de ecuatii
integrale singulare cu translatii care indeplinesc conditiile generalizate ale lui Carleman. Totodata, este con-
struitd incéd o ecuatie, de asemenea singulara, echivalentd cu cea initiald. Obtinerea acestor doua ecuatii sin-
gulare echivalente ne permite sa stabilim conditii necesare si suficiente de rezolvabilitate normala a acestor
ecuatii, precum si regularizarea lor echivalenta. Rezultatele obtinute sunt ilustrate la rezolvarea unei ecuatii
singulare cu translatii.

Regularizarea ecuatiilor integrale singulare complete
Consideram ecuatia integrala singulara completa, care contine necunoscuta sub semnul conjugdrii complexe:

40 = 0 ol )+ 0, 0l 0) 0, (ol () [ LN L olEME

+b”(,t)f olr)dz +c1(t)M+cz(t)M+...+cn(t)m+ 175;).[ ¢(T)dT +d;(it)2[r(p(r)dr +

" 2 7= (1) -a, (t)

+d"(Z)J. W)dr IK tz')(p d1+—jK tr)go dr— () (1.1)

7Tl

unde K, (t, z'), K, (t, r) sunt nuclee regulate, iar func‘;ule a, (t), b, (t), ¢, (t), d; (t) (j = 1,2,..,n) verifica con-

ditiile lui Holder pe conturul L. Conturul L este format dintr-un numar finit de linii inchise de tip Leapunov

L,L,,.,L, |L= U L, fard puncte comune, care impart planul complex in domeniu G mirginit de

conturul L siin dome:niu G~ complementar la G+ U L (Fig.1).
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Conturul L este orientat astfel incAt domeniul G riméne la stAnga. Translatia & (t) transforma conturul L

in el insusi (adica, fiecare L ; se transformd in el insusi) cu pastrarea sau schimbarea orientarii, poseda deri-

vata a'(t) care verifici conditiile lui Holder si nu se anuleaza pe L. In plus, translatia a(t) verificd conditiile
generalizate ale lui Carleman:

a,(t)=alt), az(t)E a[“(t)l “ees an( )= a[an (e )]— 1= ao(t)-
Solutiile ecuatiei (1.1) se cautd in spatiul L, cu o pondere in care operatorii integrali singulari si cei

de translatii sunt marginiti. Sub semnul integrarii in termenii ecuatiei (1.1) inlocuim variabila 7 prin

a; (Z') ( j=1 n); atunci ecuatia (1.1) se va transforma sub forma:

Ap= Zn:{a,- (l)<0[06, (t)]+ ﬂ_ibj- (t).[ (0(61_,- (T))dr re, (t)m"‘ /de_{ (t)I (p|a_/.ir ildr} .\

mLT—t mLT—t

J. T)dr +— JK t,7)p(c )z = h(t) (1.2)
L
unde:

sunt nuclee regulate (genereaza operatori integrali singulari compacti), 4, =+1 daca a(t) péstreaza orienta-
rea sau j este par si A ;= —1 daca a(t) schimba orientarea conturului sau j este impar. Evident, daca a(t)

schimba orientarea si «,, (t) =t , atunci n este un numar par.

Vom scrie ecuatia (1.2) sub forma

Ao = { [ ]+ j ( )d'r+c (I)E(Z)Jr%jMdT}Jr

+l.J-K5(t,z')(o(z')dz'+—.J.K6(t,z')(0r v =ht), (1.3)
a L a L

unde:

sunt nuclee singulare.



Seria “Sliinle exacle si economice”

Matematica ISSN 1857-2073

Ecuatiei (1.3) aplicam la stanga operatorul

(s)0)= ]2 ae 14

~N

si obtinem:

+i_|. dr IIK ts ()ds+ljl dr IJ.K ts)ms—lj‘ T (L.5)
7 L

Asa cum operatorul S este inversabil (S =1 ) in spatiul L ,» rezultd ca ecuatiile (1.3) si (1.5) si, prin
urmare, si ecuatiile (1.2) si (1.5) sunt echivalente.

Transcriem ecuatia (1.5) sub urméatoarea forma:

i{zjbj(z)(p(aj)+ af—(t)ji(if)dr v 4d (Opla, )+ (t)jmdr}Jr

J=1 7 L -1 ! 7 T—t
+L_[K7(t,r)¢(r)dr+i.J‘K8(t,r)g0 T TziJ‘Mdr, (1.6)
sy m myT—1
unde:
j 7 +zﬂ \aj lan—j(T)J_aj(t)
my s—t «-,(7) a,,(0)-t
j ’ +Zﬂf \c/ lanf_/ (T)J_Cj (t)
my s—t «-(7) a, (r)-t

sunt nuclee regulate.
Consideram functia analitica pe portiuni definita de integrala de tip Cauchy

(I)(z):L Mdr, (1.7)

2myT-z
in care go(z') este solutia cautata a ecuatiei (1.1). Folosind formulele lui Sohotski [1]

olt)=0" ()=~ (). Sp=0"(1)+@(1)

gz)(Otj):d)+ a; —CD* anzl n),

%IMdr=lj<b (o, )+ 2,0 ——j

T—t /

obtinem urmatoarele expresii:

a, (T)lj [t’ Ay j (7)](p(7)d7

L

i'j(/’ “Ldr - ’1jq)+(aj)_ﬂjq)f(aj)+i.ij(taT)¢’(T)dT,
n 7

1T —1 L
unde:

jlta Ay j (T)J, K, (t,r): 1 _ (z_"(z'))z

Sj(t,z'):Kglaj(t),rJ—/lja’ () PR

n—j

sunt nuclee regulate.
Inlocuind aceste expresii in ecuatiile (1.2) si (1.6), apoi adunandu-le si scizandu-le, obtinem sistemul de
probleme la frontiera:
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S {2, Ja 0,000 (@, )= (-2, e, 0=, 00 () (- 2 (-, (0] (e, )-

44 e, ()4 d, (O (@) )+ ﬁi [ Koot 7)p(c)dr +% (K., (60 o)z = 2H° 1)

L

3 f1-2 o, 0+, 010 (o, =0+ 2, ()=, O (e 1.2, (-, 0 e )-
~(1-2, e, (0)+4, (t)]aa_j)}+%J.Ku(t,T)(p(f)dr +%j1<l3(t,f)a;)d, _om(). 08

unde:
Klo(t, r) =K, (t, z')+ K, (t, r)— i}tj [aj (t)+ bj (t)]a,'l_j (z')lj [t, a, ; (z‘)],

n

K, (t,7)=K,(t,7)+ K,(t,7)+ [ijdj (t)+c, (t)]Sj (t,7),

Klz(tar):K3(tar)_K7(t’T)+ : l_/ aj(t)_bj(t)]a/;—j(r)lj[t’an—j(r)]a
K, (1.7)=K, (1.7) - K, (1.7)+ (4, (1)=c,(1)]S, (t.7)

sunt nuclee regulate si
HE (1) l{h(t)ir 1 Mdf}

sunt functii cunoscute. Presupunem acum ca a(t) pastreaza orientarea conturului. In acest caz A, =1j= Ln,
si expresia (1.8) capata forma:
1 [

i{[a/(t)"'bj(t)] o (a,)~[ e, (1)+d, (1)] cp*(q/,)}:H+(,;)__ [Klo(t’r) o(7)+K,(t.7) (”(T)}dr’

= 27iy
3 o ()=, 0o e, )+ e, (0-d (0o e )}
=H—(t)_zim [[Ku(t2)ole)+ K 1.0 (1.9)

In sistemul (1.9) inlocuim ¢ prin « ; (t), j=1Ln,sitrecem la marimi conjugate. In rezultat obtinem un

sistem neomogen de 4n ecuatii cu 4n functii necunoscute @i(a /.), D ;b J=Ln. Acest sistem este

rezolvabil daca si numai dacad determinantul ei A(t) este diferit de zero si 1n acest caz sistemul are o solutie
unicd. Scriem acest determinat

A(t)+B(t) -[C(t)+D(1)] 0 0
C()-D(1) [ 4(1)-B(1)] 0 0
R o La)-8()] c)-pw)|"" Y
0 0 —[C(t)+D(z)] A(1)+B(t)

unde A(t) + B(t) au, respectiv, forma
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a,(t)£ b, (1) a, ()% b, (¢) a,(t)*b,(t)
a, (al)ibn (al) a1(a1)ib1(a1) - 4,y (al)ibn—l (al)
a,. (az )i b,, (0{2 ) a, (az )i b, (0(2 ) e Ay (0(2 )i b,, (az
as (an—Z )i b, (an—Z ) a, (an—Z )i b, (an—Z ) ey (an—2 )i b, (an—Z
a, (an—l)i b, (an—l) a; (an—l)i b, (an—l) al(an—l )ibl (an—l)

iar C (t) + D(t) se obtin din expresiile de mai sus prin Tnlocuirea lui a prin c¢ §i, respectiv, b prin d.

Asa cum A(t) este cvasidiagonal, atunci A(t) =A, (t)-A )
unde

|+ B0 -[cle)+ D)
Al() |C(t)—D(t) —lA(f)_B(t)ﬂ‘

Prin urmare, daca ecuatia (1.1) este rezolvabild, atunci este rezolvabil si sistemul de mai sus, adica
A(t) # 0. Folosind regula lui Cramer, obtinem:

q>+<r>=%”i(—1>«fAj+l,,,(zﬁH+[aj(z)]—ﬁ J(Klo[aj<z>,r]¢(r>+K“[a,.(z),r]mr)}+

+ﬁ(t)2§;(_ 1)'/A1+1,n (t){HJr a; (t) _%m_!(KIO [aj (t)af]¢(r)+ K, [aj (t)’T]a;)dT)}’ (1.11)
o ()= A;(t) 1Y A (t%H[aj O 5 [kl Oelole)+ Ko, (f),f]a;)df)} l
+ ﬁ(t)zj:l(— 1) A o (t){H o, ()] i ! (Ko, (). 2)ole)+ Ko e, () z’]mr)} : (1.12)

unde A, (t) A*jﬂ’n (t)(j = 0,1,...,2n — 1) sunt complementele algebrice ale liniei  si coloanei n , respectiv
ale determinantilor A, (t), Al2).

Inlocuind expresiile (1.11) si (1.12) in formula lui Sohotski, obtinem ci orice solutie a ecuatiei (1.11)
reprezintd solutie a ecuatiei de tip Fredholm:

P0)= ()~ [ K, (60)ple)dr [ K 60) ple)dr - [ K (1) plo) e -

1

—2—m_j1<17 (t,2)p(z)dr, (1.13)

unde:

A1)

k()= S <—1>f{A-f+“ W o, b A’g;g%[a,- ow]},

Km(t,r)f”l(l)/ﬁ’; e he)e 2, [ajo),r]},

K (0r)=5 1y {A—”K[ Ol 22 w]},
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K (t,7)=

“"(—1)1{%2‘)&1[% 1))+ Am“K (z),r]},

J=n

sunt nuclee regulate, iar

J A

)= S| o - i )

2n

J AjJrl,n(t) + A*jﬂ,n(t) _
+ (1){ A0 H e, (0)]- A0 H |aj(t)|}

—_

Jj=n
este o functie cunoscuta.

Teoria ecuatiilor de tip Fredholm, similar ecuatiei (1.13), este expusa in [1]. Fie ecuatia (1.13) rezol-
vabila, atunci A(t) # 0 (in caz contrar ecuatia (1.13) n-ar avea sens). Rezolvand ecuatia (1.13), construim
functiile @~ (t) si (Df(t). Aceste functii fiind limitele unor functii analitice in G*si G~ trebuie sa verifice
conditiile [1]:

1 @ . 1 (O
o) [2 g 5 0 L2 L),
2riy Tt 2riy Tt

Din aceste conditii obtinem cd numai acele solutii ale ecuatiei regularizate (1.13) sunt si solutiile ecuatiei
singulare (1.11) care indeplinesc conditiile:

ﬁ(t) ,Z; S (t){ H [, (0)]- zim.!(lqo o, () 7]o(e)+ K, [, (2), ,]a;)dr)} N

ﬁ(t)ii;(— )AL, (ﬂ{H* a,(t) _2L7u'JL‘(K1°[aj (t),r]go(z')+K” [aj (f),T]a;jdr)}—
% d_rt[ﬁt)g(— 1)1AA,»+1,,1(f){H+[aj(t)]—ﬁj(Klo[aj(t),s](p(s)+ K”[aj(t),s]ag)ds)}+

+ﬁ(t)i"2:(—1)-fAj+l,,, (t){}h 0 _zim _!(Km[aj (1) slols)+ K [o, (5] ) dS)H o,
ﬁ 0 C1Ya,., (t){H o, ()] ﬁ j (Kol () 2)ole) + K e, 0), T]a;)df)} N
i All(r)z,nnl(_l)jA*’”’" %"Tm—ﬁl (Kol @00 Jole)+ K o, (0ol d,)}_
A S Sl - el 00+, 1)
) s @{m—%ﬂ. J (Kl ) sloe) s e (t),s]agjds)H 0.

Astfel am obtinut urmatorul rezultat:
Teorema 1.1. Fie translatia a(t) pdstreazd orientarea conturului L. Ecuatia (1.1) este rezolvabild daca
si numai daca A(t);t 0,te€ L. Daca aceasta conditie este verificatd, atunci ecuatia (1.1) se reduce la

ecuatia de tip Fredholm (1.13). Solutiile ecuatiei (1.13) sunt si solutii ale ecuatiei (1.1) daca si numai daca
ele verifica conditiile (1.14) si (1.15).

Rezultate similare se obtin si In cazul in care functia a(t) schimba orientarea conturului.
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Exemplu
Vom considera un exemplu care ilustreaza rationamentele facute mai sus. Consideram urmétoarea ecuatie

integrala singulara
it d 1
A¢Et’1¢(—t)+; L.T+—_J.(l+rzt2 ('r)d'r:1+t2, 2.1
my T4t 2my
unde L este cercul {Z : |Z| = r}, r>0,r#1.Astfel, z=0 € G sipunctele £ 1, =i nu apartin conturului L.
Scriem ecuatia (2.1) sub forma:
t —ir)d 1
t‘l(p(—t)+l—"|.¢( i) L ‘J.(1+T_21_2)¢(Z')d2'=1+l‘2 (2.2)
i T—1 2riy

Aplicam la stanga operatorul S si obtinem o ecuatie echivalenta cu (2.2), apoi aplicim formulele lui
Sohotski. In rezultatul acestor transformari obtinem sistemul

1O (~t)+itd (—it)=1+1 —L' -7 )p(c)dr .
2riy

D (= )+ it D (i) = _% [ + 22 ~1)ple)dr. 2.3)
Tl T

Determinantul A(t) are forma

_t O 0 _it_l 4 —4 2
Alt)= =\t —t
2 -t —it 0 0 ( )

0 it ¢t 0
si este diferit de zero pe L , deoarece punctele * 1, £ i nu apartin conturului L.
Rezolvand sistemul (2.3) prin metoda Iui Cramer, obtinem:

O (t)=t"—26 =2t +2t7" 417 —%H— 208 —2t+ 267 4207 (it +it > 1=t e lc)dr . 2.4)
a L

1

D (t)= TI[—# T I S e A A +t’5)f’2]go(r)dr. 2.5)
4z L

Aplicam formulele lui Sohotski si obtinem ecuatia lui Fredholm:

(¢ =t )ple)=1* =268 =20 =247 417 +ﬁ£(3t3 +1=3t" =17 )plr)dr +

e CE R SO S

cu nucleu degenerat. Solutiile acestei ecuatii se obtin prin metoda obignuitd. Avem go(t) =t+¢". Inlocuim
aceastda functie in (1.16) si in (1.17), obtinem q>*(¢): t, q)_(t): —¢t™", adica solutia generald a ecuatiei

integrale (2.1) are forma (o(t) =t=t".
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