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Alexandru LUNGU, Marina ROSCA
Universitatea de Stat din Moldova

In acest articol sunt deduse grupuri de diferite tipuri posibile ale 3 — simetriei din grupurile cristalografice de cate-
goria G320 in calitate de grupuri generatoare si este descrisa structura generald a unora din grupurile deduse.
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THE GENERALIZATION OF THE CRYSTALLOGRAPHIC GROUPS

OF CATEGORY G,,, WITH THE 3-SYMMETRY

In the present paper there are obtained and described the general structure of groups of different possible types of
3- symmetry with the Crystallographic groups of the category 6320 in quality of generating groups.
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1. Una dintre generalizarile recente ale simetriei clasice in sens ,,fizic” (simetria clasicd se completeaza
cu o lege de transformare partiala sau totald a ,,indicilor”-calitati localizati In punctele figurii geometrice
considerate F ), aparuta in anii 70 ai secolului XX, este P —simetria [3,8-10]. Scopul studiului efectuat este

de a analiza, in general, 3 — simetria (cazul cand grupul de definire P este ciclic de ordinul al treilea), apoi

de a deduce grupurile de diferite tipuri posibile de 3 — simetrie din grupurile de tablete (grupurile cristalo-
grafice de categoria G,,,) in calitate de grupuri generatoare si, in sfarsit, de a descrie structura concreta a

unora din grupurile deduse.
2. Vom comenta pe scurt bazele teoriei generale a P —simetriei, elaborate intr-un sir de lucrari (a se

in cercetari concrete. Fiecarui punct al figurii geometrice date F i se atribuie cel putin unul din ,,indicii”
multimii N = 1,2,3,...,m , care reprezintd m marimi orientate de aceeasi naturd generala (faze ale aceluiasi

fenomen, de exemplu, vectori polari de acelasi modul, vectori axiali, tensori etc.). Se fixeaza grupul tranzitiv
de substitutii P al acestor ,,indici”. In rezultat se obtine figura ,,indexata” FN)
Aplicatia f:F™ - F®™ unde f=g” =pg, se numeste transformare de P— simetrie a figurii

sindexate” F™) dacid componenta geometrici g actioneazi atat asupra punctelor M din F, cat si asupra
windicilor” i localizati in punctele M, conform unei legi date ce este independenta de pozitia punctelor M ,
iar componenta [, fiind o substitutie din grupul P, este o transformare suplimentari a ,indicilor”. Compo-

nentele p si g ale transformarii g‘®, in general, nu sunt comutative: gp # pg . Multimea G® transfor-

mirilor de P —simetrie a unei figuri ,,indexate” F™ formeazi un grup cu legea de compozitie a elementelor
PO~ Pg; = POy unde g, =g,0;. P = PP} P = 0P8 =, (P;) . iar p(g,) = 7, < AutP.
Fie G un grup oarecare de P -simetrie. Atunci totalitatea componentelor geometrice ( formeaza
grupul generator G ={g|g‘® € G™}, iar totalitatea componentelor-substitutii P formeaza multimea
P'={p|g® e G™}, care, in general, nu este grup, dar verifici conditia € = P' < P. Grupul G se nu-

meste grup generator pentru Gc®™ , P se numeste grup de definire, iar totalitatea grupurilor de P — simetrie
cu acelasi grup generator — familie. Intersectia H' a grupului G® cu grupul sau generator G reprezinta
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subgrupul lui de simetrie (H'=G™ N G), iar intersectia Q a grupului G cu totalitatea P'a componente-
lor-substitutii reprezintd subgrupul de transformari P —identice ale grupului G (Q=G® A P'=G®™ A P).
Subgrupul de transformari P —identice Q este un divizor normal in G*), deoarece Q joaci rolul de

nucleu al omomorfismului A al grupului G pe grupul G conform regulii A[9”]=g. In dependenta
de coraportul concret intre unitatea € a grupului de definire P, subgrupul de transformari P —identice Q ,
submultimea P' a componentelor-substitutii si insusi grupul P, ce verifici conditiile e<Qc P'c P,
grupurile G de P-simetrie se clasifica pe tipuri. Anume: grupul G de P —simetrie este generator
(G®=G, daci e=Q=P'=P), major (daci e<Q=P'=P), minor (daci e=Q<P'=P),
mijlociu (daca € <Q < P'=P), semimajor (dacd € <Q =P"'< P), semiminor (dacd e=Q <P'< P),
semimijlociu (daci € <Q < P'<P), pseudominor (daci e=QcP'<P si P' nu este grup) sau
pseudomijlociu (daci € <Q < P'< P si P' nu este grup). Este evident ci grupurile minore, semiminore

si pseudominore sunt izomorfe cu grupurile lor generatoare.
Grupurile de P —simetrie Zamorzaev [5-7] sunt subgrupuri ale produsului direct al grupului de definire

P cu grupul generator G . Grupurile de P —simetrie se deduc din P si G conform teoremei principale a
P — simetriei, folosind aplicatiile omomorfe ale lui G pe P' (P" verifica conditia € < P'< P).

In cazul P —simetriei orice grup G® este subgrup in produsul semidirect de dreapta al grupului de
definire P cu grupul generator G, insotit de omomorfismul fixat ¢ : G — AUtP, unde ¢(g) = @, pentru

orice g G si ¢, (p) = gpg*, adica G < PX 1@ G fn acest caz H este nucleul omomorfismului
¢ (H =Kerg), iar ® este imaginea completd a grupului G (@ = Im¢ < AutP).

Fiind date grupurile G si P si omomorfismul ¢ cu nucleul H al grupului G pe subgrupul @ din grupul tu-
turor automorfismelor lui P, aplicatia i a grupului G in grupul P (conform legii y/(g) = p) se numeste cva-
siomomorfism de dreapta, daca pentru orice g; si ¢; din G w(gigj) =w(9,): @gi [Q//(gj)] = pi@gi (pj) =P,
unde @gi =¢(g,)- In acest caz, ¢ se numeste omomorfismul insotitor al aplicatiei i [8] (compari cu [5]).

Daca Kergp =G, atunci i degenereaza in omomorfism obisnuit. Nucleul aplicatiei cvasiomomorfe de
dreapta i/ (Kery =H") este un subgrup in G, care, in general, nu este un divizor normal. Imaginea
completd P a grupului G la cvasiomomorfismul de dreapta iy (Imy = P"), in general, nu este grup, dar
verifica conditia € = P’ < P. La cvasiomomorfismul de dreapta nedegenerat {/ cu nucleul H' (unde
H'#G) orice g; din G\H’ se aplicd pe un element P, # € (unde € este unitatea grupului dat P);
w(g;H") = p; sidaca g;H' = g,;H’, atuncisi p; = p;.

Aplicatia 7 a grupului G in multimea claselor de resturi de dreapta ale grupului P in raport cu sub-
grupul sau adevarat Q (adica, Q < P), conform legii y/(g;) =Qp;, se numeste cvasiomomorfism de
dreapta generalizat, daca ¥(9;) = Qp; si w(9;) = Qp, implica egalitatile 17(9;9;) =Qp; - @, (Qp;) =Qp;-
Pentru ca aplicatia 7 a grupului G in multimea claselor de resturi de dreapta ale grupului finit P in raport
cu subgrupul sdu adevarat Q (conform legii lﬁ (g) =QPp) si fie cvasiomomorfism de dreapta generalizat,
este necesar si suficient ca @ (Q) = p~'Qp pentru orice element g al grupului G si Qp =17(g).

In orice grup G™® de P -simetrie cu grupul generator G, nucleul H al omomorfismului insotitor
¢ :G — AutP, subgrupul Q de transformdri P-identice si subgrupul H' de simetrie se contine in calitate
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de subgrup un grup H ) (cu operatia de grup pe componente), care formal nu se deosebeste de grupurile de
P-simetrie. Din aceastd cauza grupul H ) este considerat drept grup de P-simetrie. H ® are grupul gene-
rator H , acelasi subgrup Q de transformari P-identice si subgrupul de simetrie H”,unde H" =H ' nH .
Pentru grupurile finite P orice grup de P -simetrie poate fi dedus din grupul sau generator G, cunos-
cand nucleul H al omomorfismului insotitor ¢ :G — AutP (unde H <G), conform pasilor urmatori:
1) se gasesc in P toate subgrupurile Q si submultimile P’ ce se descompun in clase de resturi de dreapta in
raport cu Q, iar in G toate subgrupurile H' de indice egal cu puterea multimii tuturor claselor de resturi de
dreapta a lui P’ in raport cu Q, pentru care existd izomorfismul grupurilor-factor P"/Q si H/H", unde
e<Q<P'cP 5iQ<P"<P,iar H'=H'nH si H"<H; 2) se construieste cvasiomomorfismul
de dreapta generalizat 7 cu nucleul H' al grupului G pe multimea tuturor claselor de resturi de dreapta a
lui P’ in raport cu Q, insotit de omomorfismul ¢ cu nucleul H, si care pastreaza corespondenta dintre
elementele lui P" si H obtinutd in rezultatul izomorfismului grupurilor-factor H/H" si P"/Q; 3) se
combini in perechi fiecare g din G cu fiecare p’ din Qp = y(g) si in multimea acestor perechi se introduce

operatia P,g; - P;9; = PG unde P, = Pid, (P;). 9, =99, @, =0(g) si @, (P;)=0,P;0;"
(teorema principala a P -simetriei) [5,11,12].

Vom mentiona cd, pentru Q = e, adica pentru grupurile minore, semiminore si pseudominore, teorema
principald a P -simetriei se simplifica foarte mult. In aceste cazuri se folosesc de acum aplicatiile cvasiomo-
morfe de dreapta { cu nucleul H' al grupului generator G pe grupul de definire P, pe subgrupul P" si,

respectiv, pe submultimea cu unitate P ' a grupului P care nu mai este grup. Cvasiomomorfele de dreapta
|/, mentionate mai sus, sunt insotite de omomorfismul ¢ cu nucleul H si pastreaza corespondenta dintre
elementele grupurilor P” (e <P" < P’) si H, obtinutd in rezultatul izomorfismului grupului-factor
H/H" pe P",unde H"=H'nH si H" < H.

Pentru grupurile G® de P — simetrie in lucrarile [5,12] au fost propuse simboluri cu mai multi termeni
(simboluri polinomiale), care dau posibilitatea de a le prezenta univoc. Anume: daca doua grupuri sunt echi-

valente (adica, daca ele au subgrupuri de simetrie conjugate intre ele si cu acelasi continut geometric), atunci
ele se prezintd cu acelasi simbol. Pentru grupurile minore, semiminore si pseudominore acest simbol are

forma: G|H'[{P,P}|(P")|P"; H/H™"/H"]. Simbolul polinomial include in sine o informatie deta-
liata despre structura grupului respectiv. Anume: G este grupul generator, H ' este subgrupul de simetrie
in G, {P, P} este simbolul grupului de definire (grup concret de substitutii cu subgrupul stationar P. ),
(P") este totalitatea componentelor-substitutii ale elementelor grupului G®, H este nucleul omomor-
fismului insotitor ¢ : G — AUtP, H"=H'"H este subgrupul de simetrie in subgrupul de P —simetrie

H® . Mai mult decat atat, H/H"/H" este simbolul trinomial al grupului H™: H/H" este
izomorfcu P", unde P"={p|h®® e H®}; H"/H " este izomorfcu P '= P nP". Vom mentiona

ca grupurile concrete de substitutii P si subgrupurile lor stationare PI (ca siin cazul P —simetriei) le vom

prezenta cu ajutorul simbolurilor grupurilor de categoria Ggo izomorfe lor, care sunt scrise in simbolica lui

Schonflies [2,4].
3. Vom expune pe scurt rezultatele concrete obtinute in procesul de deducere si de descriere a grupurilor

de 3 —simetrie din grupurile de tablete in calitate de grupuri generatoare G . Grupurile cristalografice de
categoria G320 (numite si grupuri de tablete) sunt grupurile tridimensionale punctuale cu un plan invariant
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ce trece prin punctul singular). Grupurile de tablete le vom prezenta in simbolica lui Subnikov cu ajutorul
unui sistem ireductibil generator. Conform lui Subnikov, axele si planele de simetrie se noteaza tot asa ca si
in simbolica internationald, pe cand perpendicularitatea elementelor de simetrie se noteaza nu prin linie

fractionard, ci prin doud puncte, iar paralelismul lor — printr-un punt. Axele de rotoreflexie de ordinul N se

noteaza prin simbolul N .
Deoarece grupul P (=C,) este de ordin prim, el nu contine subgrupuri netriviale P". Prin urmare, pentru

3 — simetrie nu exista atat grupuri semimajore, semiminore, mijlocii sau semimijlocii, cat si grupuri pseudo-
mijlocii. Deci, in orice familie de grupuri de 3 — simetrie pot exista numai grupuri generatoare, majore, minore
sau pseudominore. Vom mentiona cd in grupurile de 3 —simetrie nu pot exista in calitate de subgrupuri

grupuri de P —simetrie, deoarece grupul P nu are subgrupuri netriviale P".

intai de toate vom mentiona ca grupurile majore de P —simetrie nedegenerati cu grupul generator G
(e<Q=P'=P), in corespundere cu teorema principald a P —simetriei, se deduc in formi de produs
semidirect de dreapta nedegenerat [8] al grupului de definire P cu grupul G, insotit de omomorfismul
@:G — AutP, care este construit conform legii ¢(g) =@, unde P, (p;) = gp,g . in cazul concret

cercetat grupul de definire P ={e, p=(123), p" =(132)}. De aceia, grupul tuturor automorfismelor
AutP ={1",2“}, unde 1 este automorfismul identic, iar automorfismul 2% aplicd unul pe celilalt ele-
mentele de ordinul al treilea P si P . Drept consecinta, nucleul H = Kerg al omomorfismului insotitor
trebuie sd fie un subgrup de indicele 2 in grupul generator G . Cu alte cuvinte, toate elementele din H
trebuie si genereze automorfismul 1%, iar celelalte elemente ale grupului G sa genereze automorfismul 2% .

in cele 31 grupuri de tabletd 1, 2, 3,4,6,1-m,2-m,3-m, 4-m,6-m,1:m, 4:m,6:m, m-1:m,m-2:m,
m-3:m,m-4:mm-6:m,2,4,6,2-m, 4-m,6-m,1:2, 2:2,3:2,4:2,6:2 existd exact 59 de
subgrupuri invariante H (divizori normali: H <G ) de indicele 2. Vom mentiona ci din cele 31 grupuri
de categoria G320 numai grupurile 1 si 3 (grupuri de ordin impar) nu au subgrupuri de indicele 2. Pentru

fiecare din cele 59 subgrupuri invariante de indicele 2, in calitate de nucleu, construim produsul semidirect
de dreapta, respectiv, PX oH (CD)G =[P,G,H,®], unde ® = AutP (deoarece G/H =C, = AutP).
Vom analiza in detalii numai doua exemple concrete. Grupul G =4-m are doi divizori normali de
indicele 2: H, =4 si H,=2-m. Respectiv, se obtin doua grupuri majore G, =[P,G,H, @] si
G,= [P,G, HZ,CD] de 3 — simetrie. Grupurile G1 si Gz sunt formate din aceleasi perechi PJ (in total 24),
unde p e P, iar g € G. Deosebirea dintre G, si G, se evidentiaza la nivelul operatiilor de grup, unde auto-
morfismele generate de elemente concrete ¢ din grupul generator G actioneaza diferit asupra componen-
telor-substitutii. Anume: pentru grupul G, vom avea ¢, =@, =@, = Ppr = 1%, iar P, = Prn, = Py, = Py, = 27.
Deoarece 1n grupul 4-m exista doi divizori normali concreti de forma 2-m (ce se includ la fel in grup [12]),
apoi in cazul grupului G, sunt posibile doua subcazuri concrete, de exemplu: @, =@, =@, =@, = 1% si

@4 :¢471 :@mz :¢m4 :2“,sau @1 :¢2 :(ﬁmz :@mA :1(1 §i @4 :¢471 :(ﬁml :amB :Za‘
Grupul G = 4-m are trei divizori normali de indicele al doilea, anume: H, = 4, H,=2-m, H,=2:2.
Subgrupurile H, si H, sunt izomorfe, dar sunt caracterizate de ansambluri de elemente de simetrie cu

continut geometric diferit [12]. In rezultat, se obtin 3 grupuri majore de 3 — simetrie cu grupul generator
4-m: G, =[P,G,H,,®]. G,=[P,G,H,,®] si G, =[P,G, H,,®]. Deosebirea dintre grupurile G,, G,
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si G, se manifesta la nivelul operatiilor lor de grup, unde unele elemente concrete g din grupul generator

G genereaza diferite automorfisme.
4. In continuare vom deduce si vom descrie grupurile minore de 3 —simetrie. Conform teoremei prin-
cipale a P —simetriei, pentru a deduce grupurile minore cu grupul generator G trebuie sa se caute in G aga

subgrupuri H ', indicele cirora coincide cu ordinul grupului P . Deci, in cele 31 grupuri generatoare trebuie
analizate numai subgrupurile de indicele 3. In rezultatul cercetarii respective am constatat ca numai grupurile

6, 3-m, 6-m,3:m, 6:m, m-3:m, m-6:m, 6, é-m, 3:2, 6:2 au subgrupuri H' de indicele

3 diferite de grupul respectiv G . Vom analiza in detalii toate cazurile respective de deducere a grupurilor
minore.

Grupul de simetrie G =6 (grup ciclic de ordinul 6) are subgrupul adevarat de indicele 3 H'= 2. In acest caz,
aplicatia y a grupului G =6 cu nucleul H'=2 este omomorfa (deci, nu exista cvasiomomorfism de dreapta

nedegenerat cu nucleul H'=2). Ca rezultat, grupul respectiv obtinut G*) ={el,e2, p3, p6~*, p *3%.p 6}
este grup de 3 — simetrie degenerat, adica este un grup de 3—simetrie cu simbolul binomial 6/2. in mod
analog pentru G =6 avem H' =2 si, ca rezultat — grupul de 3— simetrie cu simbolul binomial 6/2.Vom
mentiona ca acelasi tablou se observa si in cazurile celorlalte grupuri abeliene de tablete, cum sunt 3:m si
6:m.

Fie G =3-m. Subgrupurile conjugate intre ele m ={1,m}, m,={L,m,}, m,={1,m,} sunt de
indicele 3. Are sens de analizat numai un caz, de exemplu: H'=m,. Aplicatia ¥/ cu nucleul H'= m,
a grupului G=3-m pe grupul P (=C,) este un cvasiomomorfism de dreapta nedegenerat, insotit de
omomorfismul ¢@ cu nucleul H = 3. Ca rezultat, se obtine un grup minor de 3 — simetrie nedegenerata
G® ={eLem, p3, pm,, p 3", p'm,} cu simbolul polinomial 3-m|m[{C,,C}|C,;3/1/1].
in mod analog pentru grupul generator G =3:2 se obtine grupul minor de 3 — simetrie nedegenerata
G®™ ={el,e2,, p3, p2,, p 3", p2,} cusimbolul polinomial 3: 2| 2[{C,,C,}|C,;3/1/1].

Fie G=6-m={L,6, 3,2,371,671, m,,m,,m;,m,,m;, m6} si H, =6. Subgrupurile conjugate intre ele
2-m={L2,m,m} 2-m,={,2,m, m} si 2-m,={1,2,m,,;m,} sunt de indicele 3. Are sens
de analizat numai un caz, de exemplu: H'=2-m,. Intersectia H "=2 a lui H,=6 cu H':Z-m1
este divizor normal in H, =6. In acest subcaz P" =P, deoarece H,/H" = P. Aplicatia y cu nucleul
H'=2-m a grupului G=6-m pe grupul P (=C,) este un cvasiomomorfism de dreapta
nedegenerat, 1insotit de omomorfismul ¢ cu nucleul H, =6. Deci, se obtine grupul
G® ={el,e2,em,em,, p3, p6~*, pm,, pm,, p 37, p6, p~'m,, p~'m.} cu simbolul polinomial
6-m|2-m[{C,,C,}|C,;6/2/2].

Daci G=6-m, H'=2-m,, iar H,=3-m ={1,3,3%,m,m,,m.}, atunci H"=m,, care nu-i
divizor normal in H2 :3-m1; deci, nu poate exista grup minor de 3—simetrie cu caracteristicile
respective. Fieacum G=6-m, H'=2-m,, iar H, =3-m,; atunci H" =1, iar grupul-factor H, /H ",
fiind neciclic de ordinul 6, nu poate fi izomorf cu un subgrup P" al grupului P ; de asemenea, nu exista
grup minor de 3 —simetrie cu caracteristicile respective. Rezultate similare se obtin si in subcazurile:
) G=6-m, H'=2-m,, iar H,=3-m;; 2) G=6-m, H,=3-m,={1,3,3%,m,,m,,m.},
jiar H' este oricare din cele trei subgrupuri de indicele 3. In mod analog pentru grupul
generator G=6:2 se  obtine  grupul  minor  de 3 —simetrie  nedegenerati

7
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G® ={el,e2,e2,,€2,,p3,p6™", p2,, P2, p 3", p'6,p "2, p 2.} cu simbolul polinomial
6-m|2:2[{C,,C}|C,;6/2/2].

Fie G=6-m ={1, é, 3,?,3*1,6*1,m1,22, m,,2,,Mg, 2} si H, = 6. Subgrupurile conjugate intre
ele 2,:m, :{1,22,m5,§}, 2,.m ={1, 24,ml,é} si 25:m, ={1, 26,m3,§} sunt de indicele 3. Are
sens de analizat numai un caz, de exemplu: H'=2, : m, . Intersectia H " = 2 alui H, =6 cuH'= 2,:m,
este divizor normal in H, = 6. Si in acest subcaz P" =P Aplicatia w cunucleul H'=2, :m, agrupului
G =6-m pe grupul P (=C,) este un cvasiomomorfism de dreapta nedegenerat, insotit de omomorfismul ¢ cu
nucleul H, =6. Deci, se obtine grupul G ={e1,e2,em,,e2,, p3, p6*, pm,, p2,, p 3%, p 6, p'2,, p'm.}
cu simbolul polinomial 6-m|2:m[{C,,C}|C,;6/2/2]. Cazurile cind G=6-m, H'=2:m, iar
H =3-m sau H =3:2 nu dau niciun grup minor de 3 — simetrie nedegenerata cu caracteristicile respective;
cauzele sunt similare celor mentionate la analizarea grupurilor 6-m si 6: 2 ce sunt izomorfe cu 6-m.

Grupul de tableti G=m-3:m={1,6,3, 3‘1,6‘1,m,rnl,mz,m3,21,22,23} are trei subgrupuri
de indicele 2 diferite: H1 =3:m, H2 =3-m si H3 = 3:2. Subgrupurile conjugate intre ele
2, -m={L,2, mm} 2, m={L2,,mm,} si 2,-m={L2,,m,m,} sunt de indicele 3.
Are sens de analizat numai un caz, de exemplu, H'=2,-m. Fie H, =3:m; intersectia H " =m a lui
H1 cu H' este divizor normal in H1 =3:M. In acest subcaz P" =P, deoarece H1/ H"=P.
Aplicatia i cunucleul H'=2,-m agrupului G=m-3:m pe grupul P (= C,) este un cvasiomo-
morfism de dreapta nedegenerat, finsotit de omomorfismul @ cu nucleul H1 =3:m.
G®™ ={el,e2,,em,em,, p3, p6 ", p2,, pm,, p 3%, p'6, p*2,, p "M, } este grupul obtinut si
el are simbolul polinomial m-3:m|2-m[{C,,C }|C,;3:m/m/m].

Daca G=m-3:m, H'=2-m,iar H, =3-m, atunci H " este caracterizat de unul din planele ce

trec prin axa 3, deci H " nu-i divizor normal in H, =3-M. Prin urmare, nu poate exista grup minor de

3 — simetrie cu caracteristicile respective. Rezultate similare se obtin si in subcazurile cand G =m-3:m,
H, =3:2,iar H" este oricare din cele trei subgrupuri de indicele 3.

Si in sfarsit, grupul G=m-6:m are cinci subgrupuri de indicele doi diferite: H, =6:m,
H2 =6-m, H3 =6:2, H4 :é-m si H5 =m-3: M. Subgrupurile conjugate intre ele m; '21 -m,
m, -22 cmsim,- 23 - M sunt singurele subgrupuri de indicele 3 in grupul G =M-6: M. Are sens de
analizat situatia generala, anume: cand vom considera H'=m-2:m. Intersectia H"=2:m a lui Hl
cu H' este divizor normal in H1 =6:M. in acest subcaz P" = P, deoarece Hll H" = P. Aplicatia
w cunucleul H'=m-2:m agrupului G=m-6:m pe grupul P (= C;) este un cvasiomomorfism
de dreapta nedegenerat, insotit de omomorfismul ¢ cu nucleul H 1= 6:m. in rezultat, se
obtine un grup de 3- simetrie nedegenerata cu simbolul polinomial
m-6:m|m-2: m[{C3,C1}|C3;6: m/2:m/2:m]. in toate celelalte subcazuri (cand H,=6-m,
H3 =6:2, H4 :é-m si H5 =m-3:m) intersectia H" alui H cu H' nu este divizor normal in
H . Deci, nu pot exista grupuri minore de 3 — simetrie cu caracteristicile respective.
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Rezumand rezultatele concrete analizate mai sus, putem spune ca din cele 31 grupuri de tablete se obtin
numai 7 grupuri minore de 3 — simetrie nedegenerata.

5. In incheiere, vom analiza grupurile pseudominore de 3 — simetrie cu grupurile generatoare de categoria
G320. Conform teoremei principale a P —simetriei, in grupul de definire P se cautd toate submultimile

P" ce verifica conditia €  P' < P, iar in grupul generator G se cauta toate subgrupurile H ' de indice
egal cu puterea submultimii P, pentru care existd izomorfismul A:H/H"— P" unde e<P"cP'si
P"<P, H"=H'"nH si H"<H, iar H = Kerg este subgrup de indicele 2 in grupul G . Este evident
ca in grupul cercetat P (= C,) existd numai submultimile B'=(e, p) si P,'=(e, p') ce verifica
conditiile cerute si P" =@. De asemenea, este clar ci atait H', cat si H trebuie si fie subgrupuri de
indicele 2 in G, iar intersectia lor H " trebuie sa coincidd cu H . Acest lucru este posibil numai atunci
cind H'=H=H".

Este usor de verificat ca aplicatia {/ a grupului G (unde G este unul din cele 31 grupuri de tablete) cu
nucleul H' (unde H' este un divizor normal in G de indicele 2) pe una din submultimile B,"= (e, p) sau
P,'=(e,p ") este un cvasiomomorfism de dreapta, nsotit de omomorfismul ¢ :G — AutP cu nucleul

H = H". Deoarece cele 31 grupuri cristalografice de categoria 6320 au 1n total 59 subgrupuri de indicele 2,
apoi se vor obtine 118 grupuri pseudominore.
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