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VARIETATI ABSTRACTE MULTIDIMENSIONALE DEGENERATE
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Este definitd varietatea degeneratd N -dimensionala si sunt studiate unele proprietati ale acesteia. Varietitile sunt
considerate inchise, conexe, omogene si fard gauri. Pornind de la complexul generalizat de relatii multi-are, se face cla-
sificarea varietatilor degenerate. Rezultatele obtinute sunt similare celor cunoscute pentru varietatile clasice de genul p

[5,11,12], studiate prin intermediul complexului simplu de relatii multi-are.
Cuvinte-cheie: relasii multi-are, quasisimpleXx, varietate degeneratd, grup de omologii, varietati abstracte, bucla
Nn-dimensionala.

ABSTRACT MULTIDIMENSIONAL DEGENERATE VARIETIES

A degenerate N -dimensional variety is defined and some of its properties are studied. Varieties are considered closed,
connected, homogeneous and without holes. In this paper the classification of degenerate n-dimensional varieties is
done using generalized complexes of multi-ary relations. The results obtained are similar to results for classical varieties
of genus p [5,11,12], which are based on simple complex of multi-ary relation.

Keywords: multi-ary relations, quasisimplex, degenerate manifold, homology group, abstract varieties, n-dimensional
loop.

Fie X*=X, X2 X3 ., X™=X" X,... sirul de produse carteziene ale unei multimi finite de ele-
mente X ={X, X,,..., X, }. Folosind submultimile R™ < X™, m >1, numite relatii m -are ale elementelor

din X, in [1-3] a fost definit complexul de relatii multi-are si aplicatiile acestuia la solutionarea unor probleme
importante din punct de vedere teoretico-aplicativ.

In vederea fundamentirii teoretice a cercetarilor legate de complexul de relatii multi-are au fost obtinute
un sir de rezultate importante, printre care un rol aparte revine clasificarii varietatilor abstracte definite prin
intermediul acestui complex [4-6].

Complexele studiate in lucrarile indicate mai sus se refera la cazul cand cortegiile

(X Xi,» -+ X ) € R™ < X™, ce reprezinta ,,caramizile” din care este format complexul, nu contin repetdri
ale elementelor din X . In cercetirile ulterioare s-a constatat ci cazul in care aceste cortegii contin repetari
ale elementelor din X conduce la un sir de generaliziri netriviale ce parvin din specificul acestui obiect,
numit complex generalizat de relatii multi-are. Proprietatile acestui complex, grupurile de omologii,
caracteristica Euler etc. au fost studiate in [7-9].

Similar cazului complexului simplu [1], vom descrie in cele ce urmeaza varietatile abstracte corespunza-
toare complexului generalizat, care meritd atentie, sunt destul de captivante si promitatoare in vederea obti-
nerii unor rezultate noi ce tin de topologia relatiilor multi-are.

Pornim de la definitia complexului generalizat de relatii multi-are.

Definitia 1 [10]: Familia de relasii {R*, R*,..., R™}, R™ c X™, 1<m<n+1, ce satisface condisiile:

I.R"=X'"=X,

. R™ =0,

Il. orice subsir ereditar (le, X, X, ), din sirul (xil, Xi, s e xim) eR™, 1<l<m<n+1, ce

apartine relayiei l-are R', se numeste complex generalizat (G-complex) de relarii multi-are.

Din aceastd definitie rezultd ci multimea R™ a complexului generalizat de relatii nu este vidd pentru
orice 1<m<n+1.

In [6,11,12] a fost studiata legatura dintre varietatea abstracta si un complex simplu de relatii multi-are.

In cele ce urmeazi vom generaliza aceste rezultate si vom obtine o clasificare a varietatilor, numite varietati
degenerate.
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Varietatea n-dimensionala si proprietatile acesteia au fost studiate intr-un sir de lucrari de catre V.Bol-
tiansky [13], C.Telman [14] s. a. Astfel, varietatea este privita in primul rand ca un spatiu Euclidian de o
anumita dimensiune, numita dimensiunea varietatii. Fiecare punct de pe o varietate are o vecinatate care este
omeomorfa cu o multime deschisa a spatiului.

. 1 R . . R .
Notam prin ZM (X, &) sfera-corp in spatiul Euclidian E™" cu centrul in careva punct X € E™ si raza

1 . .o .
&> 0. Sfera-corp Zm (X, &) se mai numeste ¢ -vecinatate a punctului X .

Definitia 2 [13]: Mulsimea N — E™" se numegte varietate n-dimensionald, N> 2, dacd pentru orice

. 1 y
punct X € N exista careva € -vecindatate Z(X,s), astfel incdt intersectia Zn+ (X, &) N reprezinti o
multime omeomorfa cu sfera-corp Zn (0,1) cE" c E™.

Vom nota varietatea n-dimensionala din E™ prin V" si vom considera ci aceasta poate fi divizata intr-un
complex finit de simplexe, in caz general simplexe degenerate. Astfel de varietati sunt cunoscute ca varietati
n-dimensionale combinatorice fard borduri [13].

Conform [9], orice complex generalizat de relatii multi-are poate fi privit ca un complex de quasisimplexe

abstracte. Dacd Q™ este familia de quasisimplexe abstracte m-dimensionale, atunci acest complex de relatii
se noteazi K" ={Q°% Q%, ..., Q"}.
Definitia 3: Complexul K" ={Q°, Q*, ..., Q"} care satisface condiiile:

a) orice simplex (n-1)-dimensional al lui K" reprezintd o fatetd proprie exact pentru doud quasisimplexe
n-dimensionale ale complexului;

b) pentru oricare doud simplexe n-dimensionale distincte Q. si QT existd o succesiune de simplexe
n n n n n A A n n n-1 .
Q. =Q" Q. Qiq =Qj, astfel incar Q; NQ;' Q" 1<k<q-1;

c) fiecare simplex Q™ al complexului K", 1<m < n, reprezinti o fatetd pentru cel pufin un simplex
n-dimensional;
d) daci simplexul m-dimensional Q" reprezinta intersectia simplexelor n-dimensionale distincte

Q. Qj,0<m<n, atunci pentru succesiunea de simplexe din b) are loc relayia:
Q" c Q.T nQ.: N.. lez '

se numeste varietate abstractd degeneratd cu dimensiunea n si se va nota prin VD". Varietatea
VD™, 0<m<n-1, care este subcomplex al lui VD", se numeste subvarietate a lui VD" (se va scrie
VD™ < VD").

Conform [9], notam prin &;(m, A) coeficientul de A - incidentd a unui quasisimplex Q7' al complexului
K" in raport cu quasisimplexul Qimfl, 1<m < n. Coeficientul 8} (m, A) se descrie in modul urmator:

i . -1
g;(m,A)=[Q] :Q""].

In cazul complexului simplu de simplex abstracte [1] a fost definita notiunea de vacuum al simplexului [15].

In mod similar o vom face si in cazul studiat in aceasta lucrare.

Fie Q;‘ = (Xio’ X, xik) un quasisimplex oarecare cu dimensiunea k din complexul K" .
Definitia 4: Daca coeficientul de incidenta 8} (k,A) :[Q:-< :(-1)'S ] este egal cu 1 in raport cu orice
k
fareta (k-1)-dimensionala S{™* a lui Qf, i=01..k, atunci Q \(U (-1)'S}™) se numegste vacuum cu
i=0
dimensiunea k al quasisimplexului Q;‘ , 1<k <n.
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0 k
Vom nota vacuumul quasisimplexului Q'j‘ prin Q.

Remarca. Vacuumul unui simplex cu dimensiunea zero coincide cu acel simplex.
on on on
Fie Q/,Q;,.., Q" careva t quasisimplexe n-dimensionale din K", iar Q,, Q,,... Q,— vacuumurile

n
n-dimensionale ale acestora. Evident, Q \(02i reprezinta, la rdndul sdu, un complex de quasisimplexe
(n-1)-dimensionale (este complexul generat de fatetele (n-1)-dimensionale ale lui Q"), 1<i <t. Acest
complex se numeste bord al quasisimplexului Q;" .

Sd admitem ca intr-o varietate degeneratd VD" au fost eliminate P. vacuumuri i-dimensionale, 1<i<n.
Definitia 5: Varietatea degeneratd VD", din care sunt eliminate P, vacuumuri n-dimensionale, P, ;
vacuumuri (n-1)-dimensionale, ..., P, vacuumuri 1-dimensionale, se numeste varietate degenerata cu P,

n
borduri n-dimensionale, P,_, borduri (n-1)-dimensionale, ..., P, borduri 1-dimensionale.

In cele ce urmeaza vom studia doar varietiti ce satisfac definitia 3. Astfel de varietati sunt:

« finchise, adica fara borduri (se asigura de conditia a) din definitia 3);

o conexe (se asigura de conditia b) din definitia 3);

« omogene (conditia c) din definitia 3);

« fard gauri (conditia d) din definitia 3).

Fie S" un quasisimplex abstract n-dimensional. Multimea tuturor fatetelor proprii ale lui S" formeazi un
complex de quasisimplexe abstracte, cu dimensiunea (n-1), pe care il vom numi frontiera—complex a quasi-
simplexului dat si il vom nota prin [S"].

Teorema 1. Frontiera—complex a unui simplex abstract S" este o varietate abstractd (n-1)-dimensionald
si fara borduri.

Demonstratie: pentru a demonstra teorema e suficient sa demonstram ca in cazul frontierei-complex a

unui simplex abstract S" sunt satisficute conditiile definitiei 3.

Un simplex n-dimensional S" poseda proprietatea: orice fateta (n-i)-dimensionala, 1<i <n, apartine
exact la i fatete p-dimensionale, unde p=n-i+1, n-i+2, ..., n (in cazul p=n, consideram ca fateta n-dimensio-
nald a lui S" coincide cu simplexul S™). in baza acestei proprietiti rezulta ca fiecare simplex S" din com-
plexul [S"] reprezinta o fatetd proprie exact pentru doud simplexe (n-1)-dimensionale. Prin urmare, conditia

a) a definitiei 3 este respectata. Aceasta, la randul sdu, garanteaza si respectarea conditiei b), deoarece de
la orice fateta (n-1)-dimensionald se poate trece la orice alta fatetd cu aceeasi dimensiune. Din proprietatea
quasisimplexului, anuntata anterior, rezultd ca orice quasisimplex m-dimensional al complexului

[S"], 0 <m < n-—2, reprezinti o fatet a cel putin unui simplex (n-1)-dimensional (conditia c) a definitiei 3).
Pentru a demonstra ca se respecta si ultima conditie a definitiei 3, e suficient sa observam ca oricare doua
simplexe S/, SJ™" € K" =[S"], fiind fatetele (n-1)-dimensionale ale lui S", au o singur fateta comuna
S"? e K" =[S"], adica S]""NS;"=S"? ceea ce inseamnd ci succesiunea respectivd este chiar
perechea S, S; ™. m
Pentru varietatea degenerati VD" cu P, borduri n-dimensionale, P, , borduri (n —1)-dimensionale, ...,
P, borduri 1-dimensionale vom nota prin P" = (P,, P,, ..., P,) caracteristica de bord a lui VD", iar insisi

varietatea 0 vom numi varietate P"- degenerata.
In [9], folosind grupurile de A -omologii ale unui complex de relatii multi-are pentru grupul numerelor
intregi, a fost definita notiunea de A -ciclu.
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Definitia 6: O varietate p"- degenerata se numeste orientabild, dacd contine un A - ciclu n—dimensional.

Fie S" un quasisimplex abstract n-dimensional. Vom nota prin K" frontiera—complex a lui S", adica
K" =[S"]. In [9] a fost definitd notiunea de orientare pozitivd a unui quasisimplex.

Lema 1. Daca toate fatetele unui quasisimplex abstract n-dimensional S" sunt orientate pozitiv, atunci
frontiera—complex K" a acestui quasisimplex este o varietate P"L- dimensionald orientabild.

Demonstratie: Fie toate fatetele quasisimplexului S™ = (X,, X;,-.., X,) sunt orientate pozitiv.

Consideram A - lantul L"* =1-S0* +1-S/ +...+1-S"*, unde S'*, 0<i<n, este fateta sim-
plexului S", opusa varfului X;. Pornind de la notiunea de A -frontierd a unui simplex abstract si simplexe

coerente [13,16], usor deducem ca orice simplex S"? se va contine exact de doud ori cu semne opuse in
A - lantul
n-2 _ Apn-1 _ n-1 n-1 n-1
L™ =AL" =AS; "+ AS; " +..+AS,
ceea ce inseamnd ci "% = 0. Prin urmare, si AL =0. Astfel, L"™" este un A - ciclu (n-1)-dimensional

al lui S" si este omolog cu zero. m
Folosind notiunea de caracteristica Euler [9], vom defini in continuare notiunea de varietate sferica.

Caracteristica Euler a varietatii degenerate VD" o vom nota prin y(VD").

Definitia 7: O varietate abstractd degeneratd, orientabila si fara borduri VD", se numeste varietate
sferica cu dimensiunea n, dacd poseda proprietatea.

n« |0, daca nesteimpar
x(VD )={

Varietatea sferica cu dimensiunea N se mai numeste sfera abstracta N -dimensionala si se noteaza prin Z",

2, daca neste par

Drept exemplu de varietate sferica abstracta poate servi frontiera—complex a unui quasisimplex n-dimensional.
Aceasta va fi o sferd cu dimensiunea n-1.

Fie K" ={QO, Ql,..., Q"} un complex de relatii multi-are, reprezentat prin familiile de quasisimplexe
m-dimensionale Q™, 0<m<n. Vom spune ci succesiunca de quasisimplexe m-dimensionale

Q" QY...Q", QT...Q¢ ale acestui complex formeazi un lant m-dimensional, daci intersectia
oricaror doua quasisimplexe vecine ale acestei succesiuni reprezinta un quasisimplex (m-1)-dimensional.

Daca Qim, QiTl sunt quasisimplexe orientate la fel (coerente — a se vedea [13,16]), atunci un astfel de lant se

va numi drum m-dimensional in K".
Definitia 8: Varietatea degenerata abstracta si orientabila VD " se numeste conexa forte, daca pentru ori-
care doud quasisimplexe Qin , Q? eVD" existd drum de quasisimplexe n-dimensionale ce leagd Qin de QT :
Teorema 2. Orice varietate conexd forte VD" reprezinta un ciclu n-dimensional si grupul de omologii
directe de ordin m al acesteia este izomorf cu grupul numerelor intregi, adici A"(VD", Z) = Z.

Demonstratie: Intr-o varietate conexa forte VD" oricare doui quasisimplexe n-dimensionale QJ si Q[”;
sunt unite printr-un drum n-dimensional Q) =Q[', Q7,...Q", Q¢ =Q_.

Formam A -frontiera varietatii VD" . Fiecare fatetd (m-1)-dimensionald a varietatii va figura in accasta

frontierd exact de doud ori, cu semne diferite. Prin urmare, AVD" =0, ceea ce inseamni ci VD" repre-
zinta un A -ciclu. Astfel, avem:

L" =vD" =S/' +S3 +..+S" ,
n
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sau L"=vD"=-8-S7 -..-S" .
On

Evident, aceste sume reprezintd niste A —cicluri, ceea ce asigura relatia Z"(A)=A"(VD",Z2)=2Z,
deoarece nu exista A —cicluri n-dimensionale omoloage cu 0. m

Alegem un quasisimplex m-dimensional Q™ al varietatii conexe forte VD" . A —ciclul (m-1)-dimensional
AL AQ™ il vom numi in continuare A —ciclu simplu, 1<m<n.

Definitia 9: Un A—ciclu Z™ se va numi A —ciclu elementar, daci Z™ = 5,2] +6,2) +...+ 3, Z,
unde z;", z3',..., Z, sunt A —cicluri simple, iar &; =+1, 1<i<k.

Unele rezultate cunoscute pentru cazul complexului simplu de relatii multi-are (a se vedea [11,12]) se
generalizeaza pentru G-complexele de relatii multi-are, cu aceeasi tehnica de demonstratie.

Teorema 3. Daca intr-o varietate degeneratda abstracta orientabild, fara borduri §i conexa forte vD",

. . . : . L o1 n-1 - . P .
orice subvarietate (n-1)-dimensionald, sferica si orientabila Z divizeazi VD" in doud componente
CyAN . . R n
conexe, atunci VD" reprezintd o varietate sfericd, adica VD" =",

Demonstratie: Din cele examinate anterior deducem ca frontiera-complex K "1 4 unui simplex abstract
n-dimensional reprezintd o varietate sferica abstractda (n-1)-dimensionald. Aceasta garanteaza existenta sub-

varietatii Zn_lc VD", care satisface ipoteza teoremei. Examindm sirul de schelete p-dimensionale, 0< p <n,

ale varietatii degenerate VD", privindu-le ca complexe de relatii multi-are KOcKlc..ckMlck” ,
si un sir de subvarietati sferice arbitrare:

Zlc ch...czmc...czn_lcVD” =K" (1)
. . . -1 ... o N o v -1
Conform ipotezei teoremei, Zn divizeaza complexul K" in doud componente conexe, K{' U Zf
. -1 1. -1 S . — n . -
sl KQ Uzg , unde f sl Z; sunt doud copii ale lui zn o Tinand cont de definitia notiunii de
schelet al unui complex de relatii multi-are [9], precum si de succesiunea de incluziuni (1), rezulta ca si Zm

divizeaza complexul K ™ in doua subcomplexe: le 2y Z;n si IZ&“ U Z;Hl. Deci, ZT s Z? sunt

A -cicluri omoloage cu 0. Astfel, si Zm este un A -ciclu omolog cu 0.

Fie Z™(A) grupul A-ciclurilor lui K™ 1<m<n-1, decisi al lui K". Toate simplexele m-dimen-
sionale ale lui K" apartin lui K™ (deoarece K™ este scheletul m-dimensional al lui K"). Z{"(A) repre-

K™ pe cand pentru K™ acestea nu mai sunt omoloage cu 0.

zinta grupul A -ciclurilor omoloage cu 0 al lui
Formand grupul-cat Z™(A)/Zg§'(A) = A" (K",Z), si demonstrim ca acesta este trivial, adica e izomorf
cu 0. Pentru aceasta e suficient a demonstra ca grupul Z™ (A) satisface relatia Z™ (A) = 0.

Mai intai vom demonstra ci orice A -ciclu elementar din Z™(A) al lui K™ este omolog cu 0. Pentru
aceasta, conform definitiei 9, este suficient a demonstra ca orice A -ciclu simplu din grupul Z™ (A), raportat

S m+1 c K m+1

la complexul K m+1, este omolog cu 0. Acest lucru este evident: daca e un simplex arbitrar,

m .
atunci, conform teoremei 2, A —ciclul z™ = AS™? = > (-1)'S{™, unde S{" este opus varfului i, avand
i-0
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dimensiunea m, apartine grupului Z™(A) al complexului K™ si este un A -ciclu simplu. Concomitent z™

Lm+1 — S m+1 m

este A-frontiera A -lantului Deci, z™ apartine lui Zg'(A), adici vom nota

M=z K"=VvD, sau K™ arc in total @p, quasisimplexe (m+1)-dimensionale:

m+l ~m+l m+1 ; i .omoom m ; .
Q Q.. Qam+l . Astfel, avem a1 A-cicluri simple: zg, Zpp ..., Z0g,,,* 12r SUMa acestora:
m m m m m
ZO :51201 +52202 ++5IZOI +...+5m+lzoam+l, (2)

unde &, =+1,1<i<a,,,, reprezinta un A-ciclu elementar si omolog cu 0O pentru complexul K™,
A-ciclul z;' din relatia (2) nu are forma generald a unui A -ciclu din z;' (A).
Expresia
2y = 0,20 +QyZgy +o + 0iZg o+ 0, 2y, 3)
unde g; € Z este arbitrar, i €{l, 2,..., &, }, reprezinta forma generald a unui A-ciclu din Z;'(A) pentru
complexul K™ De aici, insa, nu rezultd ca A-ciclurile z{;, zgy,..., Zp,, . constituie 0 baza [17] a grupului

Z,'(A) pentru subcomplexul K™ < K". Prin urmare, in conditiile teoremei formulate si in virtutea
constatarilor de mai sus, imediat se verifica egalitatea (a se vedea teorema 2):

O Zgy + 0,20 + .+ 0,20 +...+ 0, 75, =0, (4)

m+1 Oam+1

unde z§ = AQ™, 6 =+, 1<i<aq,,, sideci 25, =-5,6,20 — ... — 5,5, Zg

O Oam+1 '

Considerand grupul Z;'(A) apartindnd subcomplexului K™, acesta necesita a fi notat Z™ (A) , deoarece

m+1 m+1

vacumurile respective Q,"", Q, ,...,Qamlm+1 (definitia 4), ce corespund frontierelor determinate de A -

ciclurile mentionate, nu apartin lui K™,
Mentioniam ci orice A-ciclu general z™ al grupului Z™(A) pentru complexul K™ poate fi reprezentat
sub forma:
2" =0, +0,2; +..+0,2" +...+ g%lzm (5)

unde z" = AQ™, iar g, € Z,i e {L, 2,..., o, ., }-

Sa considerdam familia VD™ a tuturor subvarietatilor VD™ VD™ ce divizeaza K™ in doud compo-

. < ey .. o 1 A 1 1 1
nente conexe. Rezultd ci familia {VD™} divizeaza K™ in componentele conexe Q;"", Q, ..., Q"

m+1 !

considerate ca subcomplexe ale lui K™, adica:

Om+1

U Qim+l =K m+1.
i=1

Precum s-a observat mai sus, dacd subvarietatea arbitrara VD" divizeaza VD" in doud componente
conexe, atunci rezultd ca si subvarietatea sferica arbitrara VD™ divizeazi subcomplexul K™ VD" in

= . - - 1 1 1 cox
doua componente conexe. Deci, A-ciclurile zg =AS™, 2, = AQ;",..., 25, =AQ;"  determina

Q,

A-ciclul general Azg' al grupului z,' (A), pentru complexul K™ (a se vedea relatia (2)). Aceste A -cicluri

0 m+1 0 m+1 0 m+1

m+1 m+1 m+1
] ] Q

completate respectiv cu vacumurile Q, ,Q, ,..,Q,  determina simplexele Q;" ", Q, Deci,

am+1'
A-ciclurile z' = AQ™, 23" = AQ;™,..., 2]} = AQJ™ sunt omoloage cu 0. Conform relatiei (3), expresia

O

(5) este argumentata.
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Sa aratam ca A -ciclul din (5) este omolog cu 0. Pentru aceasta, e suficient a se apela la demonstratia relatiei
AAL™ =0, pentru orice m €{0, 1,..., n} din [19], de unde avem ci AAQ™ =0, Vm e {L, 2,..., n — 1}. In continuare
se verifica egalitatea Az ™" = g,Az["" +0,Az) " +... + 0, Az = 0,AAQ" + §,AAQ] +...+ 0, AAQ] =0.
Prin urmare, pentru complexul K" obtinem ca Z™(A) = 0, ceea ce implicd relatia A"(K",Z) =0,1<m<n-1.

Cunoscénd proprietitile frontierei-complex K"™ a unui quasimplex abstract n-dimensional Q", deducem

ca pentru complexul K" =VD" se verifici relatiile:
A(K",Z)=Z, A (K", Z)=..=A"(K",Z)=0,A"(K",Z2)=Z,
pe cand rangul grupului Z este egal cu 1. Astfel, obtinem:
n , 0, daca n=2m-1
n — Kn — _1 |r_ — ' y
2(V7) = 2(K%) izzl:( ) {2, daca n=2m, 1<m<n-1,
unde r. reprezinta rangurile grupurilor de omologii directe A'(K",Z),0<i<n. Conform definitiei 7,

teorema e demonstrata.

In cele ce urmeazi vom face o clasificare a varietatilor abstracte degenerate, orientabile si fira borduri.
O astfel de clasificare este cunoscutda pentru varietatile determinate de complexele obisnuite de relatii
multi-are [12]. Aparitia in cazul nostru a quasisimplexelor abstracte n-dimensionale isi are ,,farmecul” sdu
datorita buclelor p-dimensionale, 0 < p <n—1. In rezultat vom obtine o clasificare care le contine pe cele

din [12].
Fie Q™ un quasisimplex abstract m-dimensional, determinat de sirul ordonat de elemente (X, X, ..., X,,) -
Vom spune ca doud subsiruri ereditare (xil, Xi, oees X, ) si Xj s Xj e Xj de lungime p, sunt distincte
p 8 2 p

daca ele difera cel putin printr-un element.
Definitia 10: Familia din t>1 subsiruri ereditare de lungimea p, distincte douda cdte doud

QP ={(x7, xi”z’,...,xi”;) ‘a=1,2,.,t}, a unui quasisimplex abstract m-dimensional Q™ = (X, X5 ,..., X, ) , C&
poseda proprietatile:
a) toate elementele xi‘f, xfz’ .y X ale unui subgir ereditar o =1, 2,...,t sunt distincte intre ele;
P

b) toate cele a subsiruri ereditare, 1<« <t, sunt formate din aceleasi careva p elemente ale mulgimii
initiale X;

c) QF este o familie maximald de subgiruri ereditare de lungime p, adica pentru quasisimplexul
Q™ =(Xyy Xpyeey X)) NU EXiStd 0 altd familie de subsiruri ereditare Q! de lungime p ce poseda
proprietatile a) si b), astfel incat QF < QF;

d) pentru quasisimplexul Q™ nu existd o altd familie, formata de asemenea din t > 1 subsiruri ereditare
de lungimea q > p, Q% ={(x’, xsﬁz,...,xsﬁq):ﬁzl, 2,...t}, cu proprietdfile a) si b) mensionate mai

sus, astfel incdt elementele Iui X, ce genereaza subgirul (XIT , Xioz’ e X7) € QP formeaza o
P
submulsime a mulsimii de elemente din care e format subgirul (xs’i, xfz X2 e Qf
q

se numeste bucla p-dimensionala de gradul t a quasisimplexului Q™.

Mentionim ci cazul t=1 genereazi conditia p=m, ceea ce inseamni ca quasisimplexul Q™ reprezinti un
simplex obisnuit S™, studiat in [1].

Sa construim acum un sir infinit de varietati n-dimensionale neizomorfe. Din cele expuse mai sus rezulta
cd un complex generalizat de relatii multi-are poate avea bucle cu dimensiunea p =1, 2,...,n—1. Mentio-

nam ca caracteristica Euler a unei varietati sferice degenerate (definitia 7) nu depinde de numarul de bucle si
de dimensiunile acestora, dar depinde doar de dimensiunea varietétii.
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In conformitate cu situatia clasica, varietatea sferica ce corespunde unui complex obisnuit [1] de relatii
multi-are se numeste varietate cu genul 0 (a se vedea [14,18,20,21 si 12] ). Existenta buclelor p-dimensio-

nale in complexele generalizate K" conduc spre o varietate sferici degenerati cu dimensiunea n ce contine
simplexe de tip ,,sa” cu dimensiunea 0 < p <n—1. Aceste simplexe corespund buclelor complexului K".
Fie X, si X,, X; N X, =, multimi finite de elemente, in baza carora, prin complexele generalizate

de relatii multi-are, se construiesc doua varietati sferice degenerate disjuncte cu genul O: Zln si Z; Sa
consideram ca pe aceste sfere exista un numar suficient de mare de quasisimplexe n-dimensionale, astfel
incat pe Z: si, respectiv, pe Z; si existe cite doud quasisimplexe Q;y, Qp, si, respectiv, QJ;, QJ,,
astfel incat se respecta conditiile:

anl N anz =

le N ng =J.

Determinam bordurile lui Zln si Q, prin eliminarea vacuumurilor simplexelor indicate:
' (Y ) = Q4 \ Oy ~[S%
bd?(3 ) = Q) \ @y, ~ (53]
(Y7 ) = Q3 \Qyy = [S3]
bd* (¥ ) = Q3 \ Qs = [S3]

Deoarece bordurile bdl(Z:) si bdl(Z;) sunt izomorfe ca suprafete de simplexe, existd un izomorfism
si intre bdz(z:) si bdz(Z;). ,Lipim” in mod izomorfic frontierele bdl(z:) cu bdl(ZZ) si
2.\ 2\
bd (Zl) cu bd (ZZ)

Prin verificarea conditiilor definitiei 3 ne convingem ca in rezultatul acestei operatii de ,,lipire” se obtine

o varietate degenerata nou, pe care o vom nota prin VD;'.

Definitia 11: Varietatea degenerata VDln Se numeste varietate degeneratd cu genul 1.
Intr-o ilustrare graficd, varietatea VD;' s-ar deosebi de varietatea sferica Zn (sau Zn) rin faptul ca
g ' 1 1 2) P p
are o ,,gaura”.

Fie acum ca avem doua varietati degenerate VDln (varietatea cu 0 ,,gaurd”) si VDS (varietate fara ,,gaura” —
varietate sferica degenerata), care poseda proprietatile:
a) exista perechile de quasisimplexe

Q'(M), Q7 M eVDl si Q(0),Q7(0) eVDy;
b) perechile de quasisimplexe alese poseda proprietatea:

AONRW=3
Q' ()NQ;(0)=2
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Examinam bordurile:

0 n

bd*(vD{") = Q' M\ Q; (V) = [Qf W],
0 n

bd?(VD{') = Q7 (\ Q5 (1) =[QF (W],
0 n

bd*(VDg) = Qf'(0)\Q; (0) = [Q{ (0)],

0 n
bd?(VDg) = Q7 (0)\Q, (0) =[Q3 (0)].
Lipim” iarasi izomorfic bd*(VD{") cu bd*(VD{) si, respectiv, bd?(VD{') cu bd?(VDJ).
In rezultat obtinem din nou o varietate abstracta (a se vedea definitia 3).

Definitia 12: Varietatea abstractd degenerata VD3 se va numi varietate cu genul 2.

(Genul 2 al varietdtii inseamna ca avem o varietate cu doua ,,gauri”.)
Acum putem generaliza operatia de ,lipire” descrisa mai sus: fie am obtinut doua varietati degenerate

VD B—l si VDS , adica una are (p-1) ,,gauri”, iar alta este varietate sfericd degeneratd. Consideram
S{'(p—1) si S7(p—1) doua quasisimplexe n-dimensionale distincte VD 4, iar S{'(0) si S7(0) — doud

simplexe n-dimensionale distincte din VDg. Construim bordurile:
0 n

bd*(VDp_1) =Qf' (P -D\Q; (P -1 =[Q[ (P-1)],

On

bd?(VDp_1) = Q7 (P-D\Q,(p-1) =[Q2 (p-D],
On
bd*(VDg) = Q[ (0)\Q; (0) =[Q[ (0)],

0 n
bd? (VD) = Q3 (0)\Q, (0) =[Q7 (0]
.Lipim” iarasi izomorfic bordurile bd'(VD} ;) cu bd*(VDg) si, respectiv, bd®(VD} ;) cu bd?(VDg).
Obtinem o varietate noua VDB.

Definitia 13: Varietatea VDB se numeste varietate abstracta degenerata de genul p (adica, cu p,,gauri’”).

Conform celor descrise mai sus, rezulta ca printr-o procedura iterativa se poate obtine un sir infinit de

varietati degenerate cu genul p=0, 1, ...
VDS,VD{',VDS,...,VDB,... (6)

In literatura de specialitate notiunea de gen are un sens mult mai variat si complicat (a se vedea, de
exemplu [22]). Din aceste considerente, vom folosi mai mult in continuare notiunea de varietate degenerata
Cu ,,gauri”.

Prin analogie cu cele cunoscute pentru proprietatile abstracte ce corespund complexelor de relatii
multi-are simple [1,12], vom demonstra, in cele ce urmeaza, un sir de rezultate ce tin de specificul varietati-
lor degenerate multidimensionale.

Teorema 4. Pentru o varietate degenerata multidimensionala VDS, p €{0,1, 2,..} se verifici egalitatea:
2-2p, daca n=2m,
D)= 7
#0VD;) {O, daca n=2m-1, 0
unde me{l, 2, 3,...}.
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Demonstratie: Demonstratia teoremei 0 vom face prin aplicarea inductiei matematice in raport cu numarul
de ,.gauri” p al varietatii VD, p € N.

In cazul p=0 avem varietatea sferici VD, . Tinand cont de definitia 7, obtinem:

n 0, daca n=2m-1,
D") = -
xD9) = (2 {2, daca n=2m,

unde me N.
Admitem ca afirmatia teoremei este adevarata pentru cazul p=t, t>0. Examinam cazul p=t+1. Sa
demonstram ca are loc egalitatea:
0, daca n=2m-1,

ZNDtil):Z(Z):{Z—Z(t-}-l), daca n=2m.

in [9] se demonstreazi ca pentru oricare doud subcomplexe generalizate K° si K9 ale unui complex
generalizat de relatii multi-are K, 0 < p, g <n, are loc egalitatea:

2(KPUK®) = 2(KP) + 2(K*) = 2(K" N KT).
In baza acestei relatii, a metodei de construire a sirului (6) si a pasului precedent al inductiei matematice,
obtinem:
a) y(VD) =0+ (-1)*"?.2-2+0+(-1)°"*.2-2=0, pentru N = 2m —1,
b) (VD) =2-2(t-1)+(-1)*™?.2-0+2+(-1)*""-2-0=2-2t, pentru N=2m.m
Notd. In cazul n=1 existd o singurd varietate degeneratd, care este sfericd gi nu confine ,, gauri”, adicd

VD, = Zl. Pentru VD, are loc egalitatea »(VDg) =0.

Fie X 0 multime arbitrara de elemente, in baza careia se construieste un complex generalizat de relatii

multi-are K".
Consideram ca acest complex satisface conditiile a)-d) ale definitiei 3 si, prin urmare, determina o

varietate abstracta degenerati VD" . Totdeauna putem admite cd multimea de elemente X este suficient de
mare, astfel incét se va gasi un element X~ e X, neutilizat la constructia varietitii VD". Formam simplexul
0-dimensional S° = (X,)- (In baza definitiei complexului generalizat din [9], putem considera S° si ca un

quasisimplex Q°). Acum toate quasisimplexele din VD" le vom inlocui prin quasisimplexe de forma
(X0) - Q" = (X, Xip s X 1eens X ) =Q"" unde Q° eVD", pe{0,12,..,n}.

Definitia 14: Quasisimplexul obsinut Q"™ se numeste piramidi degeneratd cu varful X, si baza QP . Se
noteazd aceastd piramidd prin PD".

Constructia piramidei degenerate se face prin analogie cu cele din [13].

In continuare vom face o clasificare a multimii tuturor varietatilor degenerate abstracte, orientabile si fara
borduri. A clasifica multimea tuturor varietatilor n-dimensionale inseamna a diviza aceastd multime in clase
(grupe), conform unei proprietati, astfel incat proprietatea fiecarei varietati din clasa datd si fie aceeasi si
totodata sa difere de proprietatea altei clase.

Sirul de varietati degenerate construite (6) permite sa facem o clasificare conform numarului de ,,gauri” al
acestora. Mentionam ca sirul (6) reprezinta un sir de varietati degenerate abstracte, orientabile, n-dimensio-
nale si fara borduri.

In mod similar cu cele demonstrate in [11,12], pentru varietatea degenerata obtinem urmatorul rezultat.

Teorema 5. Daca VD" este o varietate degenarati abstractd, orientabild, fard borduri si conexa forte,

determinatd in baza unui complex generalizat de relatii multi-are K", atunci in sirul (6) existd o varietate,

care conyine acelasi numdr de gauri ca si VD".
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. . -1 - . C o qe o . - .
Demonstratie: Vom nota prin Zin ’ 0 subvarietate abstracti si sfericd din VD". Sd admitem cd orice

astfel de subvarietate divizeazi VD" in douad componente conexe. Conform teoremei 3, putem considera ca

.o n ~ o - . - - A «
VD" este o sferd abstracti, adici VD" = Z . Aceasta inseamna ca varietatea cdutatd in sirul (6) este VD, .
Prin urmare, VD" este de genul 0 (nu contine ,,gauri”).

. g . . g . . . -1
Sd admitem c¢d VD" nu este varietate sfericd degeneratd. Atunci in VD" existd o subvarietate Z?l).

e A . . o o . n-1 . n-1 .
Conform presupunerii, in rezultat se obtine o varietate conexa cu doud borduri Z(l)l sl Z 2 izomorfe cu
n-1 . R . . . . . - - ey
Z(l). Aceste doud borduri se obtin dintr-o multime de simplexe si vacuumuri care se datoreaza ,,taieturii

-1 . . ..
facute pe 2?1)' Bordurile satisfac conditia:

n-1 ﬂ Zn—l _ @

(1)1 2
Pe bordurile obtinute se construieste cate o piramida degeneratd conform definitiei 13. Notam aceste
piramide prin PD .y, si PD,,, iar varietatea obtinuta prin VD, .
Usor se verifica ca varietatea obtinuta poseda proprietatile:
. .. . . . n-1 . n-1 . .
|. Fiecare quasisimplex (n-1) dimensional de pe frontierele » si Y este fafetd comund exact
(D1 (1)2 7
pentru doud quasisimplexe n-dimensionale.

Il. Oricare doud quasisimplexe n-dimensionale disjuncte (cu intersectie vida) pot fi unite printr-0 succe-
siune de quasisimplexe n-dimensionale, astfel incdt fiecare doud quasisimplexe vecine din sirul respectiv

au o fareta (n-1)-dimensionald comund. Aceasta rezultd din definitia varietdtii degenerate VD" si a
piramidelor PDj, si PD),.
I1l. Fiecare quasisimplex m-dimensional, 0 <m<n, de pe bordurile pe care s-au construit piramidele,

apartine unui quasisimplex n-dimensional din VD" sau uneia din cele doud piramide construite.
IV. Simplexele de pe bordurile pe care s-au construit piramidele degenerate determina doud varietdti
abstracte degenerate fara ,,gauri”.

Deoarece varietatea degeneratd VD" este conexa forte, rezulta ca piramidele PDgy, si PD,, pot fi
construite astfel incat VD(nl) de asemenea sd fie conexa forte. Pentru aceasta e suficient de facut ca orice
quasisimplex n-dimensional Q7 al piramidei PD ), sau (PD,,) si fie concordant cu quasisimplexul vecin

nog: (n) n (m
Qi din VD U Z(l)lU Z(l)z'

Demonstram teorema aplicand inductia matematica in raport cu numarul de ,,gauri” ¢ € N.

_ < N ny _ n no_ n
Cazul g=1. Vom arataca y(VD;)) = y(VDy,) +2, unde VD, =VD".
-1 . . . . . . .
Zn si F’D(nl)2 reprezinta bazele piramidelor degenerate PDjy; si PD(nl)z. Folosind cele mentionate

(1)1
anterior, vom avea:

#(PDgy) :Z(—l)‘ai + (-0 1+ () ey o+ (D) ", =1.

i=0
De asemenea, si 7(PDj,) =1.

Din relatia VD, = (VD™ \Z:l_)]) UPD,, UPDy,,, rezulta:

Z(VD(nl)) = Z(\/D(n)) - Z(Z?l_)]) + Z(PD(nl)l) + Z(PD(nl)z) (8)
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Tinand cont de faptul ca y(PD ;) = 7(PDgy,) =1, precum si de relatia (7), din (8) obtinem:
a) y(VDyy) = x(VDpy) —0+1+1= y(VD(,) +2, pentru n=2m, me N; 9

b) ¥(VD(,)) = ¥(VDg,) —2+1+1= y(VD,), pentru n=2m-1, me N. (10)
Din rationamentele de mai sus rezulta ca pentru cazul q =1 afirmatia teoremei este adevarata.

Cazul g=p-1. Presupunem ci s-au facut p-1 , tdieturi” sferice pentru varietatea VD" VD(O)
Daca n=2m , atunci are loc formula recurenta y(VD(, ;) = ¥(VDg,) +2(p-1). In cazul n=2m-1 se
verifica egalitatea: y(VD(, ;) = 7(VD,) =0. (Tinem cont de faptul ci varietatea VD, ,, nu este sferica.)

Cazul g=p. Conform pasului inductiv g=p-1 si teoremei 3, varictatea degenerata (\/D(”p_l)) dispune de o

varietate sferici Z?;)l . Completénd cu doud piramide (PD ;) si (PD(},), obtinem:
VD (p) _VD(np—l) Z UPD(p)lUPD(p)Z
Casi in cazul g=1, obtinem VD", =VD"  \ #(>" ) + #(PD"..) + 7(PD.,), de unde:
st in cazul Q=1, Ot (m = V(-1 Zz(p) T2 Pon) + 2(FPpy2) :

xVD(, ) —0+1+1= y(VD[, ) +2, pentru n=2m,

2(VD(y,)) =
P7 | xvDl ), pentru n=2m-1.

In caz ca (VD(,,) este varietate sfericd, atunci, tindnd cont de relatia pentru »(VD(} ;) (cazul inductiv
q=p-1), obtinem:
] yVe)=2-2p, pentru n=2m,
Z(\/D(p)) = { © [

0, pentru n=2m-1.

Din cele demonstrate, precum si din rezultatele prezentate in [5,6,9,11,12], rezulta ca complexul de relatii
multi-are reprezinta o structura discreta noud ce poate fi utilizata cu succes la efectuarea unor cercetari cu ca-
racter teoretico-aplicativ. Prin intermediul acestui complex au fost efectuate unele cercetari ce tin de studierea
diferitelor tipuri de varietati abstracte.
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