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ASUPRA CONVOLUTIILOR DE TIP SERIE DE PUTERI iN CAZ DISCRET

Bogdan Gheorghe MUNTEANU
Universitatea de Stat din Moldova

Clasa distributiilor de tip serie de puteri reuneste o gama larga de distributii discrete. Componenta acestei clase per-
mite studiul distributiei duratei vietii unui sistem, caracterizatd de o convolutie suma de variabile aleatoare independente
si identic distribuite (v.a.i.i.d.) de tip discret intr-un numar aleator, in care acesta are o distributie de tip serie de puteri.
Obtinem astfel functia generatoare a duratei vietii, precum si media si dispersia acesteia.

Cuvinte-cheie: durata de viata, distributie serie de puteri, convolurie, funcrie generatoare.

ON THE CONVOLUTIONS OF POWER SERIES TYPE IN THE DISCRETE CASE

The class of the power series distribution type brings together a wide range of discrete distributions. The composition
of this class allows the study of lifetime distribution system, which is characterized by a convolution sum of independent
and identically distributed random variables (i.i.d.r.v) of a discrete case in random number, it has a power series distri-
bution type. Hence we obtain the generating function of the lifetime and its expectation and variation.

Keywords: lifetime, power series distribution, convolution, generating function.

1. Rezultate preliminarii

Nevoia de a rezolva unele probleme din Teoria Fiabilitatii a condus la introducerea convolutiei de tip serie
de puteri. Primele rezultate referitoare la clasa distributiilor de tip serie de puteri se datoreaza lui Noak [8] si
Kosambi [5], acestia punand accent pe o parte din repartitiile de tip discret care fac parte din aceasta clasa.

In aceasti lucrare se prezinti in mod unitar o serie de convolutii de tip serie de puteri in caz discret.

Lucrarea este structurata astfel. In Sectiunea 2 este definita clasa repartitiilor de tip serie de puteri, fiind
evidentiate elementele reprezentative ale acesteia, luandu-se in considerare repartitiile discrete zero trunchiate
(unde este cazul): binomiald, Poisson, logaritmica, geometrica, Pascal si binomiala negativa. De asemenea,
sunt prezentate proprietitile acestei clase. In Sectiunea 3, cu scopul de a determina distributia timpului de
viata vazuta ca o convolutie de tip serie de puteri, se prezinta modul in care se calculeaza functia generatoare
a convolutiei de tip serie de puteri, precum si media si dispersia acesteia. In Sectiunea 4 sunt aduse cateva
exemple de convolutii de serie de puteri in caz discret (convolutiile geometrica si Pascal). Teoremele limita cu
aplicatii la fiabilitatea sistemelor sunt prezentate in Sectiunea 5. Concluziile din Sectiunea 6 incheie lucrarea.

2. Clasa PSD
In aceasta sectiune vom folosi clasa de repartitii care a fost definitd si introdusa pentru prima data in
lucrarile lui Noak [8] si Kosambi [5] si utilizata pentru a studia convolutiile similare in caz absolut continuu.

Fie Z o v.a. astfel incat P(Z € $2,.. E: 1.

Definitia 2.1. Spunem ca variabila aleatoare Z are distributie de tip serie de puteri daca
P€—Z\—azeZ 7=12,..0c Q.7 .t >0 (2.1)
~OA0) T R '

unde a;,a,,...este un sir de numere reale pozitive, 7 este un numar pozitiv marginit superior de raza de

convergenta a seriei de puteri (functia serie) A(@) = Zazﬁz ,V0 €(0,7), iar @ este parametrul putere al
z>1
repartitiei. Precizam ca seria de puteri A(@),0 € Q,T:r > 0 este o functie nenegativa si indefinit derivabila.

VVom nota prin PSD (“power series distribution”’) clasa functiilor de repartitie de tip serie de puteri. Daca
variabila aleatoare Z are distributia din relatia (2.1), atunci notam ca Z € PSD.
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In lucrarea de fata luim in considerare drept distributii din clasa PSD urmitoarele distributii: binomiala,
Poisson, logaritmica, geometrica, Pascal si binomial negativa. Pentru fiecare repartitie evidentiem elementele

caracteristice clasei PSD: sirul @, ;21, functia serie A(@) si exprimarea parametrului putere € in functie

de parametrul ce caracterizeaza fiecare distributie in parte (a se vedea Tabelul 1.1.). Cel care a studiat aceasta
clasa (denumind-o distributie Laplaciand, in termeni moderni, exponentiala liniard) si care a pus accent pe
aceste elemente caracteristice a fost Tweedie [9], iar Lehmann a definit clasa PSD ca fiind o distributie expo-
nentiala liniara discreta [7].

Consecinta 2.1. A(& )este o funcsie indefinit derivabila, iar valoarea medie si dispersia v.a. Z sunt
caracterizate, respectiv, de formulele:

ez=—Y . n(0),
A(9)
VarZ=L~A"(6?)+L-A'(9) 1—L~A'(6?) :
A(9) A(0) A(0)
_ L a,0" 6 , _
Demonstratie. Observimcd EZ =)' n =——A(0),iar
=1 A(G)  A(0)
n n n 2
PR LR LA S L L A e LA AT SR 1Y
1 A9) 3 AO) iz AG) A(O) A(0)
l
Tabelul 1.1.
Elementele reprezentative ale clasei PSD pentru diferite repartitii [4, 7, 9]
Distributia a, 2] A(G) T
. ~ n p -
Binom €,p _ (zj 1-p +60_ -1 0
. * 1
Poisson (1) I A e? 1 00
Log(p) 1 p ~In(1-6) 1
z
Geom” 1 0 1
eom (p) 1-p 1
Pascal(k,p) z-1 L k 1
P k-1 1-p (1_9)
. z+k-1 ~K
BN (k,p) , p -02"-1 1

Un rezultat foarte important, care subliniaza faptul ca familia distributiilor de tip PSD este inchisa in
raport cu operatia convolutiei, este dat de urmatoarea propozitie:

Propozitia 2.1. Daca Z,,Z,,...sunt v.a.i.i.d., cu distribuzia din clasa PSD (relasia (2.1)), atunci v.a.
L=21+2Zy+..+Z,,m=1 are distribusie de tip PSD.

Demonstratie. Vom justifica acest rezultat folosind functia generatoare. Fie ; ;m un sir de v.a.i.i.d.

Functia generatoare a unei v.a. Z; € PSD, i = 1,m este urmatoarea:
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, 1 s AQO
¥, (W)=Y P(Z; =12)- a, A
7. (W) 2221 ( Z)-w o - Qo NO)

In aceste conditii functia generatoare v.a. Z este:

AGO_(A@O)" _ A, @8-
V7 (W)=¥2,:2,0.42, (W) = Il_{‘/’z( )= H L A6) (A(G) Az(0)

m
Din ultima relatie rezultd cd v.a. Z € PSD, Z =) Z; cu Ay 6’:2 @\Gj :
i=1
0

Remarca 2.1. Propozitia 2.1 ramane valabila chiar daca renuntam la conditiaca v.a. Z;,Z,,....Z,,,m>1

sunt v.a. identic distribuite. Demonstratia se poate face in mod asemanator. De asemenea, acest rezultat arata

ca familia distributiilor de tip PSD este inchisa in raport cu operatia convolutiei.

Consecinta 2.1. Dacd N =N; + Ny +...+ N, € PSD si ; suntv.a.iid, N; e PSD,i=1,m

I,P—lm
~ an6’n ] ~ . ..
cu PQ; = n/=m, n=12,..; 0 Q,r;r>0, atunci va. N ePSD are repartifia
~ apd™ < - -
PO =n* = NO) m=12,.; 6e Q,7r ;7>0,unde Ay € = Q@ .

Remarca 2.2. Propozitia 2.1 arata ca apartenenta repartitiei Pascal la clasa PSD este o consecinta a unei

proprietati generale a convolutiei de tip PSD 1n caz discret. Aceasta se vede din urmatorul exemplu:

_cf.Tabell.l P
Exemplu: Dacd N; ~Geom*(p)ePSD,p>0,i=1k — A(Q)——e ;
cf .Tabel1.1 ) k +*
N=N;+N,+..+N, ePSD, N ~Pascalk,p) —= Ay(9)= [nj =Q(9)_

3. Convolutia de tip PSD in caz discret
In aceasti sectiune ne propunem si determinam distributia v.a.
Yy = Xq+ Xy +..+ Xy € PSD, atunci cand € ,,, suntvaiid, X; € PSD,i=1,m, N € PSD

si_cunoastem functiile generatoare y/y (W) =w (W) si ¥n(W)= > P(N =n)-w" ale va €; .
n>1

i i1

respectiv N.

Teorema 3.1. Daci v.a. N e PSD are funcria generatoare %y (w)= > P(N =n)-w" jiar va.
n=1
«,; ;zl fiind iid, X;ePSD,, P&;e 3{2,... }:1, au funcria generatoare cunoscuta

wx, (W)=y(w),Viz1, atunciva. Yy = Xy + X, +...+ X € PSDsi are funcyia generatoare:
wy, (W) =y (p(w)),Ywe Dy, (3.1)

unde D, = ﬁ‘eCHa|$1:.
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Demonstratie. Cum v.a. X; € §2,.. rezulta ca si va. Yy € §2,.. Prin urmare, tindnd cont de
definitia, proprietatile functiei generatoare si formula probabilitatii totale, obtinem urmatoarele:

¥y (W) =Y P(Y, =2)- W =Z{ZP(YN =z|N =n)-P(N =n)]wZ =

721 z21| n2l

:Z|:ZP(YN :Z|N :n).WZ}.P(N :n):Z{ZP(Yn _ Z)WZ:|P(N :n):

n>1| z>1 n>1| z>1

=Z{ZP(X1+X2+...+Xn =z)~wz]P(N =n)=

n>1| zx1

=Y Wyxyennx, WP(N=n)=> W) " P(N=n)=y, ¢W).

n>1 n>1
O
Remarca 3.1. Functia generatoare a v.a. N € PSD
~ a,o" ~
PN =n=—" . n=12,.. 0 Q,r .7>0,
~ AN() ~
poate fi rescrisa astfel:
Ay @O
Pn(w)=>P(N=n)w"= L an-ﬂvej:&/ (3.2)
n>1 An(0) ns1 An ()
In aceste conditii, relatia (3.1) devine:
Ay Oy @
¥, (w)= N T (3.3)
An(6)

unde yw/(w) este functia generatoare a v.a. €; ;zl-

Este cunoscut, dupa Feller [2], faptul ca dacd X este o v.a. de tip discret, E|X; \m =E|X \m <o,VYi>l,meN,m>1,

n

atunci functia generatoare corespunzatoare este ¥y (W)=Y P(X =n)-w" =Y p,-w" si are derivata

n>1 n>1
de ordinul intdi #*(w)= > np, wh L
n>1
Atunci
¥'(1)= > np, =EX, (3.4)
n>1
iar
Var X =y (1) +y/ (1) -y (1) (3.5)

Tinéand cont de cele expuse anterior, putem formula urmatoarea consecinta.
Consecinta 3.1. [n condifiile de mai sus, media si dispersia v.a. Yy sunt caracterizate de urmdatoarele
relayii:
EYy =EN-EX (3.6)
si
VarYy = €X 2 -VarN +EN - VarX (3.7)
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Consecinta 3.2 Daca (\I j /I=ﬂ si «; ;21 sunt  v.a.i., unde Nj e PSD
(D pn
a ~
P(\Ij:n:: n 0 ,n=12.. 60 Q,7; >0, N=N;+N,+..+N ePSD, k>1, iar
An;, (0)

«i;ﬂ sunt v.aiid, X;ePSD, P€; e %2,.. }l, cu funcria generatoare z//xi(w):w(w)

cunoscuta oricare ar fii > 1, atunciv.a. Yy = X1 + X, +...+ Xy € PSD yi functia ei generatoare

kK Ay, Gv_
(W 3.8
v (W)= HWNW(»IIM(M (38)
unde ¥y, (W)= P(Nj=n)-w"
n>1
k k
Consecinta 3.3. In conditiile Consecinei 3.2 au loc relagiile EYy =Y’ EYN si VarYy = ZVarYN
j=1 j=1

4. llustrarea unor exemple privind convolutia de tip PSD in caz discret
Vom prezenta cateva convolutii de tip PSD cu repartitia componentelor din suma tot de tip PSD (a se
vedea Tabelul 1.1.). Rezultatele prezentate in continuare sunt exprimate in termenii functiei generatoare.

Rezultatele sunt concentrate pe convolutiile geometrica si Pascal. La baza lor stau Teorema 3.1 si
Consecintele 3.1-3.3, prin prisma carora sunt determinate functia generatoare, media si dispersia (sau chiar

repartitia in mod explicit) a repartitiei duratei vietii Yy = X1 + X, +...4+ X in functie de repartitiile v.a.
N € PSD siv.a. X; €PSD,i>1.

4.1. Convolutia geometrica
Consideram convolutia geometrica de parametru p €(0,1) in functie de repartitiav.a. X; € PSD, i>1

de parametrii p*e(01), k,ne %2,..., >0 si a*:—;_
' In(1-p*)
e convolutia geometrica a repartitiei geometrice:
pp* w 1 1-pp*
wy, (W)=—"—— EYy = , VarYy = :
§ 1-(1- pp)w pp* @p*f

e convolutia geometrici a repartitiei Pascal:

pe*w"

® k' EYy = *
I-(1-pw’ -(1-p)(p*w) PP
vary, - (1= D) k(1= ).

Wy, (W)=

©p* >
e convolutia geometrica a repartitiei Poisson:
p</‘LW A A
Yy (W)— o EBYN =
(1- IO)— p(l1-e")
Ry oA 2,2
VarYNz(l p)A +pl( e?/ﬂ,e :
2 -1
p? (-]

¢ convolutia geometrica a repartitiei binomiale:
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—*+*Wm—l—*n np*
vy, (W)= pl pnp _ —(1-p¥) L EYy = P _
1-p*(1-p9)" = (1-p) - p*+p*w’ l-a-mr
* — —_ p*)— *(1_ p*\1 _ kL
Vary,, =P fa-p)+ p(1- p)-npp* (1 . ) —p(A-p)
2 |-a-py’
e convolutia geometrica a repartitiei logaritmice:
In€-p*w % a* p*
l’Z/YN(W)= P P = ~g* ' EYN :—p*’
1-(1-p)in€-p*w_ p(1-p*)
_(1-2p)€* p*Z +a* pp*
p?(1- p*)?
In conformitate cu rezultatele obtinute la convolutia geometrica a repartitiei geometrice, putem formula

VarY

urmatorul rezultat:

Propozitia 4.1. Dacd v.a. N ~Geom* (p),pe(01), €; ;21 sunt v.a.i.i.d. Geom* ( p*),p*€(0,1),
va. Nsi €; ;21 fiind independente, atunci v.a. Yy ~ Geom™ ( pp*).

4.2. Convolutia Pascal
Convolutiile Pascal au la baza presupunerea ca N ~ Pascal(k,p),pe(01),k e %2,... . In acest caz,
se observa cav.a. Yy = X1 + X, +...+ X are aceeasi distributie ca si v.a. Yy +Yy, +...+Yy, , unde

¢ i ,;:ﬂ sunt va.iid. Geom*(p),pe(01), iar YNJ_ ~ X1+ X +..+X N deoarece v.a.
N, + N, +...+ Ny ~Pascal(k,p). Prin urmare, folosind Consecintele 3.2 si 3.3, deducem ca functia
X Py (w) L

generatoare #y, (W)=[]wy, (W), unde % (W)= Vj =1k, w(w) fiind functia

1-(1-p(w)’
generatoare a repartitiei v.a. € ;.

Asadar, %, (w)=|—P¥(W) ‘ jar EY), :Zk:EYN si VarYy, =zk:VarYN .
o 1-(1- pw(w)) ' Y SN

Luand in calcul rezultatele obtinute in cadrul convolutiei geometrice, obtinem urmatoarele:

o convolutia Pascal a repartitiei geometrice

= k
* —
oo =| B e = v, KO
| 1-(1- pp)w pp ¢p*°
o convolutia Pascal a repartitiei Pascal
_ " Kk
*w kk*
vy (W)= _PeTw. k*} By =
== - (1= p)(p*w) pp

& 2(1-p)+k* p(1-pY)

VarYy =
©p* >

» convolutia Pascal a repartitiei Poisson
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AW A k
-1 kA
wmw):[ LY } By =—

et —e™(1-p)-p p(1-e*)
2 A ,2.-2
Vary,, :k(l— pIA” + pl(—e‘2 S A%e ;
pz(_e—ﬂ/

o convolutia Pascal a repartitiei binomiale
- k
pl—p*+p*W“—(1—p*)” knp*
n = no|’ EYN - \N K
1-p*(1-p9)" -(L-p)}-p*+p*w’ Y EeE
Tl — —_ p*)_ * o\ e\l
varvy, - K7 §@=p)+ p(1— %) -npp (L) = p(d )™
p2--
o convolutia Pascal a repartitiei logaritmice

VAT (W):{

* k
In€-p*w_? ka* p*
i (wy=| — PRSP
1-(1-p)in€-p*w_ p(1-p*)
— * *\2 * *
varyy =k & 2p)6; pr_ + o pp*
p(1-p)
Prin analogie cu Propozitia 4.1 si conform convolutiei geometrice, deducem:
Propozitia 4.2. Daci v.a. N ~Pascakk,p),pe(01)ke ¥2,.. , iar &; ., sunt vaiid.

Geom* ( p*),p* €(0,.1), Nsi €; .. reciproc independente, atunci v.a. Yy ~ Pascal(k, pp*).
i1 N

5. Teoreme limita pentru convolutii de tip PSD in caz discret

Date fiind convolutiile geometrica si Pascal si tindnd cont de proprietatile clasei PSD, obtinem noi
teoreme limita in care sunt implicate convolutiile de tip PSD in caz discret.

Se impun céteva rezultate intermediare.

Lema 5.1. ([3]) Daca N ~Geom( p),pe(0,1), atunci pN = Exp(1)daca p —>0.
Propozitia 5.1. ([6]) Daca N ~ Pascal(k,p), ke N*, pe(0,1), atunci pN = Z ~ Erlang(k,1).
p—0

In conditiile Propozitiilor 4.1, 4.2, 5.1 si ale Lemei 5.1, putem formula urmatoarele teoreme limiti:

Teorema 4.1. Daca Yy ~ Geom™ ( pp*),p, p*<(0,1), atunciv.a. pp*Yy = Exp(1).
p—0

Teorema 4.2. Daca Yy ~ Pascal(k, pp*), p,p*e(0,1), ke N*, atunciv.a. pp*Y, = Erlang(k,1).
p—0
Justificarea acestor teoreme rezultd imediat daca tinem cont de Lema 5.1, respectiv de Propozitia 5.1.
Observam ca Teorema 4.2. completeaza Teorema lui Brown [1], generalizata de noi in [6], cuprinzand si
cazul discret cand componentele convolutiei sunt v.a.i.i. geometric distribuite.

6. Concluzii
Abordarea in mod unitar a clasei intregi de convolutii de tip PSD ne-a permis sa formulam si sa demon-

stram noi teoreme limita cu aplicatii la fiabilitatea sistemelor, mai exact — la determinarea distributiei duratei
vietii atunci cand aceasta se exprima ca o suma de v.a.i.i.d geometric in numar aleator (cu distributie geo-
metricd, respectiv Pascal). Distributiile limita in acest caz sunt exponentiala, respectiv Erlang.
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