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Unde elastice apar doar daca exista sursa de oscilatie (perturbatia) si mediul elastic de propagare. Propagarea lor
continud are loc cu o viteza finitd, numitad viteza de propagare a undelor elastice, iar localizarea in timp si spatiu se
refera la sursa de oscilatii. Unda elastica transmite energie si impuls, iar propagarea oscilatiilor printr-un mediu elastic
sub forma de unde elastice indica tendinta sistemului spre o valoare minima a energiei potentiale, adica spre o noua
stare de echilibru. In lucrare este prezentatd solutionarea problemei cu privire la rispandirea undelor elastice monocro-
matice in medii plan-paralele. Functiile proprii ale oscilatiilor pentru problema cercetatd nu depind de vectorul de unda,
iar vitezele de grup sunt mai mici ca vitezele de propagare a undelor de deplasare in mediul cu aceleasi caracteristici si
se apropie asimptotic de aceasta viteza odata cu cresterea vectorului de unda.

Cuvinte-cheie: unde elastice, medii plan-paralele, vector de unda, viteze de propagare.

THE PROPAGATION OF ELASTIC WAVES IN PLANE-PARALLEL MEDIA

Elastic waves occur only if the source of oscillation (perturbation) and the elastic propagation medium exist. Their
continuous propagation takes place at a finite speed, the so-called elastic waves propagation speed, and location in time
and space refers to the oscillation source. Elastic wave transmits energy and momentum, and oscillations propagation
through an elastic medium in the form of elastic waves, shows the tendency of the system towards a minimum potential
energy, i.e. to a new steady state. The paper presents the solution of the problem of the monochromatic elastic waves
propagation in plane-parallel mediums. Eigenfunctions of the oscillations for the considered problem do not depend on
the wave vector, and the group velocities are smaller than the propagation speeds of the displacement waves in a
medium with the same features and it is approaching asymptotically this speed with the increase in wave vector.

Keywords: elastic waves, plane-parallel mediums, wave vector, velocity of propagation.

Introducere

Undele elastice sunt generate in medii elastice de catre perturbatii mecanice care constau intr-o deformare
locald a mediului (intindere, comprimare, forfecare, incovoiere etc.), producand variatia locald a diferitilor
parametri caracteristici mediului (de exemplu, pozitia unui punct material din mediu, viteza acestuia, presiunea,
densitatea etc.), care vor fi functii atat de pozitie, cat si de timp.

Sursa de oscilatii poate fi constituita dintr-o varietate de sisteme fizice. Ca surse de oscilatii putem
considera:

— coardele vocale care genereaza sunetul vocii umane;
interactiunea placilor tectonice ale scoartei Pamantului (originea undelor seismice);

— atractia Lunii si a Soarelui determind undele care se propaga in oceanul planetar (mareele);
0 coarda elastica pusa in stare de vibratie;

— instrumentele muzicale etc.

Mediul elastic de propagare a undelor elastice reprezinta un mediu continuu format din particule materiale
(atomi, ioni, molecule), intre care se exercita forte elastice. De regula, orice formd de agregare cunoscuta:
solida, lichida, gazoasa sau plasma poate fi consideratd ca mediu elastic. Din exemplificarile privind produ-
cerea undelor elastice se observa ca ele sunt indispensabile si nu pot exista decat simultan. De exemplu, daca
exista sursa de oscilatii dar nu exista mediul elastic, nu apare unda elasticd; un clopotel situat sub un vas de
sticla vidat nu produce sunet, deoarece nu existd mediu elastic (aerul). Pe Luna nu pot fi transmise sunetele
de la un astronaut la altul, deoarece nu exista atmosfera. Ins, poate exista si fenomenul invers: sa fie mediu
elastic, dar fara sursa de oscilatie, ca, de exemplu, suprafata linistitd a unui lac. In concluzie: unda elasticd
apare numai dacd existd sursa de oscilatie (perturbagia) si mediul elastic de propagare.

Sursa de oscilatii (perturbatii) transmite prin mediul elastic migcarea sa oscilatorie particulelor materiale
din jurul sau si in contact direct cu el. Aceste particule transmit, la randul lor, miscarea oscilatorie particule-
lor invecinate si astfel, din aproape in aproape, oscilatiile provenite de la sursa se propaga prin mediul elastic
sub forma de unde elastice. De aceea, undele elastice reprezinta un proces fizic dupa care perturbatia (sursa de
oscilatii) se propaga intr-un mediu elastic prin interactiune continua si, din aproape in aproape, a particulelor
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materiale ale mediului elastic respectiv. Aceasta propagare continua are loc cu o viteza finitd numita viteza
de propagare a undelor elastice, iar localizarea in timp si Spatiu se refera la sursa de oscilatii. Ceea ce se
propaga prin mediul elastic este miscarea oscilatorie si nu particulele materiale care efectueaza oscilatii locale,
adica unda elastica transmite energie si impuls. Se cunoaste faptul ca starea de echilibru se realizeaza cand
valoarea energiei potentiale este minima. O perturbatie a mediului elastic (sursa de oscilatii) conduce la o
crestere a energiei potentiale si, implicit, la o stare de dezechilibru a sistemului. Propagarea oscilatiilor prin
mediul elastic sub forma de unde elastice indica tendinta sistemului spre o valoare minima a energiei poten-
tiale, adica spre o noud stare de echilibru.

Mediile continue sunt sisteme de particule legate (molecule, atomi, ioni), adica particule care interactio-
neaza intre ele, astfel incat daca una din particule oscileaza, vor oscila dupa ea si particulele vecine. O mis-
care oscilatorie, imprimata unui punct dintr-un mediu elastic, se comunica progresiv si celorlalte puncte ale
mediului. Punctul material ce a fost pus in stare de vibratie devine un izvor (sursd) de oscilatii care se propaga
in toate directiile din spatiu. Propagarea din aproape in aproape a unei perturbatii in mediul elastic poarta
numele de unda elastica.

Mediile care determina anumite particularitati ale propagérii undelor pot fi clasificate astfel: omogene
sau neomogene; izotrope sau anizotrope; liniare sau neliniare; dispersive sau nedispersive; conservative sau
disipative.

Un mediu este:

— omogen dacé proprietatile fizice sunt aceleasi in orice punct, independent de coordonate;

— anizotrop daca proprietatile fizice variaza in raport cu directia si izotrop daca nu exista directii privile-
giate pentru aceste proprietati,

— liniar daca perturbatia globala este provenita prin suprapunerea mai multor unde de acelasi tip, descrise
de functiile de unda;

— dispersiv daca viteza de propagare a perturbatiei depinde de caracteristicile mediului;

— disipativ dacd propagarea se face cu absorbtie de energie si conservativ dacad propagarea nu se face cu
absorbtie de energie.

Un mediu este ideal daca acesta este omogen, izotrop, liniar, nedispersiv si conservativ. La clasificarea
undelor elastice se considera atat elemente proprii undei elastice, cat si elemente caracteristice mediului de
propagare. Se defineste front de unda locul geometric al punctelor din mediul elastic intrate in migcare 0sci-
latorie 1n acelasi moment. Se defineste suprafasa de unda locul geometric al punctelor care sunt la un moment
dat in aceeasi faza de oscilatie. Definitiile arata ca exista un singur front de unda si o infinitate de suprafete
de unda. Intr-un mediu elastic izotrop si omogen viteza de propagare a undelor elastice fiind aceeasi in toate
directiile, frontul si suprafetele de unda devin sfere concentrice cu centrul in sursa de oscilatie. Considerand
o directie de propagare in spatiu a undelor elastice care sa treaca prin centrul sursei de oscilatie, ansamblul
fenomenelor oscilatorii dupa aceasta directie constituie raza de unda. Se defineste raza de unda dreapta per-
pendiculard pe suprafata de unda intr-un punct dat, orientata de la sursa spre exterior in sensul propagarii
undei. In medii neomogene si anizotrope forma initiala a suprafetei de unda nu se mentine constanta in timp
si spatiu, se deformeaza datorita propagarii undei cu viteze diferite si pe directii diferite prin mediul elastic.
In medii omogene si izotrope, unde perturbatia se propagi cu aceeasi viteza in toate directiile, frontul de unda
coincide cu suprafata de unda. Forma suprafetelor de unda depinde atat de proprietatile mediului elastic, cat
si de geometria sursei de oscilatii. Geometria sursei de oscilatii clasifica undele elastice in unde plane si unde
sferice.

Modurile de propagare se definesc in functie de doua directii: directia de oscilatie a particulelor materiale
si directia de propagare a undelor elastice. in aceasta consideratie, distingem urmatoarele moduri de propagare:

— modul de propagare longitudinal (unde longitudinale);

— modul de propagare transversal (unde transversale);

— modul de propagare la suprafata (unde de suprafata);

— modul undelor de placa.

Spatiul (mediul elastic) din jurul sursei de oscilatii strabatut de unde elastice se numeste camp de unde,
iar daci este vorba de unde sonore, definim campul sonor sau camp acustic. In propagarea lor printr-un mediu
elastic, undele elastice se caracterizeaza prin frecventa, viteza de propagare si lungime de unda.
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In functie de frecventa f, adica de numarul de oscilatii pe secunda, undele elastice se clasifica in:

— unde infrasonore (infrasunetele) avand frecvente cuprinse intre 0 i 20 Hz (0<f<20 Hz). Aceste unde se
afla sub limita intervalului audibil, nu sunt percepute de catre organul auditiv al omului; sunt sesizabile prin
efectele secundare pe care le produc;

— unde sonore (sunete) cuprinse intre 20 Hz gi 20000 Hz (20 Hz<f<20 KHz), produc senzatia nedure-
roasd de sunet; reprezinta intervalul de audibilitate al omului;

— undele ultrasonore (ultrasunetele) avand frecventa cuprinsa intre 20 KHz si 600 MHz (20 KHz <f<600
MHz); produc senzatia de durere asupra organului auditiv uman;

— undele hipersonore (hipersunetele) avand frecventa cuprinsa intre 600 MHz si 100 GHz (1GHz=10°Hz).

Limita superioara a frecventei este determinata de performantele tehnice ale aparaturii de producere a
ultrasunetelor (surse).

Viteza de propagare, notata v, reprezinta viteza de propagare a undelor elastice prin material. Dupa carac-
terul vitezei de propagare a undei elastice se disting:

— unde nedispersive, la care viteza undei intr-un mediu omogen si izotrop este constanta pentru toate
lungimile de unda din grupul respectiv de unde. Undele sonore in aer si, in general, in fluide sunt unde nedis-
persive;

— unde dispersive, la care viteza de propagare depinde de lungimea de unda sau de frecventa. In cazul
propagdrii unui grup de unde, fiecare unda monocromatica din grup va avea viteza sa proprie de propagare,
numita vitezd de faza, asa incat fenomenul de propagare este dispersiv, fenomen manifestat la solide anizotrope.

Lungimea de unda, notata A, reprezintd distanta masurata pe raza intre doud puncte consecutive care pre-
zinta aceeasi faza de oscilatie. Aceasta distanta variaza cu frecventa si cu viteza de propagare a undelor elas-
tice prin material.

1. Modelul teoretic
Pastrand presupunerea caracteristicilor mecanice ale mediilor elastice [1, p.143] este prezentata solutiona-

rea problemei cu privire la raspandirea undelor elastice monocromatice de deplasare in medii plan-paralele.
Pentru a descrie starea tensionat-deformatd a stratului elastic, se introduce un sistem de coordonate
cartezian dreptunghiular X, X,,X;Cu axa OX;orientatd perpendicular spre suprafetele de frontiera ale
stratului si suprafata X,0X,, care trece prin mijlocul stratului. In sistemul de coordonate ales suprafetele de
frontierd sunt descrise de ecuatia X; ==+d /2, unde d — grosimea stratului. Axa 0X, coincide cu directia
raspandirii undei monocromatice elastice. Starea deformata a mediului va fi caracterizatd de vectorul
deplasarii U ((l, Xz,Xs,t: cu componentele U, ((1, XZ,X3,t:, u, ((l, X2,X3,t:, U, ((1, X2,X3,t: si tensorul
1(oU, oU;

deformarii corespunzator g == —
2{ ox;  ox

} < :1,2,3:, jar starea tensionati — de tensorul tensiunii

o; € =123 [24].

Toate caracteristicile mecanice ale mediului elastic in strat sunt considerate constante in suprafetele para-
lele celor de frontiera si pot sd se modifice in directia longitudinala a stratului. Tensorii deformarii si tensiunii
in mediul elastic anizotrop sunt legati prin legea generalizata a lui Hooke [6, p.21]:

O-ij = Aijkl Eys ‘1 J :1’213,1
unde Ay, — tensorul modulelor elastice pentru Ay, = Ay (X3) .
Pentru comoditatea expunerii ulterioare in cazul modulelor elastice se va introduce o notatie de doi indici

A1 = Ciiv Apzzo = Copv Ayzzz = Cazy Augp = Cipv Auigs = Cigy Az = Cagv Aogzs = Csso Avarp = Cog

Calculele ulterioare se efectueazd pentru mediile anizotrope caracterizate de corelatiile suplimentare
dintre module C,, = Cg. # Cq,.

Pentru unda monocromatica vectorul deplasarii in sistemul de coordonate adoptat se scrie sub forma:

U(le XZ ’ X3 ’t) = U(XS)ei(wtikxo ’ (1)

42



Seria “Stiinte exacte si economice”
Fizica ISSN 1857-2073

unde U(X;) — valoarea de amplitudine a vectorului deplasarii, @ — frecventa unghiulara, k — vectorul de

unda. Starea tensionat-deformata a fasiei elastice se determind in rezultatul solutionarii ecuatiilor dinamice
ale teoriei elasticitatii

o%u. 0o ) -
P atzl =§_’, (j=123 )

]

la indeplinirea conditiilor initiale si de frontiera.
Particularitatea formarii starii tensionat-deformate in stratul elastic atdt in problemele statice, cat si
dinamice ale teoriei elasticitatii ofera posibilitatea descompunerii acestei stari in doua: pentru una dintre ele

deformarea are loc in suprafetele X X, (deformarea rotativ-deplasatd), pentru care nu are loc deformarea
curbei fasiei, iar pentru alta — in suprafata X,X,. In particular, pentru unda monocromatici (1) deformarea
rotativ-deplasatd se reduce numai la cea de deplasare si se descrie prin componenta de deplasare
U, (X, X5, X5,1). Deoarece in expunerea ulterioard figureaza doar aceastd componenta, pentru simplificare

indexul de jos in reprezentarea acestei componente il vom omite. Ecuatiile dinamice ale elasticitatii (2)
pentru deformarile de deplasare enuntate, create de continuitatea undei monocromatice (1), se reduc la

ecuatii diferentiale de gradul doi fata de amplitudinea functiei U(X;) [4, p.22]:
- po 2u(X3) = (€4 (X3)U'(X3))" —Cos (Xs)kzu(xs) : 3
Pentru fasia cu frontierele libere tensiunile tangente suprafetelor de frontiera ale fasiei sunt egale cu zero
si in felul acesta avem o ,5(X, X,,2d/2) =c,,(£d /2)u’(£d / 2) , de unde ajungem la conditiile de frontiera
pentru functia de amplitudine
u'(zd/2)=0. 4)
Ecuatia diferentiald (3) si conditiile de frontierd (4) determind problema spectrald de frontiera pentru
determinarea frecventelor proprii permise si a frecventelor amplitudinilor corespunzatoare lor ale oscilatiilor
de deplasare ale stratului fara schimbarea formei sale. Mentionam ca problema de frontiera (3), (4) este
autoconjugata, ceea ce permite analizarea solutiilor, utilizarea metodelor comune de analiza si a rezultatelor
teoriei operatorilor diferentiali autoconjugati.
Indeosebi, vom mentiona ci problema (3), (4) depinde de parametrul k si astfel frecventele proprii ca si
functii de amplitudine, in caz general, la fel sunt functii de parametrul k, adica:
o, = w;(K), Uu; = Uu; (X;;k)
(prin indicele de jos se numeroteaza elementele proprii ale problemei spectrale de frontiera (3), (4)).
La varierea continua a parametrului kK frecventele proprii ale oscilatiilor reprezinta functii continue
o, =o, (k) (curbe dispersionale). Vom ardta ca intersectia graficelor acestor functii obtinute in rezultatul

solutiondrii problemei dispuse este imposibila. intr-adevar, daca pentru careva valori ale parametrului k
ar avea loc intersectia graficelor, aceasta ar inseamna cd valoarea frecventei pentru aceastd valoare a

parametrului este dubld. Vom scrie ecuatia (3) pentru functia proprie U(X;) si vom inmulti ambele parti
ale ecuatiei cu functia V(X;) . Efectuand o procedurd analoaga fatd de functia V(X;) cu inmultirea ulterioard
la functia proprie U(X;) si scdderea expresiilor obtinute, ca rezultat ajungem la expresia
(Caa (X )U'(X5)) V(X3) = (Coy (X V(X)) U(X;) = 0, care o prezentam sub forma Cj, (X;)W(X;) + €4 (X;)W'(X;) =0,
unde este introdusd notarea W(X;) =U'(X;)V(X;) —U(X;)V'(X;). Solutia ecuatiei in raport cu W(X;) se
scrie sub formd explicitd C,,(X3)W(X3) = C,y (X5 )(U'(X5)V(X;5) —U(X3)V'(X;)) =Const si, ludnd in
consideratie conditiile de frontierd (4) pentru functiile proprii, se obtine U'(X;3)V(X;) —u(X;)V'(X;) =0.
Ca rezultat, se ajunge la dependenta U(X,) = CV(X,), care este in contradictie cu conditia independentei

liniare a functiilor ce apartin valorii proprii duble. In asa fel, intersectia curbelor dispersionale corespunza-
toare oscilatiilor de deplasare ale stratului este imposibila.
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Un sir de afirmatii despre caracterul dependentelor dispersionale @, (K) pot fi spuse fard solutionarea

nemijlocitd a problemei de frontiera (3), (4), dacd se apeleaza la formularea ei variationald. Se cunoaste ca
problemei de frontierd autoconjugate oricdnd i se poate pune in corespondentd problema variationala, ca
ecuatie Euler pentru ea va fi aceastd problema de frontiera [5, p.173]. Cu scopul obtinerii expresiei pentru
functionala corespunzatoare problemei de frontiera discutate, Inmulfim ambele parti ale ecuatiei diferen-
tiale (3) cu u(X,) si integrdm in intervalul (—0.5d,0.5d). Ca rezultat, lund in consideratie conditiile de

frontiera (4), ajungem la expresia Rayleigh pentru frecventa:

e Cou2dx [eg (o (x)dx
*[u] == +55s k®. (5)
[pOou?(dx  [p(xu? (x)dx
-0.5d -0.5d

Prin calcule nemijlocite se verificd daca ecuatia diferentiald (3) este ecuatia Euler pentru problema
variationala

o*®[u]— extremum,,, (6)

unde functionala ®”[u] se determina prin expresia (5). in timp ce conditiile de frontierd (4) sunt dupa

terminologia calculului variational naturale pentru functionala (5), aceasta conditie poate fi efectiv utilizata
la efectuarea calculelor cu utilizarea formuldrii variationale a problemei de frontierd, deoarece permite
neglijarea indeplinirii conditiilor de frontiera, fiindca conditiile de frontiera naturale se indeplinesc automat
la atingerea minimumului de catre functionala. Mentiondm cd in expresiile de sub integrale (5), spre
deosebire de ecuatia diferentiala (3), coeficientii variationali nu se diferentiaza.

Expresia Rayleigh (5) pentru frecventele oscilatiilor libere [3, p.228] permite obtinerea in forma generala

a expresiei pentru vitezele de grup, corespunzitoare dependentelor dispersionale @, (K):

0.5d

s (U2 (x)dlx
= S .. )
P [p0guz (ax

-0.5d

La obtinerea expresiei (7) in mod esential se utilizeaza faptul ca functiile proprii U, (X) satisfac problema

de frontiera (3), (4).
Din expresia (7) rezulta ca vitezele de grup pentru k=0 se transforma in zero pentru toate dependentele

dispersionale care au @, (0) # 0. Revenim la solutionarea problemei de frontiera (3), (4) pentru k=0.
Nemijlocit, se verifica daca valorii frecventei @ =0 1i corespunde solutia nenuld u(X) = Constce satisface
conditiile de frontiera si, in asa fel, @ =0, u(x) = Const este solutia problemei spectrale (3), (4). Vom nota
curba dispersionald, care corespunde acestei solutii, prin @, (k). Din expresia Rayleigh rezulta dependenta

asimptotica pentru @, (K), pentru k<<1 [2,4]:

0.5d
fees (x)ug (x)dlx
o, (k) ~ |2 k

0.5d '

[P(x)u3 (x)dx

-0.5d
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iar luand in consideratie (7), ajungem la concluzia ca viteza de grup corespunzatoare dependentei dispersio-
nale w,(K) este diferitd de zero si este egala cu

Tewtauzoodx | Jou0odx
ROERE = [os -
Jpgusdx | [o(x))dx

Vom analiza comportamentul vitezelor de grup v, (k) pentru valori mari ale spectrului de unda, pentru

k>>1 din expresia Rayleigh (5). Pentru patratul frecventei obtinem expresia asimptotica pentru dependentele
dispersionale [2, 4]:

0.5d

Jess (2 (x)dx
o, (k) ~ |9 k,

0.5d
2
[P(0u; (x)dx
~0.5d
iar, luand in consideratie expresia (7), ajungem la expresia asimptotica pentru vitezele de grup pentru valorile
mari ale spectrului de unda:

0.5d

Jess (x)u? (x)dlx
v (k) ~ |23 ,k>>1. (8)

0.5d

[P(x)u2(x)dx

-0.5d

Notdm prin f, , Prex Si Con', Coe frontierele inferioare si superioare pentru variabilele densititii si ale

modulului elasticititii, astfel incat p;, < P(X) < Pro» Cort < Coe(X) < CIE™.
Vom reiesi din inegalitatea

- osd 0.5d 0.5d
co JuZ()dx< feg(uZ (x)dx<cg fu? (x)dx. 9)
—-0.5d —-0.5d —-0.5d
Pentru partea stanga a inegalitatii (9) este justa expresia:
) 0.5d ) 0.5d p(X)UZ(X) Cmin 0.5d
o Juzydx=cg" | x> =2 [ p(x)ul (x)dx.
~05d osa P(X) Prrex —035d
In mod analog obtinem reprezentarea pentru partea dreapta:
0.5d 0.5d 2 mex 0.5d
X)u_ (X C
e Juzodx=e | PO, (X) 4y < Cos [P(u? (x)dx.
~05d o5 P(X) min —05d

In rezultat, luand in consideratie inegalitatile obtinute si expresia (7), ajungem la determinarea frontierelor
modificarii vitezelor de grup pentru undele de deplasare in stratul cu caracteristicile mecanice variabile

(pentru k>>1) [2, 4]:
——<v, (k)< [ ,k>>1,n=0,1,2,3...
pmax pmin

2. Rezultate numerice si discutii
In continuare vom prezenta calcule concrete pentru stratul cu caracteristicile mecanice constante p, C,,,

Cqs > cand problema de frontiera (3), (4) se scrie sub forma:
— PO 2U(X;) = € " (%) ~CoekU(X;), U'(+d/2) =0 (10)
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Acum solutia problemei (3) se obtine usor in forma analitica in corespundere cu metodica standarda de
solutionare a ecuatiei diferentiale cu coeficienti constanti si Se cauta solutia fundamentala a ecuatiei diferen-

tiale in (10) sub forma u(X,) =eXp(7X,), a carei substituire in (10) conduce la — pw® =C,,° —Ck” si
valorile

C
N, =tx, k= |-k —L g (11)
’ Cpa Cas

Prezentand solutia generald a ecuatiei diferentiale (10) sub forma u(X,) = C, sinh(xx;) +C, cosh(x,)

din conditia de indeplinire a conditiilor de frontiera, ajungem la un sistem de ecuatii omogene pentru
determinarea constantelor necunoscute C;, C,:

K(Cl cosh%+c2 sinh%) =0, K‘(Cl cosh%—c2 sinh%) =0. (12)

Mentionam ca x =0 este solutia sistemului (12). Acestei valori a lui x 1ii corespunde propria forma

. . C C
u(x,) =Const si dependenta dispersionald care reiese din (11) w(k)=_ |-k, unde @, =_ |- .

C
44 44
Conditia de solutionare a sistemului omogen (12) fiind trecerea determinantului ei in zero duce la egalitatea

pentru determinarea valorilor admisibile ale lui x cos h%sin h% =0 sau la forma echivalenta:
cosh%zo, sinh%zo. (13)

d . . :
Solutii ale primei dintre ecuatiile (13) servesc valorile 5= i(2n +1)%, n=0123... (i — unitate

imaginard), carora le corespund dependentele dispersionale si formele proprii (functii impare), Fig.1:

. (2n+1)7x,

2
o (K) = \/Cﬂ(Zn 112 2 S0 2y (x,) = Crsin RS n 201,23, [45]
yo) d* p d

‘o

S Y IS S S RO 1 |
05 1.0 15 20 25 3.0

Fig.1 .Dependenta frecventei relative de valorile k d
(functii pare) , d=5-107m.
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Solutii ale ecuatiei a doua in (13) sunt valorile > =inz, n=0123... (i — unitate imaginara ). Acestor

valori le corespund dependentele dispersionale si formele proprii (functii pare), Fig.2:
[

lo

¢+ kd

o5 10 15 20 25 30
Fig.2. Dependenta frecventei relative de valorile kd (functii impare), d=5-10"°m.

275 0123

2
corf(k)z\/ﬂ(Zn)zﬂ—2+hk2 ; U (x,) =C; cos
P d> p

De mentionat ca toate functiile proprii ale oscilatiilor pentru problema cercetata nu depind de vectorul de
unda.
La fel, mentionam pentru vitezele de grup inegalitatea

66k
vi (k) = 32 ) _ % (Fig3)
dk \/44(2 )zﬁ c%k2 p
P

-
‘0
al
0.3}
0.2;
n

T ) TR T ) T ) TR w\wkd

05 10 15 20 25 30

Fig.3. Dependenta vitezei relative de valorile kd (functii pare), d=5-10""m.
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S g
vﬁ(k):d“’"(k)= P < (%6 (Fig.4)
dk ’ Ceo P

\/C““(Zn+l)2”2+k2
p da® p

L L L L L L kg
05 1.0 15 20 25 3.0

Fig.4. Dependenta vitezei relative de valorile kd
(functii impare), d=5-10~°m.

in asa fel, vitezele de grup pentru toate modelele sunt mai mici decat vitezele de riaspandire a undelor de
deplasare in mediul cu aceleasi caracteristici si asimptotic se apropie de aceasta viteza cu cresterea vectorului
de unda.

Concluzii

In lucrare este prezentata solutionarea problemei cu privire la raspandirea undelor elastice monocromatice
in medii plan-paralele. Caracteristicile mecanice ale mediului elastic in strat sunt considerate constante in
suprafetele paralele celor de frontiera, iar tensorii deformaérii si tensiunii in mediul elastic anizotrop sunt
legati prin legea generalizatd a lui Hooke. Starea tensionat-deformatad a fésiei elastice se determina in
rezultatul solutiondrii ecuatiilor dinamice ale teoriei elasticitatii, tindndu-se cont de conditiile initiale si de
frontiera. Se obtine expresia Rayleigh pentru frecventa, iar prin calcule nemijlocite se verifica daca ecuatia
diferentiald de gradul doi fatd de amplitudinea vectorului deplasarii este ecuatia Euler pentru problema
variationald. Expresia Rayleigh pentru frecventele oscilatiilor libere permite obtinerea in forma generala a
expresiei pentru vitezele de grup, corespunzatoare dependentelor dispersionale, fiind prezentata si expresia
asimptoticd pentru vitezele de grup in cazul valorilor mari ale spectrului de unda. In final, au fost efectuate
calcule concrete pentru stratul cu caracteristici mecanice constante si sunt reprezentate grafic dependentele

frecventei relative de valorile kd, functii pare si impare, pentru d=5-10"" m.
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