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IMPACTUL VARIATIEI SIMULTANE A PARAMETRILOR DE CONTROL
ASUPRA TRANZITIILOR DE FAZA DE ORDINUL INTAI iIN PREZENTA UNEI
STARI INTERMEDIARE METASTABILE iIN MODELUL CINETIC
CU POTENTIAL DE TIP LANDAU

Ghennadii GUBCEAC
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Modelul parametric bazat pe potentialul de tip Landau include un parametru de ordine si trei parametri de control.
Este posibil sa se studieze simultan impactul atit al asimetriei (eterogenitatii), cat si al cAmpului extern asupra tranzitiilor
de faza in prezenta unei stiri lichide intermediare metastabile notate in articol cu L2. Am observat ci prezenta acestei
stari metastabile influenteaza rata de nucleatie: cresterea eterogenitatii sistemului accelereaza dinamica de tranzitie, iar
prezenta unui cAmp extern ar putea spori timpul mediu de tranzitie. Au fost calculate cele mai mici valori ale timpului
mediu de tranzitie pentru diferite combinatii ale parametrilor de control.
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THE IMPACT OF THE SIMULTANEOUS VARIATION OF THE CONTROL PARAMETERS ON THE

FIRST-ORDER PHASE TRANSITIONS IN THE PRESENCE OF A METASTABLE INTERMEDIATE

STATE IN THE KINETIC MODEL WITH LANDAU-TYPE POTENTIAL

The Landau-type potential based parametric model includes one order parameter and three control parameters.
It is possible to study simultaneously the impact of both asymmetry (heterogeneity) and the external field on phase
transitions in the presence of an intermediate metastable liquid state denoted in the article by L2. We noticed that the
presence of this metastable state influences the nucleation rate: an increase in the heterogeneity of system accelerates
the transition dynamics, but the presence of an external field would increase the mean transition time. The lowest values
of the mean transition times for different combination of control parameters are computed.
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Introducere

Modelele matematice bazate pe potentialul cinetic de tip Landau, care contine unu sau doi parametri de
ordine, au fost aplicate la studiul tranzitiilor de faza de ordinul intdi in prezenta unei stari intermediare meta-
stabile pentru cazul dinamicii intrinseci [4,5]. Totodata, a fost dezvoltat modelul cinetic care contine un para-
metru de ordine i trei parametri de control pentru a cerceta impactul asimetriei si al cAmpului extern asupra
tranzitiei de faza in prezenta unei stari intermediare instabile, insa influenta acestor factori a fost cercetata
separat. Solutiile analitice au fost initial obtinute prin metoda Descartes-Euler de rezolvare a ecuatiilor poli-
nomiale [6]. Apoi a fost efectuata o ampla analiza bifurcationald si de stabilitate a solutiilor problemei pri-
vind tranzitiile de faza in prezenta unei stari intermediare instabile aplicand metoda parametrica, iar teoria
respectiva si solutia generala a acestei probleme este prezentata in [1]. Scopul principal reprezinta evidentie-
rea conditiilor pentru care rata de tranzitie poate fi amplificata de prezenta starii intermediare, atunci cand
fortele intermoleculare de interactiune sunt slabe si existd doar o ordine apropiatd in sistem. Se presupune
cd, in anumite conditii modelate cu ajutorul parametrilor de control, starea intermediara ar putea contribui
esential la cristalizarea substantelor prin micsorarea barierei energiei libere. Considerand ca potentialul de tip
Landau poseda un parametru de ordine asociat variatiei densitatilor dintre faze si un set format din patru
parametri de control asociati cu campul extern, difuzia, eterogenitatea si viscozitatea, putem estima efectul
asimetriei si cel al influentei campului exterior in prezenta unei stari intermediare metastabile, care sunt efecte
complementare dinamicii intrinseci a sistemului.

Modelul teoretic

Vom asuma ca campul fortelor poseda structura derivatei functiei energiei libere de tip Landau, iar factorii
de proportionalitate (parametrii de control) sunt coeficientii de difuzie, viscozitate etc. Evolutia parametrului de
ordine x (de exemplu, variatia densitatii substantei la tranzitia de faza) este descrisa de ecuatia Langevin [2]:
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—=—+F(1), 1
T (t) 1)
unde F(t) este forta asociata fluctuatiilor termodinamice, pentru care se respectd urmatoarele egalitati:
~ <
(FQ=0, (FCFC)=q’s(-t )

unde, pentru a asigura consistenta cu fizica statistica, relatia de fluctuatie-disipatie trebuie satisfacuta legand
astfel dispersia fluctuatiei q° din (2) cu coeficientul de difuzie D [4,5].

In cadrul acestui model se considerd ca functia U reprezinta un potential cu trei gropi, in care minimile
reprezintd fazele stabile lichidd (L1) si cristalina (C), cea de-a doua stare lichida metastabila (L2) fiind starea
metastabild. A fost selectat pentru studiu anume potentialul de ordinul sase care descrie matematic complet pro-
cesul de tranzitie, deoarece a fost demonstrat teoretic ca starea intermediara accelereaza tranzitia de faza [5].

05 L
|
|
|
0t | i
I
-05 + 4
1 L 4
12 12
3 X~ : X=H :
1.5 | . - :_ . o -
X =-A X =0 X =A
2 -1 0 1 2 X

Fig.1. Potentialele tranzitiilor de faza. Linia continud corespunde modelului cu trei stari
(potentialul de gradul patru U, (x) ), iar linia intreruptd — modelului cu cinci stéri (potentialul de gradul sase u(x)) [3]-

Vom introduce in continuare modelul cu patru parametri de control. Fie & reprezinta parametrul de control
care corespunde asimetriei sistemului descrise de termenul cubic al potentialului cinetic, iar parametrul de
control 7 corespunde termenului liniar dupa X al potentialului §i caracterizeaza cuplarea sistemului la un
camp exterior. In aceste notatii potentialul cinetic complet din (1) poate fi scris astfel [1,6]:

2 3 4 6
~ X X X X
U =mX—A—+—+u—+—. 3)
2 3 4 6
Evolutia parametrului de ordine in absenta fluctuatiilor este descrisa de ecuatia
dx_ ou
=T = X - =X (4)
dt OX
Starile stationare ale sistemului, X, descris matematic de relatia (4) cu potentialul (3), sunt solutiile
ecuatiei:
X; + XS + &K — X+ =0, (5)
L .. . . . dx_ ouU _
care se obtine din conditia de egalitate cu zero a variatiei in timp a parametrului de ordine G 0.
X

Totodata, o abordare analiticd a problemei (5) ar fi posibila daca vom neglija, mai intai, termenul care descrie
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actiunea campului exterior, iar apoi termenul ce caracterizeaza asimetria sistemului. in timp ce lichidul sub-
racit este microscopic eterogen ca structura datorita prezentei clusterilor, in sistemele reale ar trebui sa existe
si 0 anumita asimetrie a substantei in proces de cristalizare.

In acest context vom analiza patru cazuri:

a) cazul tranzitiilor intrinseci (& =7 =0) [4];

b) cazul formarii clusterilor in sistem in procesul tranzitiei de faza (prezentei eterogenitatii & = 0,7 = 0) [1,6];

¢) cazul prezentei unui camp extern (& = 0,77 %= 0) [1,6];

d) analiza combinata a cazurilor b) si ¢) (& # 0,77 #0), pentru & si 77, cand se obtine cate un set de

valori discrete variate concomitent.

Pentru aceste patru cazuri vom studia cinetica tranzitiilor de faza reprezentata prin timpul mediu de
tranzitie 7 obtinut conform teoriei Kramers.

Vom considera un potential cu doua gropi si un maximum central, asa cum este reprezentat in Figura 2.
Fie ca in momentul initial t=0 particula se afla in punctul X. Vom determina cat timp, T, particula va ramane
in intervalul (a,b) ce contine coordonata x: a < X <b. Astfel, probabilitatea cd particula in momentul de

timp t se afla in intervalul [a,b] este fdx‘p(x',t|x,0) = G(x,t) sau Prob(T >t) = fdx‘ p(x',t|x,0).

Fig.2. Potential-model cu doua gropi $i un maximum central.

Deoarece sistemul este reversibil in timp, putem scrie p(X',tx,0) = p(x',0x,~t) si ecuatia inversa

Focker-Plank poate fi scrisa dupa cum urmeaza:
9, p(X',t|x,0) = A(X)2, p(X',t|x,0) + 5 B(x)d2 p(X',t|x,0). (6)

b
Vom modifica ecuatia (6) si vom introduce functia G(X,t) = Idx'p ¢t X,0 _ce reprezinta probabilitatea

a

cumulativa ca particula este in intervalul [a,b] si care satisface ecuatia
0,G(x,1) = A(X)2,G(X,t) + 3 B(X)92G(x,1) @)

cu urmadtoarele conditii de frontiera:

1 a<x<b

p(x',0[x,0) = 5(x - X') si G(x,0) =
0, restul

,iar G(a,t) =G(b,t)=Probd >t[  =0.

Astfel, valoarea medie pentru orice functie de variabila T este (f(T))= —_ff (t)dG(x,t). Fie f(T)=t.
0

Atunci valoarea medie a timpului T(X) = <T> — “mean first passage time” — se va obtine dupa integrarea
prin parti a acestei expresii:
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T(x) = jta G(x,t)dt = jG(x t)dt- (8)

Similar, definind T, (x) =(T"), se obtine T, (x) = jt”‘le(x,t)dt ~ “mean N-passage time”.
0
Vom deduce ecuatia pentru T (X) utilizand (8) si integrand (7) pe intervalul (0,):

O]atG(x,t)dt =G(X,0)-G(x,0)=0-1= A(x)ojdt 0,G(x,t) + B(x)dj‘dt 2°G(x,t) =

= A(x)a{ [at G(x,t)J + % B(x)ai( fat G(x,t)] = A(X)2,T(X) + % B(X) - 02T ().
0 0
Prin urmare,
A(X)0, T (X) +% B(x)-2°T(x) =-1. 9)
in formula (9) conditiile de frontiera sunt T(a) =T (b) =0.
Ecuatia omogend este A(X)T'(X) + 1 B(X)T"(x) =0 si, prin substitutia y=T'(X), se obtine solutia

()_aj?g((y; unde W(x) = exp{ngEX; }

Tinand cont de notatiile din Figura 2 si B(z)=2D, A(x)=-U'(x), b—>X%,, a—>—0, x—a, se
obtine:

Y(z
T(x) = j j (@) g,
, P(y) 7 B(z )
Sau
y 1 U@
D —
T@a—xy)= Zj Uéy) .[(Eje dz=
(10)
b=>%  U(y) y, _U( y, U@
= 1
= D . D — . D
5 [t gt et
Astfel, in ecuatia (10) putem separa doua integrale distincte:
% U(y) b Uy
~__ D . D —
T(a—x,)= 5 Ie dy I dy=—1,-1,

a —o0
unde D este coeficientul de difuzie.
Calculul separat al integralelor ne conduce la rezultatul:

U@ u(b)
ZRe o 1= e ®
U"(a) U (o)
Prin urmare, formula finala capatd aspectul:
21 Ub)-U@
Taox)=T@asb=—==" ¢ o

Acest rezultat coincide cu relatia obtinuta pentru rata de tranzitie [1, 4]:

27 AU,
k1= i |, 11
I \/ U”‘(mln EJ”‘( D Xp((qzlz)j ( )

unde q*/2=D.
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Rezultate numerice

Tranzitiile de la starea lichida stabila L1, care corespunde minimului potentialului in punctul a, catre
starea stabila cristalind C, care corespunde minimului potentialului in punctul C, pot fi descrise schematic
in forma:

K, K
11 & L2 —> C,
K,

unde K, reprezintd ratele corespunzitoare de tranzitie i=212,3, iar L2 este starea lichida intermediara
instabild. Prin urmare, tindnd cont de (11), se obtine:
1 ~ - AU,
k = — —U”<(- \[J”(( B i B ,
i 2”\/ min _2 rTBX/Xp (q2/2)

care vor reprezenta coeficientii ecuatiilor master pentru probabilitatile p,, si P, (Pc =1—p, —P.,) de

a gasi sistemul in starile L1 si L2, respectiv:
dp,

dt = _kl Pt kz Pz (12)
d
%=_k1 PL1 +(kz +k3) Peo- (13)

Valoarea minimala absolutd a valorii proprii K pentru matricea probabilitatilor date de relatiile (12) si (13)
reprezinta rata totald de tranzitie din L1 in C:

k:% I(k1+k2+k3)+\/—4klk3+(k1+k2+k3)2 ]

. . . -1
astfel incat timpul mediu de tranzitie este 7 ; .o = |k| .

in Figura 3 este reprezentat logaritmul zecimal al timpului mediu de tranzitie 7 dintre starile L1 si C
in functie de parametrul de control A in regiunea coexistentei starilor L1 si L2 pentru diferite valori ale
parametrilor de control 7 (a)si £ (b). Am obtinut urmatoarele rezultate principale:

a) Studiul tranzitiilor de faza si calculul timpului mediu de relaxare pentru cazul tranzitiilor intrinseci
7(A) a fost efectuat anterior de Nicolis [4, 5], curba pentru logaritmul zecimal al timpului de tranzitie este
reprezentatd in Figura 3 (a) si (b) cu o linie continud (£ =7=0).

b)  Studiul tranzitiilor de faza pentru potentialul asimetric (£ # 0,77 = 0) a fost realizat analitic initial in
[6], iar in [1] este prezentatd solutia generald, care include si rezultatele numerice similare celor obtinute
pentru sistemul eterogen si reprezentate in Figura 3 (b). Au fost efectuate calcule pentru diferite valori ale
parametrului de control & si am observat ca la micsorarea valorii & (domeniul £ < Q) are loc cresterea ratei
de tranzitie din starea L1 in starea C prin intermediul starii instabile L2. Acest fapt se datoreaza asimetriei
potentialului cauzat de prezenta termenului cu coeficientul de control &, ceea ce in cazul unui sistem fizic
real corespunde prezentei nucleelor de cristalizare intr-un lichid subracit sau a clusterilor intr-un sistem
eterogen.

¢) Dinamica tranzitiilor de faza sub actiunea cAmpului extern (77 #0,& =0) a fost la fel studiatd in
[1,3], iar unele rezultate sunt prezentate in Figura 3 (a). Din aceasta figura observam ca pentru valorile mici
n # 0 are loc o incetinire considerabild a tranzitiilor de faza de ordinul intdi. Mentionam ca in figura este

reprezentatd o dependenta logaritmica.
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Fig.3. Logaritmul zecimal al timpului mediu de tranzitie t dintre starile lichida L1 si cea cristalina C in dependenta
de parametrul de control 4 in regiunea coexistentei stérilor lichide L1 si L2 in prezenta cAmpului exterior (a)
si a eterogenititii (b). Am considerat urmatoarele valori constante pentru parametrii y=-2 si 0?=0.1.

In acest context apare intrebarea privind comportarea sistemului daci vom tine cont de influenta ambilor
factori concomitent: eterogenitate si cAmpul extern (a se vedea Tabelul 1). Acest lucru nu a fost cercetat ante-
rior si raspunsul la aceastd intrebare poate fi sugerat de ecuatia (3), unde se observa ca dependenta potentialu-
lui de parametrul de control 7 este liniara, iar & reprezinta coeficientul de proportionalitate al termenului

cubic, insa incercarea de a prezice calitativ comportarea (1, &£, 4) este pripita. Astfel, vom cerceta numeric

problema data pe calculator.
Tabelul 1
Scheme de variatie a parametrilor de control la tranzitiile de faza de ordinul intéi
in modelul cinetic cu potential de tip Landau

Tranzitii intrinseci
A —variabil, &=¢=0, u=-2
Tranzitii In prezenta campului extern Tranzitii in prezenta eterogenitatii
A, n —variabil, £&=0, u=-2 A, &—variabil, n =0, u=-2
Tranzitii in prezenta campului extern §i a eterogenitatii
A, & n —variabil, u=-2
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d) Fie 70 si £#0. Pentru aceasta vom defini vectorii parametrilor de control 7 =7,,7,,7;,... si

&=¢,4,,4;,..., lar in model vom varia, pentru fiecare valoare 7 fixata, intregul set de valori &. Astfel,
vom obtine o familie de curbe care vor descrie discret dependenta z(77,£, 4) . Drept rezultat am obtinut setul
de curbe 7(77,&, A) reprezentate in Figura 4, unde se observa cd odatd cu descresterea, de sus in jos, a para-

metrului 77 are loc micsorarea timpului mediu de tranzitie 7, ., iar pentru aceeasi valoare a lui 77 si pentru
diferite valori ale coeficientului de asimetrie & se observa accelerarea tranzitiei de faza odata cu cresterea
valorii absolute (de sus in jos) a parametrului de control &. Cazul dinamicii intrinseci este reprezentat grafic

cu o curbd continud, care poseda valoarea minima a lui lg 7, .. pentru 4 =-0.79. Astfel, se mai observa

ca campul extern si eterogenitatea actioneaza in mod diferit asupra deplasarii minimului timpului mediu de
tranzitie: cresterea valorii absolute a coeficientului de asimetrie deplaseaza acest minim in domeniul valorilor
absolute mai mici ale lui 4, pe cand cresterea coeficientului 7 contribuie la deplasarea minimului respectiv

in sens opus.
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Fig.4. Logaritmul zecimal al timpului mediu de tranzitie 7 dintre starile lichida L1 si cea cristalina C in dependenta de
parametrul de control 1 in regiunea coexistentei starilor lichide L1 si L2 si in prezenta simultana a cAmpului exterior
si a eterogenittii pentru valorile constantele =-2 si 9*=0.1.

Valorile minime ale timpului mediu de tranzitie in functie de parametrii de control variabili sunt prezentate

in Tabelul 2.

Tabelul 2

Valorile minime ale timpului mediu de tranzitie in functie de parametrii de control ¢ si 5

‘imin ' Ig ‘min (77| ! §j ' /1);

m=0

7,=0.01

75=0.015

&=-0.05 (-0.748, 1.684) (-0.763, 1.764) (-0.768, 1.799)
&=0.1 (-0.725, 1.585) (-0.737, 1.658) (-0.746, 1.693)
&=-0.15 (~0.695, 1.503) (~0.699, 1.556) (-0.707, 1.607)

Datele din Tabelul 2 sunt prezentate pentru setul de valori € .19 €., (ni,gj,l);, unde i, j =123 si

Ain corespunde valorii lui 4 pentru 7, .
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Concluzii

Am aplicat modelul cinetic cu potential de tip Landau, pentru care se obtin fazele stabile lichida (L1) si
cristalina (C), precum si a doua stare lichida metastabila (L2). Un asemenea potential de ordinul sase descrie
matematic complet tranzitia de faza de ordinul intai, iar in acest context exista patru variante de selectie a
parametrilor de control: cazul tranzitiilor intrinseci (& =7=0), cazul eterogen (£ #0,7=0) si cel al

prezentei cdmpului extern (& = 0,77 # 0), cdnd un parametru de control corespunzator este diferit de zero,

precum si cazul actiunii simultane a ambelor efecte asupra cineticii tranzitiilor de faza. Pentru aceste patru
variante distincte, reprezentate in Tabelul 1, rezultatele au fost analizate comparativ.

A fost demonstrata formula pentru rata de tranzitie (11). Aceasta relatie este folosita in continuare pentru
a calcula timpul mediu de tranzitie, ale carui valori minime sunt prezentate in functie de parametrii de
control ¢ si # in Tabelul 2. Pe baza setului de curbe care descriu dependenta 7(77,£,4) am constatat cd la

descresterea parametrului 77 are loc micsorarea timpului mediu de tranzitie 7, ., iar la cresterea valorii

absolute a coeficientului de asimetrie &, cand 7 este fixat, are loc accelerarea tranzitiei de faza. Prin urmare,

campul extern si eterogenitatea actioneaza in mod opus asupra deplasarii minimului timpului mediu de
tranzitie, iar rezultatele obtinute se afla in deplin acord cu cazurile particulare enuntate in lucrarile publicate
anterior.
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