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Modelul parametric bazat pe potenţialul de tip Landau include un parametru de ordine şi trei parametri de control. 

Este posibil să se studieze simultan impactul atât al asimetriei (eterogenităţii), cât şi al câmpului extern asupra tranziţiilor 

de fază în prezenţa unei stări lichide intermediare metastabile notate în articol cu L2. Am observat că prezenţa acestei 

stări metastabile influenţează rata de nucleaţie: creşterea eterogenităţii sistemului accelerează dinamica de tranziţie, iar 

prezenţa unui câmp extern ar putea spori timpul mediu de tranziţie. Au fost calculate cele mai mici valori ale timpului 

mediu de tranziţie pentru diferite combinaţii ale parametrilor de control.  

Cuvinte-cheie: tranziţii de fază, potenţial de tip Landau, timp de relaxare, parametri de control. 

 

THE IMPACT OF THE SIMULTANEOUS VARIATION OF THE CONTROL PARAMETERS ON THE 

FIRST-ORDER PHASE TRANSITIONS IN THE PRESENCE OF A METASTABLE INTERMEDIATE 

STATE IN THE KINETIC MODEL WITH LANDAU-TYPE POTENTIAL 

The Landau-type potential based parametric model includes one order parameter and three control parameters.  

It is possible to study simultaneously the impact of both asymmetry (heterogeneity) and the external field on phase 

transitions in the presence of an intermediate metastable liquid state denoted in the article by L2. We noticed that the 

presence of this metastable state influences the nucleation rate: an increase in the heterogeneity of system accelerates 

the transition dynamics, but the presence of an external field would increase the mean transition time. The lowest values 

of the mean transition times for different combination of control parameters are computed.  

Keywords: phase transitions, Landau-type potential, relaxation time, control parameters.  

 

 

Introducere  

Modelele matematice bazate pe potenţialul cinetic de tip Landau, care conţine unu sau doi parametri de 

ordine, au fost aplicate la studiul tranziţiilor de fază de ordinul întâi în prezenţa unei stări intermediare meta-

stabile pentru cazul dinamicii intrinseci [4,5]. Totodată, a fost dezvoltat modelul cinetic care conţine un para-

metru de ordine şi trei parametri de control pentru a cerceta impactul asimetriei şi al câmpului extern asupra 

tranziţiei de fază în prezenţa unei stări intermediare instabile, însă influenţa acestor factori a fost cercetată 

separat. Soluţiile analitice au fost iniţial obţinute prin metoda Descartes-Euler de rezolvare a ecuaţiilor poli-

nomiale [6]. Apoi a fost efectuată o amplă analiză bifurcaţională şi de stabilitate a soluţiilor problemei pri-

vind tranziţiile de fază în prezenţa unei stări intermediare instabile aplicând metoda parametrică, iar teoria 

respectivă şi soluţia generală a acestei probleme este prezentată în [1]. Scopul principal reprezintă evidenţie-

rea condiţiilor pentru care rata de tranziţie poate fi amplificată de prezenţa stării intermediare, atunci când 

forţele intermoleculare de interacţiune sunt slabe şi există doar o ordine apropiată în sistem. Se presupune  

că, în anumite condiţii modelate cu ajutorul parametrilor de control, starea intermediară ar putea contribui 

esenţial la cristalizarea substanţelor prin micşorarea barierei energiei libere. Considerând că potenţialul de tip 

Landau posedă un parametru de ordine asociat variaţiei densităţilor dintre faze şi un set format din patru 

parametri de control asociaţi cu câmpul extern, difuzia, eterogenitatea şi viscozitatea, putem estima efectul 

asimetriei şi cel al influenţei câmpului exterior în prezenţa unei stări intermediare metastabile, care sunt efecte 

complementare dinamicii intrinseci a sistemului.  

Modelul teoretic  

Vom asuma că câmpul forţelor posedă structura derivatei funcţiei energiei libere de tip Landau, iar factorii 

de proporţionalitate (parametrii de control) sunt coeficienţii de difuzie, viscozitate etc. Evoluţia parametrului de 

ordine x (de exemplu, variaţia densităţii substanţei la tranziţia de fază) este descrisă de ecuaţia Langevin [2]:  
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F(t)+
x

U
=

dt

dx
,       (1) 

unde )(tF  este forţa asociată fluctuaţiilor termodinamice, pentru care se respectă următoarele egalităţi:  

0,=tF  
'' ttq=tFtF 2

,     (2) 

unde, pentru a asigura consistenţa cu fizica statistică, relaţia de fluctuaţie-disipaţie trebuie satisfăcută legând 

astfel dispersia fluctuaţiei 
2q  din (2) cu coeficientul de difuzie D [4,5].  

În cadrul acestui model se consideră că funcţia U reprezintă un potenţial cu trei gropi, în care minimile 

reprezintă fazele stabile lichidă (L1) şi cristalină (C), cea de-a doua stare lichidă metastabilă (L2) fiind starea 

metastabilă. A fost selectat pentru studiu anume potenţialul de ordinul şase care descrie matematic complet pro-

cesul de tranziţie, deoarece a fost demonstrat teoretic că starea intermediară accelerează tranziţia de fază [5].  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

Fig.1. Potenţialele tranziţiilor de fază. Linia continuă corespunde modelului cu trei stări  

(potenţialul de gradul patru )(4 xU ), iar linia întreruptă – modelului cu cinci stări (potenţialul de gradul şase )(6 xU ) [3]. 

 

Vom introduce în continuare modelul cu patru parametri de control. Fie  reprezintă parametrul de control 

care corespunde asimetriei sistemului descrise de termenul cubic al potenţialului cinetic, iar parametrul de 

control  corespunde termenului liniar după x  al potenţialului şi caracterizează cuplarea sistemului la un 

câmp exterior. În aceste notaţii potenţialul cinetic complet din (1) poate fi scris astfel [1,6]:  

6432

6432 x
+

x
+

x
+

x
x=xU .        (3) 

Evoluţia parametrului de ordine în absenţa fluctuaţiilor este descrisă de ecuaţia 

532 xxxx+=
x

U
=

dt

dx
.          (4) 

Stările staţionare ale sistemului, sx , descris matematic de relaţia (4) cu potenţialul (3), sunt soluţiile 

ecuaţiei:  

0235 =+xx+x+x ssss ,              (5) 

care se obţine din condiţia de egalitate cu zero a variaţiei în timp a parametrului de ordine 0=
x

U
=

dt

dx
. 

Totodată, o abordare analitică a problemei (5) ar fi posibilă dacă vom neglija, mai întâi, termenul care descrie 

x 
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acţiunea câmpului exterior, iar apoi termenul ce caracterizează asimetria sistemului. În timp ce lichidul sub-

răcit este microscopic eterogen ca structură datorită prezenţei clusterilor, în sistemele reale ar trebui să existe 

şi o anumită asimetrie a substanţei în proces de cristalizare.  

În acest context vom analiza patru cazuri: 

a) cazul tranziţiilor intrinseci ( 0 ) [4]; 

b) cazul formării clusterilor în sistem în procesul tranziţiei de fază (prezenţei eterogenităţii 0,0 ) [1,6]; 

c) cazul prezenţei unui câmp extern ( 0,0 ) [1,6]; 

d) analiza combinată a cazurilor b) şi c) ( 0,0 ), pentru  şi , când se obţine câte un set de 

valori discrete variate concomitent. 

Pentru aceste patru cazuri vom studia cinetica tranziţiilor de fază reprezentată prin timpul mediu de 

tranziţie  obţinut conform teoriei Kramers.  

Vom considera un potenţial cu două gropi şi un maximum central, aşa cum este reprezentat în Figura 2. 

Fie că în momentul iniţial t=0 particula se află în punctul x. Vom determina cât timp, T, particula va rămâne 

în intervalul (a,b) ce conţine coordonata x: bxa . Astfel, probabilitatea că particula în momentul de 

timp t se află în intervalul [a,b] este ),()0,,'(' txGxtxpdx
b

a
 sau 

b

a
xtxpdxtT )0,,'(')(Prob .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Fig.2. Potenţial-model cu două gropi şi un maximum central.  

 

Deoarece sistemul este reversibil în timp, putem scrie ),0,'()0,,'( txxpxtxp  şi ecuaţia inversă 

Focker-Plank poate fi scrisă după cum urmează:  

)0,,'()()0,,'()()0,,'( 2

2

1
xtxpxBxtxpxAxtxp xxt .           (6) 

Vom modifica ecuaţia (6) şi vom introduce funcţia 

b

a

xtxpxdtxG 0,,),(  ce reprezintă probabilitatea 

cumulativă că particula este în intervalul [a,b] şi care satisface ecuaţia  

),()(),()(),( 2

2

1
txGxBtxGxAtxG xxt              (7) 

cu următoarele condiţii de frontieră:  

)'()0,0,'( xxxxp  şi 
restul,0

,1
)0,(

bxa
xG ,  iar 0Pr),(),(

,bax
tTobtbGtaG .  

Astfel, valoarea medie pentru orice funcţie de variabila T  este 

0

),()()( txdGtfTf . Fie tTf )( . 

Atunci valoarea medie a timpului TxT )(  – “mean first passage time” – se va obţine după integrarea 

prin părţi a acestei expresii:  
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0 0

),(),()( dttxGdttxGtTxT t
.          (8) 

Similar, definind 
n

n TxT )( , se obţine 

0

1 ),()( dttxGtxT n

n  – “mean n-passage time”.  

Vom deduce ecuaţia pentru )(xT  utilizând (8) şi integrând (7) pe intervalul ),0( :  

).()(
2

1
)()(),()(

2

1
),()(

),()(),()(10)0,(),(),(

2

0

2

0

0

2

00

xTxBxTxAtxGdtxBtxGdtxA

txGdtxBtxGdtxAxGxGdttxG

xxxx

xxt

 

Prin urmare,  

1)()(
2

1
)()( 2 xTxBxTxA xx

.               (9) 

În formula (9) condiţiile de frontieră sunt 0)()( bTaT . 

Ecuaţia omogenă este 0)()()()(
2

1
xTxBxTxA  şi, prin substituţia )(xTy , se obţine soluţia 

b

a y

xdy
xT

)(

)(
)( , unde 

x

a

dx
xB

xA
x '

)'(

)'(
2exp)( . 

Ţinând cont de notaţiile din Figura 2 şi DzB 2)( , )()( xUxA , 0xb , a , ax , se 

obţine:  
b

x

y

a

dz
zB

z

y

dy
xT

)(

)(

)(
2)(  

sau  

.
11

2

1
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D
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ax

D

yU

y

a

D

zUb

x D

yU

dzedye
D

dzedye
D

dze
D

e

dy
xaT

     (10) 

Astfel, în ecuaţia (10) putem separa două integrale distincte: 

,
11

)( 12

)()(

0

0

II
D

dyedye
D

xaT

b

D

yUx

a

D

yU

 

unde D  este coeficientul de difuzie. 

Calculul separat al integralelor ne conduce la rezultatul: 

D

aU

e
aU

D
I

)(

1
)(

2
, D

bU

e
bU

D
I

)(

2
)(

2
. 

Prin urmare, formula finală capătă aspectul: 

.
2

)()(

U(a)-U(b)

0
D

''''
e

bUaU
=baTxaT  

Acest rezultat coincide cu relaţia obţinută pentru rata de tranziţie [1, 4]: 

)(q

U

xUxU
=k i

i
2/

exp
2

2

maxmin

1 ,                     (11) 

unde Dq 2/2
.  
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Rezultate numerice 

Tranziţiile de la starea lichidă stabilă 1L , care corespunde minimului potenţialului în punctul a , către 

starea stabilă cristalină C , care corespunde minimului potenţialului în punctul c , pot fi descrise schematic 

în forma: 

2

31

21

k

CLL

kk

, 

unde ik  reprezintă ratele corespunzătoare de tranziţie 3,2,1i , iar 2L  este starea lichidă intermediară 

instabilă. Prin urmare, ţinând cont de (11), se obţine: 

)(q

U
xUxU=k i

i
2/

exp 
2

1
2maxmin , 

care vor reprezenta coeficienţii ecuaţiilor master pentru probabilităţile 1Lp  şi 2Lp  ( 211 LLC ppp ) de 

a găsi sistemul în stările 1L  şi 2L , respectiv: 

2211
1

LL
L pkpk

dt

dp
,         (12) 

23211
2 )( LL

L pkkpk
dt

dp
.        (13) 

Valoarea minimală absolută a valorii proprii k  pentru matricea probabilităţilor date de relaţiile (12) şi (13) 

reprezintă rata totală de tranziţie din 1L  în C : 

2

32131321 )(4)(
2

1
kkkkkkkkk , 

astfel încât timpul mediu de tranziţie este 
1

1 kCL . 

În Figura 3 este reprezentat logaritmul zecimal al timpului mediu de tranziţie  dintre stările 1L  şi C   

în funcţie de parametrul de control  în regiunea coexistenţei stărilor 1L  şi 2L  pentru diferite valori ale 

parametrilor de control  (a) şi  (b). Am obţinut următoarele rezultate principale:  

a) Studiul tranziţiilor de fază şi calculul timpului mediu de relaxare pentru cazul tranziţiilor intrinseci 

)(  a fost efectuat anterior de Nicolis [4, 5], curba pentru logaritmul zecimal al timpului de tranziţie este 

reprezentată în Figura 3 (a) şi (b) cu o linie continuă )0( = .  

b) Studiul tranziţiilor de fază pentru potenţialul asimetric )0,0(  a fost realizat analitic iniţial în 

[6], iar în [1] este prezentată soluţia generală, care include şi rezultatele numerice similare celor obţinute 

pentru sistemul eterogen şi reprezentate în Figura 3 (b). Au fost efectuate calcule pentru diferite valori ale 

parametrului de control  şi am observat că la micşorarea valorii  (domeniul 0 ) are loc creşterea ratei 

de tranziţie din starea L1 în starea C prin intermediul stării instabile L2. Acest fapt se datorează asimetriei 

potenţialului cauzat de prezenţa termenului cu coeficientul de control , ceea ce în cazul unui sistem fizic 

real corespunde prezenţei nucleelor de cristalizare într-un lichid subrăcit sau a clusterilor într-un sistem 

eterogen.  

c) Dinamica tranziţiilor de fază sub acţiunea câmpului extern )0,0(  a fost la fel studiată în 

[1,3], iar unele rezultate sunt prezentate în Figura 3 (a). Din această figură observăm că pentru valorile mici 

0  are loc o încetinire considerabilă a tranziţiilor de fază de ordinul întâi. Menţionăm că în figură este 

reprezentată o dependenţă logaritmică. 
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Fig.3. Logaritmul zecimal al timpului mediu de tranziţie τ dintre stările lichidă L1 şi cea cristalină C în dependenţă  

de parametrul de control  în regiunea coexistenţei stărilor lichide L1 şi L2 în prezenţa câmpului exterior (a)  

şi a eterogenităţii (b). Am considerat următoarele valori constante pentru parametrii = 2 şi q
2
=0.1. 

 

În acest context apare întrebarea privind comportarea sistemului dacă vom ţine cont de influenţa ambilor 
factori concomitent: eterogenitate şi câmpul extern (a se vedea Tabelul 1). Acest lucru nu a fost cercetat ante-
rior şi răspunsul la această întrebare poate fi sugerat de ecuaţia (3), unde se observă că dependenţa potenţialu-

lui de parametrul de control  este liniară, iar  reprezintă coeficientul de proporţionalitate al termenului 

cubic, însă încercarea de a prezice calitativ comportarea ),,(  este pripită. Astfel, vom cerceta numeric 

problema dată pe calculator.  
Tabelul 1 

Scheme de variaţie a parametrilor de control la tranziţiile de fază de ordinul întâi  

în modelul cinetic cu potenţial de tip Landau 

Tranziţii intrinseci 
λ – variabil, ξ=η=0, μ=–2 

Tranziţii în prezenţa câmpului extern 

λ, η – variabil, ξ=0, μ=–2 

Tranziţii în prezenţa eterogenităţii 

λ, ξ – variabil, η =0, μ=–2 

Tranziţii în prezenţa câmpului extern şi a eterogenităţii 

λ, ξ, η – variabil, μ=–2 

1.0 0.9 0.8 0.7 0.6 0.5 0.4
1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

1.0 0.9 0.8 0.7 0.6 0.5 0.4
1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

lg(τL1→C) 

lg(τL1→C) 

η=0,08 

η=0,06 

η=0,04 

ξ=η=0 

ξ=η=0 

ξ=-0,05 

ξ=-0,1 

ξ=-0,15 

ξ=-0,2 

ξ=-0,3 

λ 

λ 

(a) 

(b) 
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d) Fie 0  şi 0 . Pentru aceasta vom defini vectorii parametrilor de control ,,, 321  şi 

,,, 321 , iar în model vom varia, pentru fiecare valoare  fixată, întregul set de valori . Astfel, 

vom obţine o familie de curbe care vor descrie discret dependenţa ),,( . Drept rezultat am obţinut setul 

de curbe ),,(  reprezentate în Figura 4, unde se observă că odată cu descreşterea, de sus în jos, a para-

metrului  are loc micşorarea timpului mediu de tranziţie CL1 , iar pentru aceeaşi valoare a lui  şi pentru 

diferite valori ale coeficientului de asimetrie  se observă accelerarea tranziţiei de fază odată cu creşterea 

valorii absolute (de sus în jos) a parametrului de control . Cazul dinamicii intrinseci este reprezentat grafic 

cu o curbă continuă, care posedă valoarea minimă a lui CL1lg  pentru 79.0 . Astfel, se mai observă 

că câmpul extern şi eterogenitatea acţionează în mod diferit asupra deplasării minimului timpului mediu de 

tranziţie: creşterea valorii absolute a coeficientului de asimetrie deplasează acest minim în domeniul valorilor 

absolute mai mici ale lui , pe când creşterea coeficientului  contribuie la deplasarea minimului respectiv 

în sens opus.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Fig.4. Logaritmul zecimal al timpului mediu de tranziţie τ dintre stările lichidă L1 şi cea cristalină C în dependenţă de 

parametrul de control  în regiunea coexistenţei stărilor lichide L1 şi L2 şi în prezenţa simultană a câmpului exterior  

şi a eterogenităţii pentru valorile constantele = 2 şi q
2
=0.1.  

 

Valorile minime ale timpului mediu de tranziţie în funcţie de parametrii de control variabili sunt prezentate 

în Tabelul 2.  

Tabelul 2 

Valorile minime ale timpului mediu de tranziţie în funcţie de parametrii de control ξ şi η 

),,(lg, minmin ji  η1=0 η2=0.01 η3=0.015 

ξ1=–0.05 (–0.748, 1.684) (–0.763, 1.764) (–0.768, 1.799) 

ξ2=–0.1 (–0.725, 1.585) (–0.737, 1.658) (–0.746, 1.693) 

ξ3=–0.15 (–0.695, 1.503) (–0.699, 1.556) (–0.707, 1.607) 
 

Datele din Tabelul 2 sunt prezentate pentru setul de valori ),,(lg, minmin ji , unde 3,2,1, ji  şi 

min  corespunde valorii lui  pentru min .  

1.0 0.9 0.8 0.7 0.6 0.5 0.4
1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

λ 

lg(τL1→C) 

ξ1=-0.05 

ξ2=-0.1 

ξ3=-0.15 

η3=0.015 

η2=0.01 

η1=0 
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Concluzii 

Am aplicat modelul cinetic cu potenţial de tip Landau, pentru care se obţin fazele stabile lichidă (L1) şi 

cristalină (C), precum şi a doua stare lichidă metastabilă (L2). Un asemenea potenţial de ordinul şase descrie 

matematic complet tranziţia de fază de ordinul întâi, iar în acest context există patru variante de selecţie a 

parametrilor de control: cazul tranziţiilor intrinseci ( 0 ), cazul eterogen ( 0,0 ) şi cel al 

prezenţei câmpului extern ( 0,0 ), când un parametru de control corespunzător este diferit de zero, 

precum şi cazul acţiunii simultane a ambelor efecte asupra cineticii tranziţiilor de fază. Pentru aceste patru 

variante distincte, reprezentate în Tabelul 1, rezultatele au fost analizate comparativ.  

A fost demonstrată formula pentru rata de tranziţie (11). Această relaţie este folosită în continuare pentru 

a calcula timpul mediu de tranziţie, ale cărui valori minime sunt prezentate în funcţie de parametrii de 

control ξ şi η în Tabelul 2. Pe baza setului de curbe care descriu dependenţa ),,(  am constatat că la 

descreşterea parametrului  are loc micşorarea timpului mediu de tranziţie CL1 , iar la creşterea valorii 

absolute a coeficientului de asimetrie , când  este fixat, are loc accelerarea tranziţiei de fază. Prin urmare, 

câmpul extern şi eterogenitatea acţionează în mod opus asupra deplasării minimului timpului mediu de 

tranziţie, iar rezultatele obţinute se află în deplin acord cu cazurile particulare enunţate în lucrările publicate 

anterior.  
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