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ПРИБЛИЖЕНИЕ РЕШЕТОЧНЫХ СУММ В ДИНАМИКЕ КРИСТАЛЛОВ 
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Предложена модель рассмотрения электрон-фононной системы кристалла как системы новых квазичастиц, 

где учитываются как электронные, так и фононные свойства системы. Выведен гамильтониан, описывающий 
эти квазичастицы, и на его основе получены элементы динамической матрицы в случае одноатомного кристалла. 
В отличие от классической теории показано, что зависимость динамической матрицы от векторов решетки 
является интегральной. 

Ключевые слова: решеточные суммы, динамика кристаллов, электроны, фононы, теория возмущений, 
уравнения движения Гейзенберга, динамическая матрица. 

 
APROXIMAŢIA SUMELOR DE REŢEA ÎN DINAMICA CRISTALELOR 
În articol este propus un model, care consideră sistemul electron-fononic al cristalului drept un sistem de cvasiparti-

cule noi, în care sunt luate în considerare atât proprietăţile electronice, cât şi fononice ale sistemului. Este dedus hamil-
tonianul ce descrie aceste cvasiparticule şi, în baza lui, sunt obţinute elementele matricei dinamice în cazul cristalului 
monoatomar. Este demonstrat că, spre deosebire de teoria clasică, dependenţa matricei dinamice de vectorii de reţea 
este integrală. 

Cuvinte-cheie: sume de reţea, dinamica cristalelor, electroni, fononi, teoria perturbaţiilor, ecuaţii de mişcare 
Heizenberg, matrice dinamică. 

 
LATTICE SUMS APPROXIMATION IN CRYSTAL DYNAMICS 
A model describing an electron-phonon system of a crystal as a system of new quasiparticles, that takes into account 

both electron and phonon properties of the system, is proposed in this article. The corresponding Hamiltonian of 
quasiparticles is deduces and on its basis the dynamical matrix elements for a monoatomic crystal are obtained. It is 
demonstrated that unlike the classical theory the dependence of the dynamical matrix on the lattice vectors is integral. 

Keywords: lattice sums, crystal dynamics, electrons, phonons, perturbation theory, Heisenberg equations of motion, 
dynamical matrix. 

 
 
Введение 
Быстрая миниатюризация электронных наноразмерных чипов, необходимая для дальнейшего про-

гресса электронных устройств, требует развития и применения современных теоретических подходов 
для предсказательного описания электронных и фононных свойств наноструктур. Фонон – квант 
колебаний кристаллической решетки – является одной из основных квазичастиц, введенных в физике 
для удобства описания процессов, связанных с колебаниями кристаллической решетки материалов и 
переносом заряда или тепла [1-2]. Интенсивные исследования фононных свойств наноразмерных 
структур, проведенные в последнее десятилетие, показали, что энергетические спектры, плотности 
состояний и групповые скорости фононов в наноструктурах сильно зависят от их пространственных 
размеров и качества их границ [3-5]. Уменьшение размеров структуры ведет обычно к уменьшению их 
решеточной теплопроводности вследствие падения средней групповой скорости фононов и усиления 
их рассеяния на границах наноструктуры [4-5]. В то же время моноатомный слой атомов углерода в 
форме квазидвумерного листа (графен) или свернутый в квазиодномерную трубку (углеродная нано-
трубка) демонстрирует рекордно высокие решеточные теплопроводности ввиду очень сильных кова-
лентных связей между атомами и слабого фонон-фононного рассеяния, обусловленного свойствами 
квазидвумерного (в случае графена) или квазиодномерного (в случае нанотрубки) фононного газа [6-7].  

Для исследования фононных свойств наноструктур применяются различные теоретические модели, 
описывающие колебания кристаллической решетки: континуальная модель, классическая и неравно-
весная молекулярная динамика, модели Борна-Кармана и полей валентных сил, теория функционала 
плотности и функций Грина [7-9]. Большинство этих моделей в той или иной мере зависят от набора 
параметров, определяемых из сравнения рассчитанных в моделях величин (энергий фононов, средних 
скоростей фононов, теплоемкости, теплопроводности, ангармонических параметров решетки) со зна-
чениями, наблюдаемыми в эксперименте. В некоторых случаях это приводит как к количественному, 
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так и к качественному различию предсказываемых фононных и кинетических свойств. Дальнейшее 
развитие теоретических моделей, описывающих колебания кристаллической решетки материалов, 
является поэтому важным и актуальным направлением.  

В данной статье мы развиваем одну из таких моделей, в которой искомый гамильтониан электрон-
фононной системы рассматриваем как гамильтониан, описывающий некоторые новые квазичастицы, 
учитывающие как электронные, так и фононные свойства системы. Мы выводим этот гамильтониан  
в рамках теории возмущений, используя в качестве невозмущенного базиса собственные функции 
гамильтониана «нулевого приближения», включающего в себя невзаимодействующие электроны и 
фононы. Мы применяем развитую модель для описания одноатомного кристалла и выводим соответ-
ствующие элементы динамической матрицы.  

Теоретическая модель 
Рассмотрим систему взаимодействующих электронов и ядер кристаллического твердого тела в 

нерелятивистском приближении. В качестве базиса вторичного квантования выберем полный набор 
ортонормированных функций qjnl ,  

где l   – набор блоховских волновых функций; 

qjn  – волновые функции фононов в гармоническом приближении;  

qjn  – квантовое число фононов в состоянии jq, ,  
где q  – волновой вектор фонона, а индекс j  нумерует ветви колебаний решетки; 

{ }zl lkl σ,,=  символизирует набор квантовых чисел, включающий квазиимпульс lk , номер зоны l  
и проекцию спина zσ  электрона.  

Оператор нулевого приближения имеет вид: 
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К гамильтониану (1), описывающему квазичастицы в нулевом приближении, необходимо модельно 
добавить оператор кулоновского взаимодействия зонных электронов и дырок, а также их взаимодей-
ствие с фононами. Гамильтониан (1) с исправленными собственными значениями выберем в качестве 
нулевого приближения и составим систему уравнений для самосогласованного определения энерге-
тического спектра кристалла. Зависимость от времени операторов рождения ++

qjl ba ,  и уничтожения 

qjl ba ,  электронов и фононов, соответственно, определяется из уравнений Гейзенберга с оператором 

Гамильтона системы .H  Для решения задачи о собственных значениях qjl ωε ,  необходимо определить 

гамильтониан ,H  который, как известно, включает кулоновское взаимодействие, выражающееся 
через плотность заряда. В представлении вторичного квантования [10-11] 
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где qρ  – Фурье-образ оператора плотности заряда в единицах Ve ;  

kz  – заряд k -го ядра;  
k
nR  – радиус-вектор, определяющий положение k -го ядра, смещение которого в n-ой ячейке  

определяется вектором смещения k
nU ;  

k
qje  – вектор поляризации фонона.  

Остальные обозначения стандартны. Компоненты оператора смещения коммутируют друг с другом, 
[ ] 0, =′

′
k
n

k
n UU βα . Как следует из уравнения (2), оператор плотности заряда, а следовательно, и оператор 
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кулоновского взаимодействия электронов в представлении вторичного квантования зависят от 
матричных элементов iqrl e m− , 1/2 ( )mik r

mm V e u r−= , V N= Ω , которые преобразуем, используя 

свойство периодичности блоховских амплитуд )(rum : 
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где N – число ячеек, каждая из которых содержит s  ядер и имеет объем Ω .  
Интегрирование в уравнении (3) необходимо выполнить по объему ячейки. Сумма по n  в уравне-

нии (3) 
gbQ

n
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 выражает закон сохранения квазиимпульса. Плотность заряда ядер ∑ ⋅−
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в уравнении (2) зависит от их смещений, тогда как электронная плотность определена в нулевом 
адиабатическом приближении без учета колебаний решетки. Если в решении проблемы энергетиче-
ского спектра электронов адиабатическое приближение дает приемлемые результаты, то при расчете 
электропроводности и других кинетических явлений учет колебаний решетки только в первом сла-
гаемом ∑ ⋅−

nk

Riq
k

k
nez  в операторе плотности заряда (2) нельзя считать достаточным. Для того чтобы 

учесть экранирование ядер электронами, необходимо найти зависимость от смещений ядер k
nU  элект-

ронной плотности заряда в уравнении (2). Без учета колебаний кристалл обладает трансляционной 
симметрией, благодаря чему выполняется закон сохранения квазиимпульса. Учет колебаний должен 
привести прежде всего к нарушению этого закона. Учтем смещения ядер в геометрическом структур-
ном факторе в уравнениях (2)-(3) по аналогии с тем, как это делается в задаче о рассеянии электро-
магнитного или нейтронного излучения при вычислении фактора Дебая-Уоллера и фононных спут-
ников [10-12]. Матричный элемент (3) с учетом колебаний решетки представим в виде: 
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Здесь решеточная сумма )(QS  определена с учетом смещений ядер. Отметим, что матричный 
элемент mel iqr−

 в виде, определяемом уравнением (4), обеспечивает выполнение условия qq −
+ = ρρ . 

Используем приближение (4) для определения гамильтониана системыH : 
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Здесь матричный элемент оператора кинетической энергии электронов 22 )2/( ∇−= mh h  определяется 
выражением: 
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Известно, что фактор Дебая-Уоллера не является в общем случае малой величиной, следовательно, 
оператор Гамильтона (5) можно рассматривать как модельный и использовать при произвольных 
смещениях ядер. Гамильтониан (5) является эрмитовым, двухчастичным по электронам и многочастич-
ным по фононам. Полученные уравнения (1-6) составляют систему, которую используем для само-
согласованного определения спектра гамильтониана квазичастиц ., qjl ωε   

Динамическую матрицу кристалла определим с помощью уравнения движения Гейзенберга для 
оператора обобщенного импульса фонона qjqj bb −

+ − : 
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Коммутаторы, входящие в уравнение (7), вычислим с помощью общей формулы: 
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Левую часть уравнения (7) определим, предполагая, что зависимость от времени операторов рож-
дения и уничтожения фононов имеет вид exp , expqj qj qj qjb i t b i tω ω+
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Здесь мы использовали свойство ортогональности векторов поляризации. Вычисляя вклады всех 
входящих в правую часть уравнения (7) слагаемых, приходим к системе нелинейных уравнений для 
векторов поляризации 
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В представлении квазичастиц все средние в уравнении (10) легко вычислить точно аналитически и 
мы получим:
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где экранированный заряд к-го ядра 
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Динамическая матрица в нулевом приближении (11) является эрмитовой, но не вещественной, за 
исключением предела длинных волн 0→q . Здесь  
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Уже в этом приближении уравнения для различных ветвей колебаний необходимо решать само-
согласованно, поскольку функция 1

1

kk
QnW  определяется как сумма по ветвям колебаний. Отметим, что 

полученный результат не изменится, если смещения ядер учесть не до, а после использования нуле-
вого адиабатического приближения. 

Динамическая матрица одноатомного кристалла 
В качестве конкретного примера выведем динамическую матрицу одномерного кристалла, исполь-

зуя представление квазичастиц. Интегрируя уравнение (11) по q′ , получим:  
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считая, что выполняется неравенство 
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Как видно из формулы (14), динамическая матрица в приближении решеточных сумм не содержит 
подгоночных параметров. Наличие множителя  

 ( )2

exp
4 n

n e
P

⎛ ⎞⋅
−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

       (16) 



STUD I A  UN IVERS I TAT I S  MOLDAV I AE ,  2014, nr.2(72) 

Seria “{tiin\e exacte [i economice”   ISSN 1857-2073    ISSN online 2345-1033    p.73-77 

 77

означает, что ряд по n  сходится и позволяет провести суммирование по n  в уравнении (14) с высокой, 
наперед заданной точностью. Интегрирование по углам не приводит к однозначной замене e eα β  на 

n nα β . Согласно уравнению (14), зависимость динамической матрицы от вектора решетки n  является 
интегральной в отличие от классической теории колебаний кристалла. Как следует из (14), константа 

1α  для кубического кристалла зависит от заряда ядра Z  и параметра решетки a . 

Выводы 
Предложена модель, рассматривающая электрон-фононную систему кристалла как систему новых 

квазичастиц, в которой учитываются как электронные, так и фононные свойства системы. Выведен 
гамильтониан, описывающий эти квазичастицы, и на его основе получены элементы динамической 
матрицы в конкретном случае одноатомного кристалла. Показано, в отличие от классической теории, 
что зависимость динамической матрицы от векторов решетки должна быть интегральной.  
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