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CARACTERISTICILE PROBABILISTICE ALE TIMPULUI DE EVOLUTIE
AL SISTEMELOR ALEATOARE DISCRETE

Alexandru LAZARI

Catedra Matematica Aplicata

In this article it is being studied a class of random discrete systems, developing polynomial algorithms for determining
the basic characteristics of time evolution of their own. It is a generalized problem for the case when the transfer time of
the system in the next state is also a random variable with known distribution law. The developed algorithms are based on
probabilistic method of determining the characteristics of random variables, knowing the generating function or characte-
ristic function of them. Algorithms are being presented for numerical derivation of functions composed and rational
fractions that appear later in main algorithms. It makes a brief foray into the theory of homogeneous linear recurring
series to argue theoretically developed algorithms.

1. Formularea problemei

Se considera un sistem aleator discret Lg cu multimea de stari posibile £ = {e},e,,...,e,}, |E | =< 0.
Starea sistemului la fiecare etapa n=0,1,2,... este E, € E . Trecerea sistemului din starea u in starea v la
momentul de timp ¢ este insotitd de timpul de transfer G(M V) (¢), care este o variabila aleatoare cu functia de
repartitie
Fg(u,v)(t)(x) =P(0,,,) () <x),Vu,ve E,Vxe R,V 20.
Pe multimea £ este definita o functie de probabilitate p* :E—[0,1], unde p*(e) reprezinta probabili-
. A s A . . o v *

tatea cu care sistemul Lg isi incepe evolutia din starea e, adicd p (e)= P(E, =e),Vee E . Vectorul

* * .. « e - . . . . .
P =(p (e : ))J_:l’—w T se numeste repartitie initiald a sistemului Lg . Trecerea sistemului din starea u € £

in starea v € E la momentul de timp ¢ este efectuatd cu probabilitatea Dauv) ().

Finisarea evolutiei sistemului este conditionatd de trecerea consecutiva a sistemului printr-o secventa fixata

de stari X = (x),X,,...,x,)€E ™ Fie ci stoparea sistemului aleator discret Lg s-arealizat la momentul de
timp 7 . Valoarea 7 se numeste timp de evolutie al sistemului aleator discret Lg si, dupa cum se observa, este o

variabila aleatoare. Se considera problema determinarii caracteristicilor de baza ale timpului de evolutie 7Tg,.

In continuare, se vor generaliza si se vor completa rezultatele obtinute in [1] pentru sistemele aleatoare
discrete cu timp de transfer aleator. Se vor elabora algoritmi polinomiali de determinare a caracteristicilor
probabilistice ale timpului de transfer.

2. Caracteristici probabilistice ale variabilelor aleatoare
Consideram o variabila aleatoare oarecare & . Variabila & este complet descrisa de functia sa de repartitie

F:(x)=P(£ <x), xe R. Marimea v, (&) =M (£") se numeste moment de ordin 7 al variabilei aleatoare

& . Valoarea medie M (&), dispersia D(&) si abaterea medie patraticd o(&) pot fi exprimate utilizind
momentele de ordin 1 gi 2:

M(&)=v(§), D(&) =v,2(§) =1 (£), 0(&) = D(&). (D

Functia @ £ =M (em:) se numeste functie caracteristicd a variabilei aleatoare oarecare &. Mentionam

doua proprietati esentiale:
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n
1) Daca variabilele aleatoare &;,&,,...,<&, sunt independente, atunci @ , (7)) = HCD £ GF
$j Jj=1
=l

2) Dacd IM (|&]") <0, atunci ®L)(0) =i*M (&), k=0,00.

In caz discret, variabila aleatoare & este complet descrisi de repartitia ((x o Py, ))j-):l, unde

{xX1,%5,...,X,} (@< o0) este multimea valorilor posibile, iar by, = P(&=x;), j=1,o, reprezinta proba-

bilitatea cu care & ia valoarea respectiva x ;-Daca x; e Ng, j= 1, @, atunci variabila aleatoare & poate fi

privitd ca o variabild aleatoare naturald cu repartitia (1, p,,));_,unde p, =0, Vie N\{x;,x,,...,x,} .

o0
Functia Gl ](Z) = Z p,z" se numeste functie generatoare a sirului numeric p = ( Pn), o Dacd p
n=0 '

reprezintd sirul probabilitatilor variabilei aleatoare naturale &, atunci se noteazda rep(&)= p si functia

G, (z2)= ey ](z) se numeste functie generatoare a variabilei aleatoare &. In continuare vom utiliza urma-
toarele proprietati ale functiei generatoare:

k-1
D G:()=1, GP W) =M([£),),Vk 21, unde [£], =[] (- )):
j=0

J

n
2) Daca variabilele aleatoare &;,&,,...,¢&, sunt independente, atunci G, (z) = H G 2 (2).
. i

=1
O descriere mai detaliatd a functiilor generatoare §i caracteristice poate fi gésitd in [2-4].

k _ k

Sunt cunoscute relatiile [£], = Zs(k, JE, é‘k = ZS(k,j)[ﬁ]j, Vk>1, unde s(k,j) sunt numerele
= =

Stirling de speta intéi, iar S(k, j) sunt numerele Stirling de speta a doua si se calculeaza conform relatiilor

recurente
s(n,0)=0, s(n,n)=1, s(n+1,k)=s(n,k—1)—ns(n, k), k=1,n-1; )
S(n,)=Sn,n)=1 S(n+Lk)=S(nk-1)+kS(n,k),k=2,n—-1.
Utilizand proprietdtile de mai sus, obtinem formulele:
k-1 k .
V(&) =GP W)=Y sk, v (&) =D Sk, HGY (1), Vk =1, (3)
j=1 J=1
M(£)=GL(1), D(&)=GL(D)+G:()~(G:(1)?, 5(£) =/D(&). (4)

Fie T(&)= Z akfk € C[£]. Cunoscand momentele v, (&), k= Lm, putem determina M (T'(<))
k=0

m
utilizand formula M (T (&) =ay + Y av (£).
k=1
3. Metode numerice de derivare a unor functii de forma speciala

In Sectiunea 2 s-a prezentat modul de reducere a calculului momentelor unei variabile aleatoare la
determinarea valorii derivatei de ordin respectiv a unei functii (functia generatoare sau functia caracteristica)
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in careva punct real fixat. In aceastd sectiune se vor analiza doud clase de functii ce vor aparea ulterior la
analiza sistemelor aleatoare discrete.

3.1. Derivarea numerica a fractiilor rationale

Fie VA4,(z),H(z) € C[z]. Consideram fractia rationala G(z)= 4 () . Prin inductie matematica se

o(z
< (k) Ak (Z) . . RIS
demonstreaza formula G/ (z) = H—() , Vk € N , unde polinoamele A4, (z) si H;(z) se determina utilizand
k z
formulele recurente
A;(2)=A5(2)H(2) - (j+DA;(2)H(2), H ;,,1(2) = Hy(2)H ;(2); j=0,1,2,.... Q)

s t
. 1 1 k i
Fie Vx=(x; )40 € C* Wy =(y,)120 € C", X(2) = ) 2" e Clz],Y(2) = ) y;27 e C[2].
k=0 j=0
Introducem urmatoarele operatii si notatii aditionale:
D X(2)|z=x,x|la=X(a), Vae(C;

S S . "
2) Ay(x) = Zxk, Aj(x):zkka, VjieN ;
k=0 k=1

3) [x]=(x1,2%5,...,8%,) ;

4) %l = (x,0,0,...,0) e CH], X = 0,0,...,0,x) e CHl,Vt € N .Daci t < s, atunci in A se
elimina ultimele componente ale vectorului x , iar in xp,; se elimind primele componente;

5) x(yy =x"T 4y (= y = X = )1 unde = max{s, 1} ;

6) x(-yy =(z;){%}, unde z; = > Xy, i=0,5+1.

k+j=i, 0<k<s, 0<j<t

Se observa urmatoarele proprietati:
1) Ag(x)=x]1;
2) X'(2)| 2 =[X(2)| 2], (@X(2)) | 2= a(X(2)|2), Var e C;
3) (X(2)| )0 (2)| 2) = (X(2)xY(2) |z, Vx € {+,—,}.
Vomnota &; =A4,(z)|z, y;=H;(z)|z, j=0,12,....
Formulele recurente (5) se transforma astfel:

;g =a; 1) 20) O G+De; O oD, X =200 %5 (6)
iar formula pentru derivata de ordin £ a functiei G(z) devine
a |z

GP(z)= .
i |z

(7)
Astfel, am argumentat

Algoritmul 1
Date de intrare: z, € C, coeficientii numaratorului Q si ai numitorului Y ;

Date de iesire: G(k)(Zo), k= I,_n ;

1) Se determina «, si "y, k =1,n, conform formulei (6);
2) Se determind G(k)(zo ), k= Ln, conform formulei (7).
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Se remarca faptul cd, pentru a exista derivatele e (z9), k=1,2,..., este necesar si suficient sa se verifice

conditia ¥, |z, #0.

3.2. Derivarea numerica a functiei compuse
Consideram functia compusa 4(x) = f(g(x)). Definim functia auxiliard
n
By (g'(x),g"(x),.... g () = o [ [ (€ )™ Vo = (ag. ... e,) € N
j=1

Utilizand inductia matematica, se demonstreaza ca A (x) poate fi reprezentata sub forma

W ()= Ry, (2'(x),8"(x),.... "™ () /P (g (),
k=1

unde
Ry, (€'().&"(0),... ") = Y B(g'(x),8" (%), g ")),

ael
iar multimile A,; vor fi deteminate ulterior.

Derivand formula (8), se obtine:

n+l-k
HD (x) = Zf“‘)(g(x)) 2 Uni0+7, “(X)]
j=l1
unde

m— > e, (g () (g ()
ael

x I1 (g ()™ =R, o (€),"(0)... ,g" (),

r=l,n+l—k, re{j, j+1} Ans,

V(=g @Ry, =R+ ('(x).8"(1).....g" @)k =Ln,

V,(x)=0,

k=1,n, j=1,n+1-k, se descriu astfel:

U, ()= g (x)

iar multimile AU Y St An+1 P

2—k 3—-k
AP = 1B=B e N  laeya;#0,a,,,  =0;

-k
A =1F=(ap. 0 +Lay,0,....0,,, ) |la =(a, )n+ €Ays-

Definim operatia de adunare a submultimilor multimii N” nt , Vn € N, in modul urmator:
1
A—|—B = {ﬁ: (ﬁl")l’z=0 (S Nn+ |3a0 :7/((10,/3) = ((Zo,ﬂl,ﬂz,...,ﬂn) (S AUB’ﬂO = z
7(ag.f)eAvB
Se observa proprietatea

Rip(8'(x)."(x)..... g™ (x)) = (Ry + Ry)(g' (1), (2),.... 8" (x)).
Substituind formulele (11) si (12) in relatia (10) si utilizand proprietatea (15), se obtine
n+l

WD @)= Ry (€/00,8" (1) 8" () S (g (1)),
k=1

n+l,k

(8)

©)

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)
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unde
. n+l-k ) . .
A 0=D Nk = Z An]+1,k + A k=Ln+1l (16)
j=1

Deoarece /'(x) = g'(x) f'(g(x)),avem A, ={(1,D}.

Am obtinut urmatorul algoritm de derivare a functiei compuse:
Algoritmul 2

Date de intrare: x, € C, 2" (xy), /" (g(xy))sn =1, N ;

Date de iesire: 2" (x,), n=1,N , unde h(x)= f(g(x));

1) Se fixeaza Ay ={(1,1)};

2) Pentru fiecare n=1,N —1, k =1,n, se efectueaza urmdtorii pasi:

a) Se determina AY) j=Ln+1-k, conform formulei (13);

n+l,k’
%
b) Se determina A, ;. , conform formulei (14) ;

c) Se determind A, ., conform formulei (16);

3) Se determina Ry (g'(xy),g"(xp)s- -, g(n+1_k)(x0)), n=1,N,k=1n, conform formulei (9) ;

4) Se determina h(n)(xo),n =1,N, conform formulei (8).

4. Siruri recurent liniare omogene
4.1. Notiuni fundamentale
Fie K un subcamp al campului (C,+,).

Sirul a={a,},_, se numeste m -recurent liniar omogen peste cAmpul K dacd existd vectorul
m—1
q=(q,)s €K™, astfel incat a, = Z 3 yi_i> VN2 M.
k=0
Dacd ¢q,,_; # 0, sirul a se numeste nedegenerat, in caz contrar — degenerat. Vectorul g se numeste vector

generator, iar vectorul / ,[: 1= (a, )Z’;& se numeste stare initiald a sirului a . Sirul a se numeste recurent liniar

% . A
omogen peste campul K daca dm e N , astfel incat sirul a este m -recurent liniar omogen peste campul
K . Vom nota:

Rol[K ][m] — multimea sirurilor m -recurent liniare omogene nedegenerate peste campul K ;
Rol[ K] — multimea sirurilor recurent liniare omogene nedegenerate peste cimpul K ;
G[K][m](a) — multimea vectorilor generatori de lungime m ai sirului @ € Rol[K|[m];
G[K](a) — multimea vectorilor generatori ai sirului @ € Rol[K].

[ee)
Functia G1.c»c, G[a](z) = Z a,z" , se numeste functie generatoare a sirului a =(a,),., < C.
n=0

t—1
Functia Gt[a] C>C, Gt[a](z) = Zanzn , se numeste functie generatoare partiald de ordin ta sirului
n=0

a=(a,),o<C.



STUDIA UNIVERSITATIS
Revista stiintificd a Universitdtii de Stat din Moldova, 2009, nr.2(22)

Fie a € Rol[K |[m], q € G[K][m](a). Polinomul H,[nq](z) =1- ZG,[nq](z) se numeste polinom caracteristic
unitar al sirului @ . Ecuatia H ,[nq ] (z) =0 se numeste ecuatie caracteristica. Orice polinom H ,[nq’ ]a (z)=aH ,[nq ](Z) ,

aek’ , se numeste polinom caracteristic al sirului a . Vom nota:
H[K][m](a) — multimea polinoamelor caracteristice de grad m ale sirului a € Rol[K |[m];

H[K](a) — multimea polinoamelor caracteristice ale sirului a € Rol[K].

Sirul @ € Rol[K] se numeste m -minimal peste multimea K daca se verifica
a € Rol[K][m]\ U Rol[K][t], numarul m numindu-se dimensiune recurentd a sirului a peste multimea
K (notatie: dim[K](a)=m).

4.2. Proprietati

Sunt juste urmatoarele proprietati:

1) Rol[K[1]< Rol[K][2] < ... < Rol[K][m]<...< Rol[K];

2) Rol[K]= lim Rol[K][m]= G Rol[K][m

m—>0

p-1
3) Fie a € Rol[K][m], q € G[K][m](a), Hq] o (2)= H(z )k, z; #2z;, Vi# j. Atunci:
k=0

m—1
Gll(z)-zY ¢, 2" G4 (2)

a) G[a](z)z k=0 ,Vze D\F, unde D este domeniul de convergentd al
HY(z)

seriei G[“](Z) ,lar F este multimea radacinilor polinomului /. ,[nq ](z);

i/
b) a, =151 ((B)) (B, Vne N, unde ﬂ[“]—( ] . viz0, B=ahy
k k=0, p—1,

Jj=0,s;—1

(pentru simplitate, se considera 0% =1 );

20, )= Zakz eqlzl, B(Z)zﬂ(l—nquzk”jeK[z],ﬂ¢0,
k=0

deg(A(z)) < deg(B(z)) =m . Atunci b € Rol[K ][m], B(z) € H[K][m](b) si starea initiald

4) Fie GP'(z) =

k-1
Ig’] =(by,b,,...,b,,_;) se determina conform formulei b, = Z 9 -+, k=0,m—1.
=0

5)Fie a'/) € Rol[K1, Pi(z) € H[K (@), @; € C, j=1,t. Atunci a = Zaka € Rol[K] si
k=1

P(z) =cmm.m.c.((P; (z))tjzl) e H[K](a);
6) Fie ae€Rol[K][m], be Rol[K][m,], u e G[K][m](a),veG[K][m,](b). Considerim descompu-

p—l P — *
nerile canonice H’EZ]’QI (z)= H(z —z;)%, HM (2)= H (z— ZZ )% . Atunci

my,)
k=0

10
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ab e Rol[C] si P(z) = commm.e({(z—z,2) % k=0, p—1,r=0, p" —1}) € H[C](ab);

7) Fie a € Rol[K], Ja;, #0 si P(z) € H[K][dim[K](a)](a). Sunt juste urmatoarele relatii:
IGLK[dim[K(@))(@)| =1 si H[K)(@) = {O(2) € K[2]| O(2): P(2),0(0) % 0}

8) Fie a € Rol[K][m]. Atunci dim[K](a)<m ;

9) Fie a® e Rol[K),a; € C,k = I,_t Sunt juste inegalitatile:

dim[K][Zt: aka(k)] < Zt: dim[K](a'®), dim[C]{li[ a(k)j < ﬁdim[C](a(k)) .

k=1 k=1 k=1 k=1
10) Fie a € Rol[K,], K, € K, . Atunci a € Rol[K,] si se verifici dim[K,](a) < dim[K,](a).

4.3. Repartitii recurent liniare omogene
Consideram o variabila aleatoare naturala £, a = rep(&) € Rol[C][m]. Sunt juste urmatoarele proprietati:
1) a € Rol[R][m] si dim[R](a) =dim[C](a);
2) Dacd g € G[C][m](a) si H,[nq](l) =0, atunci dim[C](a) < m, radacina z =1 fiind fictiva
HY(2)
z-1

Aceste proprietdti ne permit sa consideram doar repartitii recurent liniare omogene peste R si sd putem

e H[C[m-1](a)).

(adica

calcula valorile Gék)(l), Vk 20, utilizand formula G¢(z) = 4 () , unde:

Hy(2)
m—1
A4(2) =G @)~z ) 2" L 1 (2) e Riz], Hy(2) = HP(2) e Rlz), -
k=0
Hy(1) %0, g € GIRI[m](a), deg(4y(2)) < deg(H(2)) = m.
Deci, G¢(z) este o fractie rationala regulata.
Fie oy = 4)(z)| z si yy = Hy(z)|z . Utilizand relatiile (17), obtinem:
ZO:(lo_qoa_qla"'o_qm—l)a (18)
m=2
ay = IE:]<—> Z dk (5k+1<'>lr[:—]1—k ), (19)
k=0

unde 5, =(0,0,...,0,1) e C**', Vs e N.
Deci, putem determina valorile Gg(gk)(l), k=1,2,..., aplicand Algoritmul 1 pentru z, =1. Obtinem urma-

torul algoritm de determinare a caracteristicilor variabilei aleatoare & :

Algoritmul 3
Date de intrare: ¢ € G[R][m](a), I € R, unde a=rep(&) € Rol[R][m];

Date de iesire: M (&), D(&), o(&), vi (&), k=Ln,n=>2;
1) Se determina y conform formulei (18);

2) Se determina vectorul = ( ,uk)znz_é conform formulei recurente

Moy =X m> g = g1 — (X0 gy1» k=m—2,m=3,...,0;

11
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3) Se determina Ay(yy) =1— . Daca Ay(y,) =0, atunci y,:= p, m:=m—1 sise trece la
pasul 2), in caz contrar q = —(¥ )1y §i se trece la pasul 4);

4) Se determina oy conform formulei (19)

5) Se determina valorile Gg(gk)(l), k =1,n, utilizand Algoritmul 1;

6) Se determina M (&), D(&) si o(&) utilizdnd relatia (4) ;

7) Se determina numerele Stirling de speta a doua (sau de speta intdi) S(k,j), k= l,_n j =Lk, conform

formulelor recurente (2);

8) Se determina momentele v, (&), k = Ln, conform formulei (3).
Se remarca faptul ci etapa a doua a algoritmului reprezintd schema lui Horner de impaértire a polinomului
Xo |z labinomul 1-z, cétul fiind z|z. Ea este necesara de efectuat pentru a asigura conditia Ay (x) #0.

. . . 2.2 - - . .
Complexitatea acestui algoritm este O(m“n”). Dacd nu este necesard determinarea momentelor, atunci

algoritmul se rezuma la primele sase etape aplicate pentru n = 2, complexitatea devenind O(mz) .

5. Algoritmi de determinare a caracteristicilor timpului de evolutie
5.1. Sisteme aleatoare discrete stationare cu stari independente si timp de transfer unitar

Consideram problema formulata in Sectiunea 1 cu urmatoarele specificari:
Ouy (=1, py ) =p (v), Vu,ve E, Vi 20.
S . k S
Vomnota X; ={x;}, X;, =E\X, 7, = p (x;), W =H7Tj, k=1,m.Fie a=rep(Ty).
Jj=1
Inegalitatea 7T >m—1 implica a,=0,n=0,m—2. Daca w,, =0, atunci a,=0,VneN si

lim a, =1, adica sistemul aleator Lg are o evolutie infinita, ceea ce implica faptul ca momentele timpului
n—»0

de evolutie sunt infinite. In continuare vom considera w,, # 0.

Deoarece Tg =m—1<E; =x,,;,j=0,m—1, avem egalitatea a,,_; =w,,. Deci,
1141 =(0,0,...,0,w, ) € R". (20)
Consideram Vn e Z .Fie S(E)={A| A< E}. Vom nota
Py(n)=P(Tg=nE; e®;,j=0,t-1), vqnz(q)j)’j;lo e(S(E)),teN.

In baza celor expuse, introducem urmatoarele functii pe Z :

oy (n) = P(Xl,Xz,-~,Xk_1,X7)(n)’ By (n) = P(XI,XZ,...,Xk)(n)a 7 (n)= JD(XZ,X3,...,Xk)(n)a k=1,m.

Avem:
k _
Bi(m)=Fx, x,,. . x, (n)=a, _Zaj(n)a k=1,m. (21)
j=1

Consideram mulfimile 7, ={s+1}U{t€{2,3,....s}|x,_,; =x;,j=Ls+1-1}, 5= I,m. Elementele
minime din aceste multimi sunt:

t,=mink, s = I,_m (22)
ke

12
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Valoarea f, reprezintd pozitia in vectorul (x;,X,,...,X,) incepand cu care, dacd amplasdm acest vector,

elementele suprapuse coincid.
Utilizdnd formula (21), obtinem:

7(n) = P(Xz,X3,...,XS)(n) =77 "”ts—lP(X,S,X,SH,,..,XS)(n —l,+2)=

W1 Wi -1 Sl —
=—— o, (=t +)=——la,, ,— > a;(n—t+2)|,s=1m. (23)
4 n j=1
In particular, obtinem relatia

n(n)=a,, n=0,c0. (24)

Valorile oy (n), k = 1,m, se determina astfel:
a (n) = EZZ) (l’l) = (l_ﬂl)an—l’ (25)

aM=Fy v, x  xoW=mly v x  x)0-D=mFx, x, x_0r-D-

—Fx, xyp.xp)=D) = (1 (n =D =y (n=1)), k=2, m. (26)

Pentru determinarea repartitiei a = rep(Ig) se obtine formula recurenta
m m
a, = a;(n)=1-m)a, + ) m(y; (n-1)~y,(n-1)=
j=1 j=2

=(l-m)a,+m(a,_, -y, (n-1))=a, ,—my,(n-1), Vn = m. 27

Conform formulelor (23)—(26), utilizand inductia matematicd, se demonstreazd c& Ju y,v; € R, j=Lm,

k=0, j—1, astfel incat

Vil Vi —
a;(n)= Zujkan_l_k, 7i(n—=1)= Z Vily-g, J=LmNneZ. (28)
k=0 k=0

Din relatiile (24) si (25) se obtine
uLO :1_7[1, Vl,O :1. (29)

Utilizand reprezentarea (28), formula (23) obtine forma

W, s+l—t; j-1
7s(n—=1)= —7; Apotys 2= D, DUy |=
1

j=1 k=0
W s—1 s+l s—1
_ [s_l _
T An-1)~(1,-2) ~ Z Ay 1-k z Uj k-4 | = zvskan—l—k’
1 k=t,~1 j=k—t,+2 k=0
unde
~0,k=0,r -3 _ M
Ve =Y, K=V, 1 ’ vs,tS—Z - ’
i 1 30
Wt 4 S—l‘s+1 1) §= ) ) ( )
— S —
D YT S v
T jmk—t+2

iar formula (26) se transforma astfel:
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s—2 s—1 s—1
a,(n) = (Z Ve Lk 1k = 2, vskan—l—k) =D uga,
=0

k=0 k=0
unde
usk = ﬂl(vsil’k _Vsk), k = O,S _2, us,s71 = —7Z'1Vs’s71, S = 2, m. (31)
Formula (27) devine
m—1 m—1
Uy = Uy y =7 D Vg = D Gpis VN2 M,
k=0 k=0
unde
9 :1—”1Vm,0a Gy = =7V k> k=1m-1 (32)

Deci, a =rep(Tgy) € Rol[R][m] si g = (qk)?:_é € G[R][m](a) . Tinand cont de formula (20), se obtine
dim[R](a)=m.

Astfel, am argumentat teoretic urmatorul algoritm ce ne permite sa determindm vectorul generator si
starea initiala a repartitiei timpului de evolutie a sistemelor aleatoare discrete stationare cu stari independente si

timpul de transfer unitar, complexitatea algoritmului fiind O(m3). Ulterior, avand vectorul generator g si

[lrerTo)]

starea initiald , pot fi determinate caracteristicile probabilistice ale variabilei aleatoare Tg, utilizand

Algoritmul 3.

Algoritmul 4
Date de intrare: £, X e E", p* :E—[0,1];

Date de iesire: g € G[R][m](rep(Ty)), Jlrere)l.
. k
1) Se determina 7;, = p (X;), Wy, =H7r~, k=1,m;
j=1
2) Daca w,, =0, atunci II[IAEP(T@)] =(0), g =) e G[R][1](rep(Tg)) si algoritmul se stopeazd, in caz
contrar se trece la pasul 3);

3) Se determina I ,[nrep (7o)l conform formulei (20);

4) Se determind u,  si vy conform formulei (29) ;

5) Pentru fiecare s = 2,m se calculeaza coeficientii uy, i vy, k=0,5—1:

a) se determinad coeficientul t; conform formulei (22)

b) se determina coeficientii vy, k =0,s =1, conform formulei (30) ;

c) se determind coeficientii uy,, k = 0,5 —1, conform formulei (31) ;
6) Se determind componentele vectorului generator q conform formulei (32) .
Utilizand vectorul generator ¢ determinat cu ajutorul Algoritmului 4 si aplicand Algoritmul 3 pentru n =2, se
obtin formule simplificate ce permit calcularea valorii medii si a dispersiei cu complexitatea O(m) :

YA | Dy = (m—1)m-2) + pu(pe—2m +3)+ 21D 82D 3

m Wm

M(Ty)=pu=m-2+

14
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Daca x; =x,=...=x,=ecE si p= p*(e) , atunci vectorul ¢ = (qk)Z’;é € G[R][m](rep(Tg)) se deter-
minad mai simplu conform formulei g, =(1- p) pk ,k=0,m-1, complexitatea algoritmului fiind O(m) .
In cazul m =1, se obtine g = (1— p) € G[R][1](rep(Ty)) ., adica timpul de evolutie are repartitie geometrica
curatia r=1-p.
5.2. Sisteme aleatoare stationare cu stari independente si timp de transfer aleator

Consideram un sistem aleator Lg , din clasa sistemelor analizate in Sectiunea 5.1., cu urmatoarea modi-

ficare: timpul de transfer dintr-o stare in alta este aleator, cu lege de repartitie ce nu depinde de starile prin
care trece sistemul, nici de momentul de timp la care se efectueaza trecerea.

Fie @ o variabila aleatoare ce are aceeasi lege de repartitie ca si timpul de transfer. Vom presupune ca
toate caracteristicile probabilistice necesare ale variabilei aleatoare € sunt cunoscute. in caz general, deter-
minarea exactd a acestora este problematica, fiind posibila doar pentru o clasa restransa de legi de repartitie.

Sistemului Lg i se pune in corespondenta sistemul aleator asociat L;, cu timp de transfer unitar. Fie Tg

timpul de evolutie a sistemului Lg , iar 7} — timpul de evolutie a sistemului asociat ;. Este remarcat faptul ca

T, reprezinta numarul de treceri pe care le efectueaza sistemul Lg in decursul evolutiei sale.

Fie a=rep(T}), 0, = e(EjsEj+1)(Tj)’ J=0,7; -1, unde 7; este momentul de timp la care se efectueaza

0]
trecerea. Utilizdnd formula probabilitatii totale, obtinem FT® (x)= Zaka,l (x). Substituind aceasta

=0 X9
=0

relatie in formula de determinare a functiei caracteristice si tinind cont ca variabilele aleatoare & s J = 0,7, -1,

sunt independente, se obtine:
+00

o] 0 +00
D ()= I eitxdz aF., (x)= z a J. eYdF,., (x)=
e k=0 ; =0 % 29
Jj=0 J=0
o0 o0 k—1 0 f
= Z 4@y ()= 2 akH(ng ()= Z a4 (Dy(1))" = G (Py(1)). (34)
k=0 0; k=0  j=0 k=0
J=0
Utilizand proprietétile functiilor generatoare §i caracteristice, obtinem:
k -k k k
®%(0) =i*v, (0), G;l )(@,(0)) = G;l ), k=1,2,.... (35)

Mentiondm cé valorile v, (6) sunt considerate cunoscute, iar valorile G;lk)(l), k=10, pot fi obtinute
aplicand Algoritmii 4 si 3.
Utilizand valorile (35) ca date de intrare pentru Algoritmul 2, putem obtine valorile CD(Tk)(O), k=12,....
)

Cunoscand aceste valori, putem determina momentele timpului de evolutie 7g conform formulei

_ 1o T
Vk(TG)_i_kq)T@ (0)5 k—l’OO. (36)
In particular, obtinem:
M (Tg) = M(O)M (Ty), D(Ty) = M(T,)D(6) + (M (6))* D(Ty). (37)
Algoritmul 5

Date de intrare: £, X € E", p* (E—[0,1], v, (0), k =1Ln;
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Date de iesire: M (1), D(1g), o(Tg), vi(Tg), k=1Ln;

1) Se determina M (0) si D(60) conform formulei (1) ;

2) Se determina M (1)), D(I)), GJ(]k)(l), k= I,_n utilizand consecutiv Algoritmii 4 si 3;
3) Se determina M (T) si D(T) conform formulei (37);

4) Se determina o(Ig) conform formulei (1) ;

5) Se determina Cngk)(O), k=1,n, conform formulei (35),

6) Se determina (D(TI(;)(O), k= 1,_n utilizand Algoritmul 2;

7) Se determina v (Tg), k =1,n, conform formulei (36) .

Daca nu este necesara determinarea momentelor, atunci algoritmul se rezuma la primele patru etape, com-
plexitatea fiind O(m3) .
Fie g € G[R][m](T;) . Utilizand formulele (17), (20), (34), functia @y (1) ia forma

W (P ()"
H D (@y(0)
Daca @ este o variabila aleatoare naturala, atunci si 7, este variabild aleatoare naturald cu functia generatoare
W (Gp(2)"
H,(Gy(2)
Consideram cazul particular ¢ = rep(6) € Rol[R][s]. Fie r € G[R][s](c). Conform proprietatilor men-
tionate 1n Sectiunea 4.2., avem:

Oy (1) = G (Py(1) = (38)

Gr, (2) = G (Gy(2)) = (39)

A(2)
H\(z)
unde deg(A(z))<s. Substituind relatia (40) in formula (39) si amplificand cu (Hg](z))m_l, obtinem

U
Gr, (2)= VZ;

Gy(2) =

(40)

,unde U(z) =w,, (A(Z))m_l ,iar V' (z) se determina astfel:

@) = | 2G| e - g e ey
H(2) P

Avem: deg((A(2) M (H(2)" ) <s(k+1)+s(m—k -2) = s(m—1) = deg((H(2))" ™),
k=0,m—1.Deci, M =deg(V(z))=s(m—1)>(m—1)deg(A4(z)) =deg(U(z)).
Aplicand proprietatile descrise in Sectiunea 4.2., obtinem:
rep(Ty) € Rol[RI[M1, V(z) € H[RI[M1(T), 15PN = (c.cph..nehr ). (4D)
k-1

unde ¢, = z qjCro—j+ug, k=0,M -1, iar coeficientii g, si u;, k=0,M —1, se determind conform
j=0

relatiilor u = (ug,,....up ) = (U(2) | M HIZY, () =V (2).
Deci, daca rep(6) € Rol[R], pentru determinarea caracteristicilor probabilistice ale timpului de evolutie

T putem aplica formulele (41) urmate de Algoritmul 3. Aceasta metoda reprezinta o alternativa mai eficienta

a Algoritmului 5 pentru acest caz particular.
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