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Alexandru LUNGU
Universitatea de Stat din Moldova

In acest articol sunt deduse si descrise unele grupuri ale W,,— simetriei cu grupul initial de substitutii ciclic de odrinul
al doilea, care au in calitate de grupuri generatoare grupuri punctuale cristalografice de simetrie clasica.
Cuvinte-cheie: simetrii generalizate, grupuri, cvasiomomorfisme de dreapta, impletiri a doud grupuri.

CRISTALLOGRAFIC PUNCTUAL GROUPS OF CYCLICAL W, - SYMMETRIES

In the present paper there are derived and described some groups of W, — symmetry with initial cyclical group of
permutation by second order, who have in quality of generating groups the cristallografic punctual groups of classical
symmetry.
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1. Cercetarea structurii generale si a proprietailor grupurilor de W, — simetrii, in general, este mult mai
dificila decit problema analogicd pentru grupurile de P— simetrie sau chiar pentru cele de P — simetrie.

Scopul acestui studiu consta in elucidarea particularitatilor specifice ale structurii generale pentru grupu-
rile de W — simetrii ciclice cu grupul generator dat si grupul initial de substitutii P ciclic, in analiza structurii
concrete a grupurilor de W, — simetrii ciclice deduse si in evidentierea diferitelor tipuri de subgrupuri ale lor

din punctul de vedere al nivelului de generalizare a simetriei clasice.
Vom incepe studiul nostru cu analiza succinta a unor aspecte utile din teoria generala a grupurilor [1-3] si

din bazele teoriei generale a generalizarii simetriei clasice cu numele de W, — simetrie [4-9].
2. Fie sunt date doua grupuri G si P. Construim produsul cartezian W al copiilor izomorfe cu grupul P si
indexate sus in dreapta pe rind cu toate elementele grupului G, adici W =P% xP% x.. . xP% x...-

I:IgieG P9 (unde P% =P). Fie ci se di includerea izomorfd ¢ a grupului G in grupul tuturor automorfisme-
lor grupului W conform regulii ¢(g)=@, =g, unde automorfismul § actioneaza asupra elementelor
w=<...,p%,...> din W prin intermediul g-deplasarilor la stinga ale componentelor lor, generat de inmultirea

la stanga a grupului G cu elementul sdu g, adica g(w)=w® =<..., p%,...>. Se considerd mul{imea A=GW
tuturor perechilor gw, unde g € G si w €W, care este un grup cu legea de compozitie g;W, *g;w; = g, W,

unde g, =0;9; si W, =0;(W)w; = V\Iingj. Grupul A este numit impletire (torsificare) standard carteziana
de stanga a grupului P cu grupul de operatori G, insotitd de deplasarea directa la stinga a componentelor.
Structura algebrica obtinuta se noteazi cu simbolul G Wr P . Este evident ca grupul A este un produs semi-
direct de stanga al grupului W cu grupul de operatori G, insotit de izomorfismul ¢:G — AutW construit

conform regulii ¢(g) = @; deci, putem scrie cd G Wr P =G A W.

De mentionat cé rolul grupurilor G si P in impletirea standard carteziana de stanga obtinuta este diferit.
Anume: grupul P joaca un rol pasiv, participand cu copiile sale izomorfe in structura algebrica considerata,
pe cand grupul G joacd un rol activ, implicindu-se prin intermediul elementelor sale in operatia de grup si
generand anumite automorfisme ale grupului W . Mai mult decét atat, toate automorfismele neidentice g ale
grupului W , generate de elementele g din grupul G prin intermediul g — deplasarilor la stanga ale componen-
telor din W, sunt externe. In particular, daci W este un produs direct al copiilor izomorfe cu grupul P si
indexate cu elementele din grupul G, atunci prin analogie se obtine impletirea (torsificarea) standard directa

de stanga a grupurilor P si G, care se noteazi cu simbolul G wr P .
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Fie G o torsificare (impletire) standard directa de stanga a grupurilor finite G si P . In acest caz, fiecare
element g = gw din G este format din doua componente ¢ si W, unde componenta w constd din N = G |
subcomponente P (elemente ale grupului P ), adica w=< p%, p® ..., p® >, unde p% e P% iar grupul
P9 este izomorf cu grupul P.

3. Fie se da multimea ordonata N = {1, 2,..., m} de ,,indici”, care reprezintd m calitati de aceeasi naturd

generald cu caracter scalar (faze ale aceluiasi fenomen, de exemplu: temperatura, presiune, densitate, masa,
culori s.a.). Fixam grupul tranzitiv de substitutii P al acestor ,,indici”. Consideram o figura geometrica F cu
grupul discret de simetrie G . Fie M, un punct de pozitie generala al figurii F fata de grupul G . Vom evi-

dentia orbita punctului M, in raport cu grupul G , adica sistemul de puncte G - echivalente { g, (M,)=M, eF },
unde g, € G. Fiecarui punct de pozitie generala al figurii F 1i atribuim cel putin unul din ,,indicii” multimii N .
Mentionam ¢ numdrul de ,,indici” atribuiti punctelor este acelasi. In rezultat se obtine o figura ,,indexatd” in
mod regulat F™) .

Se numeste transformare de Wp — simetrie a figurii ,,indexate” F (N) asa o aplicatie izometricd ¢ W = gw a
ei pe sine, incat componenta geometrica g (transformare de simetrie clasica) actioneaza direct numai asupra
punctelor M, =g, (M,) ale figurii F™), iar ,,indicii” atribuiti punctelor M, se transforma de citre substi-
tutia p* (,, g, — componentd” in w din W ). Vom sublinia ca transformarea g™ =gw de Wp — simetrie

include in sine atdt informatia despre transformarea propriu-zisa a punctelor figurii geometrice considerate
(componenta geometricd (), cat si informatia completa despre transformarea (schimbarea) ,.indicilor” r

localizati in punctele interioare M «_ale domeniilor fundamentale ale grupului de simetrie G (componenta a

doua w).
Legea de schimbare a ,,indicilor” este formatd din elemente-substitutii ce actioneaza local (pentru punctele
diferitelor domenii fundamentale, in general, exista substitutii diferite). Anume, in diferite puncte G -echiva-

lente M, si M ; »indicii” I; si, respectiv, r; localizafi in ele sunt transformafi, in general, de cétre diferite
substitutii p; si, respectiv, p; din grupul P. Acest lucru este posibil doar in cazul cand transformarea
g™ =gw de W, —simetrie a figurii ,,indexate” F ™ include substitutia respectiva pentru fiecare punct
M. al sistemului de puncte G -echivalente. Prin urmare, w=< p%, p% ..., p% >, unde p% =p* dacd
in punctele M =g,(M) si M, =g, (M) =M ,,indicii” sunt supusi aceleiasi substitutii p e P, iar p% = p?
daca in punctele g;(M) si g;(M) ,indicii” sunt transformati de diferite substitutii din grupul initial dat P .
Deci, componenta a doua W a transformarii g = gw de Wp — simetrie se prezintd sub forma unui cortegiu
de elemente ale grupului dat initial de substitutii P, adica w=< p%*, p%,..., p* >.

Multimea G™ a tuturor transformarilor de Wpf simetrie ale oricarei figuri ,,indexate” FN formeazi

(w;)
i

9%

un grup cu legea de compozitie g’ *g|"’ = g{"’, unde g, = g,9;, W, =Wig"Wj, iar W o=<...,po%,...>;

adicd, W' (9,) =W (9;9,) -

Fie G —un grup de W, — simetrie. Vom nota prin W' multimea tuturor componentelor W din ele-
™) ale grupului " Multimea W ', in general, nu formeaza un grup. W ' este o submultime cu
unitatea W, a grupului W (W, cW"'<W ). Subgrupul V al transformarilor W — identice ale grupului

mentele g

G ™ (v =c" AW =G") AW ) intotdeauna este un divizor normal in G i ce priveste
subgrupul de simetrie H al grupului G (H= "' G ), el, in general, nu este un divizor normal.
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Grupul de simetrie G se numeste grup generator pentru c™ , iar mul{imea tuturor grupurilor de W —

simetrie cu acelasi grup generator se numeste familie. Grupul de W, — simetrie G") se numeste major,
minor, mijlociu (V — mijlociu), semimajor (W'— semimajor), semiminor (W'— semiminor), semimijlociu
((W',V) - semimijlociu), pseudominor (W' — pseudominor) sau pseudomijlociu ((W',V) — pseudomijlociu)
daca, respectiv, w, <V =W'=W, w, =V <W'=W, w, <V <W'=W, w, <V =W'<W , w, =V <W'<W,
W, <V <W'<W, w, =V cW'cW (dar W' nu este subgrup in W) sau w, <V cW'cW (dar W' nu
este subgrup in W ).

Daca subgrupul V de transformari W — identice ale grupului G™) este unitar, atunci omomorfismul ¢
cu nucleul V' al grupului ™ pe grupul sau generator G , conform regulii @(g™) =g, este pur si simplu
un izomorfism. Ca consecintd, grupurile minore, semiminore si pseudominore de W, — simetrie sunt izomorfe
cu grupurile lor generatoare. In acest caz numarul |G| este divizibil prin numarul |W’|, unde W’ este multimea
tuturor componentelor w din elementele g‘w) ale grupului considerat c",

Pentru a obtine o generalizare netriviala a simetriei clasice, trebuie ca grupul respectiv de substitutii P sa

verifice conditia |P| > 2. In consecinta, W| =‘PG‘ >2Fl > |G| Grupurile minore de W, -simetrie, dacd ele

ar exista, ar trebui sa verifice conditia [\N| < |G| . Ultima relatie este incompatibild cu cerinta [W| > |G| . Deci,
grupuri minore de W, — simetrie, pur si simplu, nu exista.

4. Dintre proprietatile specifice ale grupurilor de W — simetrie ce {in de structura lor generala vom
mentiona doar urmatoarele:

1) Grupurile G" de W, — simetrie ale figurii ,,indexate” F ™) sunt subgrupuri ale torsificarilor standard
carteziene ale grupului tranzitiv de substitutii P cu grupul discret de simetrie G (in calitate de grup de

operatori). Prin urmare, grupurile G™ au ca bazi geometricd grupul discret de simetrie G al figurii date
initial F . Insesi figurile ,,indexate” F ()" (ce modeleaza geometric grupurile respective de W, — simetrie) pot

fi considerate ca submultimi ale produsului cartezian al multimii de puncte F cu multimea de ,,indici” N .

2) in orice grup de W, — simetrie GON"), cu grupul initial de substitutii P si grupul generator G, submul-
timea W' ={w| g™ e G(WD)}, subgrupul V de transformari W-identice si subgrupul de simetrie H, se contine
in calitate de subgrup grupul Gl(Wl) . Grupul Gl(Wl) este determinat de acelasi grup initial de substitutii P, are
grupul generator G1 (unde G, <G), iar totalitatea componentelor w, ce caracterizeaza transformarea
sindicilor”, formeaza subgrupul W, din W, care verifica conditiile W, < DiagW =P si W, cW'. Vom
mentiona ca grupul Gl(wl) are subgrupul V; de transformari P-identice (unde V, =V m DiagW ) si acelasi
subgrup de simetrie H . Grupul Gl(Wl) formal nu se deosebeste de grupurile de P —simetrie Zamorzaev.

3) Dacd grupul W este finit, atunci: a) V¢ = wvw™ pentru componentele g si w ale transformdrilor g™ din
c™ ; b) orice element al clasei de resturi Hg este combinat in perechi cu fiecare element al clasei de resturi
WV , iar elementele claselor diferite Hg, si Hg; — cu elementele claselor diferite W,V si, respectiv, W,V .

w . =
ar.t  Se numesc echivalente daca

4) Doua grupuri de W — simetrie G si G' de aceeasi categorie G

exista asa o transformare afina A a spatiului n-dimensional (in care actioneaza transformarile mixte ale
acestor grupuri), care aplica P — afin (conform unei substitutii p din grupul P) orice clasa de puncte

,indexate” transformate de grupul G pe o clasa de puncte ,,indexate” transformate de grupul G', astfel incit
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sistemul de elemente deosebite cosubordonate ale grupului G se aplica pe sistemul de elemente deosebite
cosubordonate ale grupului G'. Si in acest caz pentru grupurile echivalente G si G' este verificata relatia

G AGA , adica existd izomorfismul ¢ : G >G' ce pastreazad invariant tipul transformarilor. Anume:

W -rotatiei 1i corespunde o W -rotatie de acelasi ordin, W -reflexiei ii corespunde o W -reflexie, w -translatiei
ii corespunde o W -translatie etc.; P -rotatiei ii corespunde o0 p -rotatie de acelasi ordin, p -reflexiei i

corespunde o p -reflexie, p - translatiei i corespunde o p -translatie etc.; rotatiei ii corespunde o rotatie de
acelasi ordin, reflexiei 1i corespunde o reflexie, translatiei 1i corespunde o translatie etc. Ca consecinta, daca

grupurile G si G' de W, - simetrie sunt echivalente, atunci ele verificd urmatoarele proprietai: a) ambele

au acelasi grup initial de substitutii P si acelasi grup generator G, adica grupurile echivalente sunt subgru-
puri izomorfe ale torsificarii standard carteziene de stanga a grupului P cu grupul G ; b) ambele sunt de
acelasi tip ca grupuri de W/ - simetrie; ¢) ambele au subgrupuri de simetrie conjugate si subgrupuri de trans-

formari W - identice tot conjugate; d) grupurile G si G' au subgrupuri de P -simetrie echivalente.
5. Dintre proprietdile specifice ale grupurilor majore de W, — simetrie ce {in de structura lor generala

vom mentiona doar urmitoarele: In orice grup major de W, — simetrie G" cu grupul initial de substitutii

P si grupul generator G, se contine in calitate de subgrup grupul G™ | unde W, = DiagW = P este deter-

minat de acelasi grup initial de substitutii P. Vom mentiona cd grupul G™) formal nu se deosebeste de
grupurile majore de P —simetrie Zamorzaev cu grupul de definire P si grupul generator G.

Grupul major de W, — simetrie " cu grupul generator G si grupul initial de substitutii P finite se
construieste in forma de torsificare standard directa de stanga, efectuand urmatorii pasi:

a) se construieste produsul direct W al copiilor izomorfe ale grupului P, indexate sus in dreapta cu céte
un element din grupul generator G ;

b) se construiesc si se descriu toate automorfismele g ale grupului W , generate de inmultirea la stdnga a
lui G cu fiecare element al sdu g;

¢) se combina 1n perechi fiecare element g din grupul G cu fiecare element w din grupul W : g(W) =gwW;

(w; ) (W)

d) in multimea de perechi obtinutd se introduce legea de compozitie IW) *0; « ', unde

. -— . g gg . .o .
g =9:9;, W, :Wig,Wj =g,(wy)wj, iar W' =<..,p;"™,...>; adica, Wig' (9,) =Wi(gjgk).
Vom nota grupul major c" de W, -simetrie cu grupul generator G si grupul initial de substitutii P cu

ajutorul unuia dintre simbolurile G Wr P sau G < W.

Vom analiza in detalii un singur exemplu, folosindu-ne de simbolica lui Subnikov pentru grupurile punctuale.
Fie P = {e,p = (12)} = 2 (grup ciclic de ordinul 2), iar G = 6 (grup ciclic de simetrie clasica de ordinul 6).
Deci, G =(1,6,3,2,371,671), iar W =P x P®x P3 x P? X P37t x poT, Actiunea automorfismelor
neidentice g, asupra grupului W o vom prezenta in forma de substitutii ale factorilor directi P9, scrise cu
ajutorul ciclurilor: 6: (P1P6P P2P3_1P6_1) 3. (P1P3p37)(PSP2PST), 2: (P1P2)(PP3T)(P3PSTH),
3-1; (PlP3 'P3)(P2P5PS ) 5i 6” 61 (PlP6 'p37' p2p3p6) Cualte cuvinte, daci w =< rl,rz,rg,r4,r5,r6 >,
atunci w =< Te, 71,12, 13,14, 15 >, w3 =< 5,76, 71, 12,13, T4 >, w? =< T4, 75,76, 71,12, T3 >, wd =<
3,74, 75,76, T1, T2 > §i, respectiv, w® =< Ty, T3,14,15,76, 71 >. Grupul de substitutii ,,generalizate” W are
ordinul [W| = |P|I6! = 26 =64, iar grupul major obtinut G’ va avea ordinul |G| - |W|=384 si simbolul 6
Wr 2.

Este clar ca din grupul initial de substitutii P concret dat si grupul dat generator G poate fi dedus doar un
singur grup major c" de W, -simetrie cu simbolul G Wr P. Prin urmare, pentru cel mai simplu grup initial
de substitutii P = {e,p = (12)} din grupurile punctuale cristalografice de simetrie clasicd de categoria Gs
se vor deduce exact 32 de grupuri majore, iar din grupurile cristalografice de tablete G5, — 31 de grupuri majore.

6
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6. Orice grup semimajor de W, — simetrie " cu grupul generator finit G, cu grupul initial de sub-

stitutii P, tot finit, si cu subgrupul W' al tuturor componentelor w din elementele g™ ale grupului G""’,

se deduce din grupurile G si P efectuand urmatorii pasi:

a) se construieste produsul direct W al copiilor izomorfe ale grupului P, indexate sus in dreapta cu cate
un element din grupul generator G ;

b) se construiesc si se descriu toate automorfismele g ale grupului W , generate de inmultirea la stinga a
lui G cu fiecare element al siu g;

c) se gasesc in grupul W toate subgrupurile netriviale W' ce verifica conditia g(W') = W' (conditie
necesara si suficientd pentru acest tip de grupuri) pentru orice element g din grupul generator G ;

d) se combin in perechi fiecare element g din grupul G cu fiecare element w din subgrupul W': g™ =gw;

e¢) in multimea de perechi obtinuta se introduce legea de compozitie gi(‘”‘) * g}w") = lf‘”k) ,unde g, =g,9;,

G iar WO — 99 Cadinx i
W, =WW,, dar W =<..., P, > adica, W (g,) =W (9;0,)

Pentru grupul semimajor c" de W, — simetrie cu grupul generator G, grupul initial de substitutii P si

subgrupul W' de substitutii ,,generalizate” se propune si se foloseasca simbolul G Wol=G cw".

Vom analiza in detalii cateva exemple concrete de deducere a grupurilor semimajore pentru grupul initial
de substitutii P = {e,p = (12)} = 2, incepand cu grupurile generatoare ciclice (mai simple) si folosindu-ne
de simbolica Iui Subnikov pentru grupurile generatoare de categoriile G si Gz2¢-

1) Vom considera grupul ciclic de ordinul 2 G = (1, 2) in calitate de grup generator. Prin urmare, W = P! x p? |
iar actiunea automorfismului neidentic g, asupra grupului W la nivelul factorilor directi P9i poate fi pre-
zentatd in urmatoarea forma: 2: (PP?). Grupul W are urmitoarele elemente: wy, =< e,e >, w; =< p, e >,
w, =<e,p > si wg =< p,p >. La nivelul elementelor grupului W actiunea automorfismului neidentic g, 0
vom prezenta in forma 2: (Wo) (Wyw,)(ws). Este evident ca conditia necesara si suficientda g(W') = W'
este satisfacutd numai de subgrupul netrivial W, = DiagW = (wy, w3), iar subgrupurile W, = (wy, w;)
si W3 = (wg,w,) se aplicd unul pe celalalt. Ca rezultat, se obtine numai un grup semimajor cu simbolul
Gl(w D=2 « W, . Vom mentiona cd grupul semimajor obtinut formal nu se deosebeste de grupul respectiv de

P — simetrie Zamorzaev.

2) Grupul generator este de ordinul 3, adici G = (1,3,371). Deci, W = P1 x P3 x p3! , lar actiunea
automorfismelor neidentice g, asupra grupului W la nivelul factorilor directi P9i poate fi prezentata in urma-
toarea forma: 3: (P1P3P3™") si 3-1: (P1P37 P3). Grupul W are urmatoarele elemente: wy =< e, e,e >,
w; =<eep> w,=<e,pe> wy3=<Dp,ee> w,=<epp> Ws=<p,ep> Wsg=<p,p,e >si
w, =< p,p,p >. La nivelul elementelor grupului W actiunea automorfismelor neidentice g, 0 vom prezenta
in forma urmatoare: 3: (wywswsy)(Wawswg) si 371 (wyw,ws)(Wawews). Nemijlocit se verifica ca conditia
necesara si suficientd g(W') = W' este satisfacutd numai de urmatoarele subgrupuri: a) din 7 subgrupuri de
ordinul 2 numai Wy = DiagW = (wy, w5); b) dintre subgrupurile de ordinul 4 (in total sunt 7 si toate sunt
neciclice) numai W, = (wy, wy, ws, wg). Drept rezultat, se obtin numai 2 grupuri semimajore cu simbolurile

W) _5 [ ; Wp) _ ’
G, "' =3 < Wy si, respectiv, G, =3 < W, .

3) In calitate de grup generator vom considera grupul ciclic de ordinul 4, adici G = (1,4,2,4~1). Prin
urmare, W = P* x P* x P2 x P*" | iar actiunea automorfismelor neidentice g, asupra grupului W la nivelul
factorilor directi P9t poate fi prezentata in urmatoarea forma: 4: (P1P4P2P4_1), 2: (PlPZ)(P4P4_1) si
4-1; (P1P*' P2p*). Vom enumera toate cele 16 elemente ale grupului W: w, =< e, e,e,e >, wy; =< p, e, e,e >,
w, =<e,p,ee> w;=<eepe>w,=<eeep> ws=<ppee> w =<p,epe> w, =<p,eep>,
wg =<e,p,p,e > Wy =<e,p,ep>w,=<eepp>w,;=<p,ppe>w,=<DpDpep>w;=<penpp>,
wi, =<e,p,p,p >, Wis =<p,p,p,p >. La nivelul elementelor grupului W actiunea fiecarui automorfism

neidentic g, 0 vom prezenta in urmatoarea forma: 4: (wyw,w3w,)(WqW1aW13W12) (WsWgWyoW;) (WeWs),

471 (W waw3wy) (Wyg Wi WyzWyg) (WsWy Wi gWe) (WeWo) §i 2: (Wiw3) (Wow,) (Wi We3) (WiaWip) (Wswyg) (Wews).
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Nemijlocit se verifica ca conditia necesara si suficienta g(W') = W' este satisfacutd numai de urmatoarele
subgrupuri: a) din 15 subgrupuri de ordinul 2 numai Wy = DiagW = (wy, wys); b) dintre subgrupurile de
ordinul 4 (in total 7 si toate neciclice) numai W, = (wy, wys, we, Wo); €) dintre subgrupurile de ordinul 8
numai subgrupul W5 = (wg, wys, We, Wo, Ws, W5, Wg, Wy). Ca rezultat, se obtin numai 3 grupuri semimajore

. . - Wp) — . ) Wp)
cu urmatoarele simboluri: Gl(W”)=4 <Wy, G, =%« Wy, si, respectiv, G, =Wl

4) Consideram grupul generator G = (1,6,3,2,371,671). Deci, W = P! x PS x P3 x P2 x P37 x P&,
iar actiunea automorfismelor neidentice g, asupra grupului W la nivelul factorilor directi P9¢ va fi:
6: (P1PSP3p2p37 PST), 3: (PIP3P3T)(PSP2PS™Y), 2: (PTPR)(POP3 ) (P3PS ), 37T (P1P? P3)(P2POPC )
si 6-1: (P1PS P37 p2p3p6). Cu alte cuvinte, dacd w =< 15,15, 73,73, Ts, Ts >, AUNCI WO =< 14,7y, 75, T3, Ty Ts >,
W3 =< T, T, T, T Ta Ty >, W2 =< Ty, Ts, T, T, T T3 >, W3 =< 713,75, 75, Te, T, Ta > si,  respectiv,
W8 =< 1y, 1, 1y T, Te Ty >

Conform algoritmului de deducere a grupurilor semimajore de W, — simetrie in grupul de ,,substituii”

generalizate trebuie sd gdsim toate subgrupulile W' ce verificd conditia g(W') = W'. Pentru a gisi aceste
subgrupuri, suntem nevoiti s analizam actiunea automorfismelor g, unde g; € G = 6, asupra tuturor celor

64 de elemente concrete ale grupului W = P! x P® x P3 x P2 x P3™" x P " Subgrupuri in W sunt foarte

multe, dar numai 3 din ele verifica conditia g(W') = W', si anume: W = (< e,e,e,e,e,e >, < p,p,p, 0,0, P >),

W, =(<eeeeee><pppbbdp><pepenpe><epepep>), si W =(<eeeeee><

p,p. e, v.e><penbep><enpbpenpp>). Grupurile semimajore obtinute pot fi prezentate cu
W W

ajutorul simbolurilor: G"*'=% < w;, Gz( Y B« W4, si, respectiv, G3( Y26« wi.

5) In calitate de grup generator vom considera un grup neciclic de ordinul 4, anume: G = 2:2 = (1,2,,2,,23).
Prin urmare, W = P* x P?1 x P?2 x P?, iar actiunea automorfismelor neidentice g, asupra grupului W la
nivelul factorilor directi P9¢ 0 vom prezenta in urmitoarea formia: 2,: (P1P?1)(P22P2%3), 2,: (P1P%2)(P21P%)
si 23: (PTP?3)(P?1P%2). Vom enumera toate cele 16 elemente ale grupului W: wy, =<e,e,e,e >, wy =<
p,eee>, w, =<e,p,ee> wy=<eepe> w,=<eeep> ws=<p,pee> wg=<p,eDp,e>,
w; =<p,ee,p>, wg=<eppe> Wy=<epep> Wy=<eepp> W,y=<pDppe> W,=<
p.p,e,p >, Wiz =<p,e,pp >, Wiy =<enppp>, Wi =<p,p,p,p >. Lanivelul elementelor grupului W
actiunea fiecarui automorfism neidentic g, poate fi prezentd in forma urmatoare:

Q (Waw) (W3wy) (WeWg) (W7 Wg) (W11 W12) (W13W14), 221 (WiW3) (WaWo) (WsW1o) (W7 We) (W11 Wy3) (W1aW14) si
250 (Wywy) (Wows)(Wswyo) (WeWo) (Wy1Wq4)(W13Wy5,). Nemijlocit se verifica ca conditia necesara g(W') = W'
este satisfacutd numai de urmitoarele subgrupuri: a) din 15 subgrupuri de ordinul 2 numai Wy = DiagW =
(wg,wys); b) dintre subgrupurile de ordinul 4 numai 3 subgrupuri, si anume: W, = (wg, Wys, Wy, Wg),
W3 = (wg, wys, Ws, Wyo) si W) = (wg, wys, we, Wo); €) dintre subgrupurile de ordinul 8 numai subgrupul
Ws = (wg, wys, We, Wy, Ws, W5, Wg, Wy,). Ca rezultat, se obtin 5 grupuri W' — semimajore cu urmitoarele

. . W) _s— L A , Wy) _s— PR . . (Wp)
simboluri: G, " =2:2«Wy{,G, =2:2«W;, Gy "=2:2«w;,G, =2:2« W, si respectiv G
=2:2 A WY .

7. Orice grup semiminor (respectiv, pseudominor) de W ; -simetrie G") cu grupul generator finit G, cu
grupul initial de substitutii P, tot finit, si cu subgrupul W' (respectiv, submultimea cu unitate W', care nu este

subgrup) al tuturor componentelor w din elementele g(w) ale grupului G" se deduce din grupurile G si

P efectuand urmitorii pasi:

a) se construieste produsul direct W al copiilor izomorfe ale grupului P, indexate sus in dreapta cu cate
un element din grupul generator G ;

b) se construiesc si se descriu toate automorfismele g ale grupului W generate de tnmultirea la stinga a lui
G cu fiecare element al sau g;

c) se gisesc in grupul W toate subgrupurile netriviale W' (respectiv, submultimile cu unitate W', care nu
sunt subgrupuri) ce verifica conditia g(W')W' = W' (conditie necesard, dar nu si suficientd pentru aceste
tipuri de grupuri) pentru orice element g din grupul generator G ;
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d) se descompune grupul G in clase de resturi de dreapta in raport cu subgrupul sau H (indicele lui H in
G este egal cu |W'|) si se stabileste asa o corespondentd biunivocd g intre descompunerea datd si W' care in

calitate de aplicatie a grupului G pe W', conform regulii ,u(gi ) =W, ar fi cvasiomomorfism exact natural

de stanga cu nucleul H ;

e) se stabilesc in calitate de componente ale transformarii g(W)

elementele din grupul G si subgrupul W'
(respectiv, submultimea cu unitate W', care nu este subgrup) ce corespund unul altuia dupa  : g(W) =gw,

unde w=z(g);
f) in multimea de perechi obtinutd se introduce legea de compozitie g™ * gg‘”i) =g, unde g, =9,0;,

g: . g9j _ 9;9 . s = 9j _
W, =WW,,dar W =<..., P, > adicd, W(g,) =W (0;0,) -

. . . . . W . .
Pentru grupurile semiminore si cele pseudominore G" de W, -simetrie cu grupul generator G, grupul

initial de substitutii P si subgrupul W' (respectiv, submultimea cu unitate W', care nu este subgrup) de
substitutii ,,generalizate” se propune sa se foloseasca un simbol mai complex (cu mai multi termeni):
G/(P|\W'|Wy; Gy/H'/H). Mentiondm ci in acest caz: 1) G este grupul generator pentru c", 2) P este
grupul initial de substitutii; 3) W' este multimea substitutiilor ,,generalizate” ce intrd in calitate de compo-

nente in g™ eG"™’, unde w, cW'cW =TI, oP%; 4) H este subgrupul de simetrie pentru c"
(H =Gg"» NG); 5) G,/H'/H este simbolul cu trei componente al subgrupului G de P -simetrie,
adica, G,/H =W, , unde W, = {w|g"’ e G} =W 5i W, < DiagW .

Vom analiza in detalii numai acele exemple concrete de deducere a grupurilor semiminore si pseudo-
minore pentru grupul initial de substitutii P = {e,p = (12)} = 2, pentru care grupurile generatoare sunt cele
analizate mai sus pentru deducerea si descrierea grupurilor semimajore.

1) Fie G = (1,2). Grupul W are 3 subgrupuri netriviale W' de ordinul 2, dintre care numai Wy =
DiagW = (wy,ws) verificd conditia g(W')W' = W'.Ca urmare, existd un singur grup semiminor cu
simbolul 2/(2|W{|W{;2/1/1) cu structura concreti pe elemente G W) = (1w, 2w;). Vom mentiona ci
grupul obtinut formal nu se deosebeste de grupul minor de P —simetrie cu structura G®) = (1e, 2p), care are
simbolul binomial 2/1. Evident ca in acest caz nu exista grupuri pseudominore.

2) Grupul generator este G = (1,3,371). Deci, W = P1 x P3 x P37 are elementele: wy =<e,ee >,
w, =<eep> w,=<enpe> wy3=<p,ee> w,=<epp> wWs=<Dp,ep> Ws=<Dp,p,e >si
w, =< p,p,p >. Actiunea automorfismelor neidentice g, asupra elementelor din W este urmatoarea:
31 (Wywawy) (Wawswe) si 371 (wywyows) (Wywews). Nemijlocit se verifica ca conditia necesarda g(W )W' = W'
este satisfacutd numai de urmatoarele subgrupuri: a) din 7 subgrupuri de ordinul 2 numai Wy = DiagW =
(Wo, w5); b) din 7 subgrupuri de ordinul 4 numai W, = (wy, wy, ws, wg). Insa, deoarece pentru grupurile
semiminore si pseudominore |W'| trebuie sa fie un divizor al lui 3 = |G|, urmeazd ca grupuri
W' —simiminore pur si simplu nu exista.

In calitate de nucleu Ker al cvasiomomorfismului de stanga natural exact « al grupului G in grupul W
poate servi doar subgrupul H de indicele 3 in G, adica H = 1. Prin urmare, pentru deducerea grupurilor
pseudominore de W, -simetrie cu grupul generator G = 3, vom studia doar acele submultimi cu unitate W',

pentru care W'|=3.
Fie H = 1. Atunci W' = (w,,W,,W, ), unde W, =< (31,(33,(3?’71 >, iar structura concretd a elementelor W,
. . .. . e . , .
(i=1,2) o vom determina reiesind din conditia ca aplicatia x a grupului G pe W', conform regulii z(1) =w,,
u@)=w,, u@3*)=w,, s fie cvasiomomorfism de stinga natural exact. Observam ca W, are ordinul 1,

iar celelalte doud elemente au ordinul 2. Mai mult decat atat, din x(3)=w, si x(3")=w, obtinem
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1#(3-3)=ww, =w, =x(3") si u3-3")= W =W, = (3). Deoarece sunt verificate egalitatile
H(3-3° ):W13 W, = W13 W13W1 =W, = (1) si /U(37 -3) =W§W1 =W, = u(1) , se obtine W13 W, :Wgwl'

Fie w, =<0,,0,,0, > si W, =<I,I,,I;>. Atunci se obtin urmitoarele rezultate: Wff1 =<0,,0;,q >,
W =<0, 0,0, > 51 WoW, =< 0,0;,0,0,,0,0; >. Din egalitatea WW, =W, urmeaza egalitdtile: I, = 0,0, ,
r,=0,0,, I, =0,0;,. Din faptul ca \/\llafl\l\IfW1 =W, urmeaza rezultatul: ¢,0,0, =€ . Sunt posibile urmatoarele
trei variante: 1) w, =<e, p, p>, iar w, =< p, p,e>; 2) w, =< p,e, p>, iar w, =<e, p,p>; 3) w, =< p, p,e >
,dar w, =< p,e,p>.

in rezultat obtinem 3 submultimi W (i =1,_3), care ne dau 3 grupuri pseudominore de W, -simetrie:
W= (W, W, =<, p,p>W,=<p,p,e>), W =(W,w,=<p,ep>W,=<6epp>) si
W, = (w,, W, =< p, p,e >,W, =< p,e, p>). Simbolurile grupurilor pseudominore obtinute sunt

3/(2|W/ |wy; 1/1/1), unde i =1,3.

3) Vom analiza cazul cand grupul generator este G = (1,4,2,4™1). Prin urmare, W = P! x P* x P2 x P4
iar actiunea automorfismelor neidentice g, asupra grupului W la nivelul factorilor directi P9t este sub urma-
toarea formd: 4: (PP*P2P* "), 2: (P1P2)(P*P* ") si 4~1: (P1P* ' P2p*). Cele 16 elemente ale grupului
W sunt: wy =< e,e,e,e >, w; =<p,e,ee>, w, =<e,pee>, w; =<eg,epe> w,=<eeep>,
ws =<p,p,ee >, weg=<Dp,epe>w, =<p,eep> wg=<enppe>Wwy=<enpep> Ww,y=<
eepp>, Wi =<p,ppe> Wi =<p,p,ep> Wizg=<p,epp> Wy=<eppp> Wis= <
p,p,0, P >.

Pentru grupurile semiminore si pseudominore de W/, -simetrie totalitatea W' (in general, submultime cu
unitatea grupului W) trebuie sa verifice urmatoarele conditii: wy, € W' W, [W'| este un divizor al lui |G| si
gW"HW' = W'. Pentru cazul analizat |G| = 4, deci |W'| poate primi valoarea 2 sau 4. Ca sa gasim W' ce
verifica conditia g(W")W' = W', mai inti trebuie sa clarificim cum actioneaza fiecare automorfism g asupra
elementelor concrete din W'.

In calitate de nucleu Kerg al cvasiomomorfismului de stinga natural exact gz al grupului G = 4 in
grupul W pot servi doar subgrupurile: a) H de indicele 4 in G, adica H = 1; b) respectiv de indicele 2 in
G, adicd H = 2. Deoarece toate elementele grupului W sunt de ordinul 2, apoi toate submultimile W' cu
unitate, care contin numai 2 elemente, sunt subgrupuri. Nemijlocit se verifica ca numai W' = (wy, wys)
verifica conditia J(W")W' = W'. Grupul semiminor ce se obtine are simbolul polinomial 4/(2|W'|W';4/2/
2) si formal nu se deosebeste de grupul de P — simetrie cu structura concretd GP) = (1e, 2e, 4p, 4~ 1p).

Vom analiza acum cazul cand |W'| = 4, adicd H = 1. Fie W' = (wy, wy, w,, w3,), Unde wy =< e,e,e,e >,
iar structura concretd a elementelor W, (i=1,2,3) o vom determina reiesind din conditia ca aplicatia x a
grupului G pe W', conform regulii (1) =w,, u(4) = wy, u(2) = w, si u(4™1) = ws, si fie cvasiomo-
morfism de stinga natural exact. Vom obtine u(4-4) =wiw, = w2 =u(2), u(4-2)=wiw, =w; =
u(4™b), ,u(2 2) = wiw, = (Wiwy)2(wiw;) = wy = u(1),si u(2 - 4) = W2 w; = wy = u(471). Deci, se obtine
relatia wit w1 wiw, = WO Notand w, =< rl,rz,r3,r4 >, VoM avea: wy =< 1,7, 73, 14 >4 —< r4, rl,rz,r3 >,
Wi =< 13,1,1,15 > Siw) =< Ty, Ty, T3, Ty >* =< 75, 73,73, 71 >. Inlocuind ultimele relatii in w;t "Wiwiw, = w,
se obtine ca produsul componentelor ry, 15, 13,74 €Ste egal cu unitatea e a grupului initial P. Sunt posibile doua
subcazuri: a) doua componente sunt egale cu e, iar celelalte doud sunt egale cu p; b) toate componentele
sunt egale cu p. Se obtin urmatoarele rezultate concrete: a) un singur subgrup Wy = (wy,w; =<p,e,p,e >,
w, =<p,p,p,p >,w3 =<e,p,e,p>); b) 4 submultimi W, = (wy, w; =<p,p,e,e >, w, =<Dp,e,p,e >
wy =< p,eep>), Wy =(wy,w, =<e,epp> w, =<p,ep,e> w;=<e,np,p,e>) W, =W, w, =<
p,e,e,p >,w, =<e,p,e,p>ws; =<eepp>), We=(Wwy,w =<ep,pe> w,=<e,p,ep> w;=<
p,p,e, e >). Ca rezultat se obtin: @) un grup semiminor cu simbolul 4/(2|Wy|W{;2/1/1), unde W/ =
(wo, w =< p,p,p,p >); 4 grupuri pseudominore cu simbolurile polinomiale 4/(2|W;|wy; 1/1/1), unde
i =2,3,4,5.

10
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4) Grupul generator este G = (1,6,3,2,37%,671). Deci, W = P1 x P® x P3 x P2 x P3"" x PS™" | iar actiunca
automorfismelor neidentice g, asupra grupului W la nivelul factorilor directi P9! poate fi prezentata astfel:
6: (P1PoP3p2p3T pe") 3: (P1P3p3TY)(POP2PSY), 2: (PLP2)(POP3T)(P3PSY), 371; (PP P3)(P2PSPST) si
61 (P1P6_1P3_1P2P3P6). Cu alte cuvinte, dacd w =< 1y,15,73,74, 75,7 >, atUNCI W8 =< 14,1y, 75, 73,74, 5 >,
W3 = < T, T Ty, Ta T3 Ty >, W2 =<1y, Ts, Te T, Tas T3 >, W3 =< 73,13, Ts,Te, T, 7, > i, TESPectiv, wb =<
T2,13,14, 15,7, 71 >. Pentru grupurile W'-semiminore si, respectiv, W'-pseudominore cu grupul generator G
trebuie ca |W'| sa fie un divizor al lui |G|. Prin urmare, trebuie analizate toate cazurile posibile: a) |[W'| = 2;
b) [W'| =3sic) |W'| = 6.

a) Fie |W'| = 2. Orice submultime W' cu unitatea wy, ce contine numai 2 elemente, este subgrup in . Din
63 de subgrupuri W' de ordinul 2 din W numai W' = DiagW = (w, =< e,e,e,e,e,e >,Wg3 =< D, 0,0, 0,0, >)
verifica conditia necesard g(W" )W’ = W' de existentd a grupurilor de W  -simetrie. Grupul W' —semiminor

ce se obtine are simbolul g/(ZIW’IW’; 6/3/3) si formal coincide cu grupul minor de P-simetrie cu simbolul
binomial 6/3 care are structura concretd G) = (1e,3e,37 e, 2p, 6p, 6~ 1p).

b) Fie |W'| = 3. Deci, H = 2. Deoarece 3=|W'| nu este un divizor al lui 64=|W|, apoi nu exista subgru-
puri W' de ordinul 3 in W. Ca rezultat, nu existd grupuri W'-semiminore cu conditia [W'| = 3 elemente.
Acum vom deduce si vom descrie grupurile W'-pseudominore. Deoarece H = 2, apoi W' = (wg, w1, Wy, ),

unde wy este unitatea grupului W, iar structura concretd a elementelor W, , unde i =1,2, 0o vom determina

reiesind din conditia ca aplicatia & cu nucleul H = 2 a grupului G pe W' sa fie cvasiomomorfism de stanga
natural exact. Descompunerea grupului generator in clase de resturi in raport cu subgrupul sdu de indicele 3
are forma: 6 = (1,2) U (374,6) U (3,671).

Fie u(1) = wo, u(2) = wo, u(6) = wy, p(3™1 = wy, u(6™1) = w, si u(3) =w, . Din u(6) = w; vom obtine
w(6-6) = wiw; = u(3) = w,. Pe de altd parte, vom avea ca u(371-2) = wiw, = w;, = u(6), iar u(6-671) =
w8 w, = wf  whw, = u(1). Avand wy =< 1,75, 73,74, 75,7 >, din egalititile wf ww; = wy si w2 = w,
urmeaza cary =1y, Ty =13, '3 = T §1 11375 = e, 1T = e. Deci, in fiecare produs unul dintre factori este
egal cu e, iar ceilalti doi sunt egali cu p. In rezultat se obtin 3 submultimi concrete: Anume: W, = (wq, wy =
<eppepp>w,=<ppeppe>) Wy=(wy,w =<penppep>w,=<ep,pepp>) s
W3 = (wo,wy =<p,p,e,p,p,e,>w, =<p,e,p,p,e,p >).

Concluzie: exista 3 grupuri W' —pseudominore cu grupul generator G = 6 ce verifica conditia |W'| = 3.
Grupurile obtinute au simbolurile g/(ZIWi'lwo; 2/2/2),undei = 1,2,3.

c) Fie |W'| = 6. Deci, H = 1 . Deoarece 6=|W’| nu este un divizor al lui 64=|W|, apoi nu existd sub-
grupuri W' de ordinul 6 in W. Ca rezultat, nu existd grupuri W’'-semiminore cu conditia |W'|=6. Acum
vom deduce grupurile W'-pseudominore. Deoarece H = 1, apoi W' = (wy, wq, Wy, W, Wy, Ws), Unde wy
este unitatea grupului W, iar structura concretd a elementelor W, , unde i = 1 <+ 5, 0 vom determina reiesind
din conditia ca aplicatia z a grupului G pe W', conform regulii u(1) = wq, u(6) = wy, u(3) = w,, u(2) =
ws, u(371) = w, si u(671) = wg, sa fie cvasiomomorfism de stdnga natural exact. Din p(6) = w; obtinem
u(6-6) =wlw, =w, = u3) si u(3-6) = Wwy)ow; = wiw;,°w; = u(2) = ws, de unde urmeazi ca
u6-2)=uB1H = wfwf’wfw1 =w,. Mai mult decat atit, vom avea si urmitoarele: u(671) =
u(6-37)=wi wiwiw, “wy = ws , iar u(6- 67 D)=wf Wi wiwdw, ‘wy = wo = u(1).

Dacd vom presupune ci wy =<71q,73,73,T4,75,T >, atUNCi wl =< 16,1,15, 73,174,715 >, Wy =<
TS T TL T 3Ty >, Wit =< Ty T, e, T Ty, s >, wid =< 7,1, Ts T T, Ty > i, Tespectiv, wy® =<
T9,T3,Ta) s, Te, 73 >. Prin urmare, toate componentele produsului w® w3~ w2w3w,°w, sunt egale cu
T 13T, TsTe=e. Sunt posibile urmatoarele subcazuri: a) toate componente in wy sunt egale cu p; b) 2 com-
ponente sunt egale cu e, iar 4 sunt egale cu p; ¢) 2 componente sunt egale cu p, iar 4 sunt egale cu e. Vom
analiza succint fiecare subcaz.

a) Fie toate componente In w; sunt egale cu p. Nemijlocit se verifica cé in acest caz w; = w3 = wg =<
P, 0,0, D, P, P >, iar w, = w, = wy. Se repeta situatia cand |W'| = 2.

b) Fie cd 2 componente sunt egale cu e, iar 4 sunt egale cu p. Usor se verifica ca in grupul W exista

nr

numai 3 asa elemente: w; =<e,p,p,e,p,p >, w; =<p,e,p,b,e,p >siw; =<p,p,e,p,p,e >. Fiecare

11
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dintre aceste elemente conduce la situatia ca w3 = wy, w, = wy si wg = w,. Cu alte cuvinte, H = 2 si se
repeta situatia cand |W'| = 3.

c) Fie ca 2 componente sunt egale cu p, iar 4 sunt egale cu e. In rezultat se obtin 3 submultimi concrete:
Anume: W) = (wg,w; =<e,e,p,e,e,p>w, =<p,e,p,p,ep>w;=<p,ppD0DD>W,=<
p.p,e,p,pe>ws =<enpeenpe>)W,=(w,w =<e,p,eepe>w,=<enp,pepp>w;=<
p,o,D,D,D.DP > W, =<D,e,b,Dpep>ws =<p,eenp,ee>)siW =(wy,w =<p,eenpee>w,=
<ppenpnpe>w;=<pppppDp>Ww,=<e,pDpepp>ws=<eeDpeep>) Vom mentiona
cd in fiecare din submultimile obtinute se include subgrupul W' = DiagW, iar in fiecare din ele se include
cate o submultime W', obtinute pentru cazul |[W'| = 3. Concluzie: existd 3 grupuri W' —pseudominore cu
grupul generator G = 6 ce verifica conditia |[W'| = 6. Grupurile obtinute au simbolurile 8/ 2|W/lwgy; 2/1/1),
unde i = 1,2,3, iar W) = DiagW = (wqy, ws).

5) Grupul generator este G = 2:2 = (1,24,2,,23). Deci, W = P1 x P21 X P22 x P23 | jar actiunea
automorfismelor neidentice g, asupra grupului W la nivelul factorilor directi P9 poate fi prezentatd in modul
urmitor: 2;: (P1P?1)(P?2P%), 2,: (P1P?%2)(P?1P2%:) si 25: (P1P%2)(P?1P%2). Fie W' = (wo, wy, Wy, Ws),
unde wy =< e, e, e,e >, iar structura concretd a elementelor W, (i=1,2,3) o vom determina reiesind din
conditia ca aplicatia £ a grupului G pe w', conform regulii 4(1) = w,, u(21) = wy, u(2;) = w, si u(23) = ws,
sa fie cvasiomomorfism de stanga natural exact.

Vom obtine u(2, -2;) = W121W1 =wo=u(1) si u(2,-2,) = W222W2 = wy = u(1). Mai mult decat
atat, u(2,-2,) = W122W2 =ws =u23) =uR,-2,) = W221W1. Notand wy; =< 1y,1,, 13,74, >, VOM avea:
wl21 =< 1y,1,T4, 13 >, wl22 =< 13,1,171,T2 > §i W123 =< 1y,13,7,11 >. Dacd w, =< q4,92,93,q94 >,
atunci W221 =<(q3,91,94 93 >, WZ22 =<(3,94,91,92 > si W223 =< (q4,q3,92,91 >. Din relatiile wlzlw1 =
wy si WZZZWZ = W, urmeaza ca ry1, = e, 131, = e si, respectiv, g;q3 = e, q,q, = e. Prin urmare, pentru w,
si w, sunt valabile urmatoarele variante: w; =<p,p,p,p >, w; =<e,e,p,p >, w; =<p,p,e,e > si,
respectiv, w, =< p,p,p,p >, w;, =<e,p,e,p >, wy =<p,e,p,e >.

Nemijlocit se verifica ca din 9 variante de completare a submultimilor a cate 3 elemente (obtinute mai
sus) cu elementul al patrulea ws, astfel ca aplicatia & sa fie cvasiomomorfism de stanga natural exact, apoi

numai 5 din ele dau raspunsuri pozitive. Deci, vom avea urmatoarele rezultate concrete: W, = (wgy, wy),
W; = (wo, w1, wz, w3 =<p,e,e,p >), Wz = (Wo, w1, w;, w3), Wy = (wo,wy,w;,w's =<e,p,p,e>)si
W< = (wg,wy',wz,w'3) . Ca rezultat se obtin: a) un grup Wy —semiminor; b) 4 grupuri W, —pseudominore.
Grupurile obtinute vor avea simbolurile polinomiale: a) 2:2/(2|Wy|Wy;2:2/2/2), care formal nu se
deosebeste de grupul minor de P —simetrie cu simbolul binomial 2:2/2; b) ﬁ/(ZlWi’lwo; 1/1/1), unde
i =2,34,5.
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