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In prezenta lucrare sunt stabilite conditii necesare si suficiente in care operatorii integrali singulari cu translatii de tip
Carleman sunt noetherieni, se determind simbolul si se calculeaza indicele acestor operatori. Aceste rezultate sunt obtinute

datorita studiului algebrei generate de acesti operatori 1n spatiul Lp CuU 0 anumita pondere, aleasa astfel incat sd asigure

continuitatea operatorilor. In studiul algebrei respective un rol important are notiunea de echivalenti a algebrelor Banach,
introdusa de catre matematicienii [.Gohberg si N.Krupnik.
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EQUIVALENT ALGEBRAS OF SINGULAR INTEGRAL OPERATORS. NOETHERIAN CRITERIONS

In the present work there are established necessary and sufficient conditions under which sungular integral operators
with shift of Carleman tipe are Notherian, the symbol of these operators is determined and index of these operators is
calculated. These results are obtained due to the study of the algebra, generated by these operators in the space |_p with a

certain weight, chosen in such a way, that continuity of operators is ensured. In the study of this algebra an important
role has the notion of equivalence of Banach algebras, introduced by mathematicians I. Gohberg and N.Krupnik.
Keywords: singular integral operator, noetherian operator, symbol.

Ecuatiile integrale singulare cu translatie c(t), in conditiile in care derivata &'(t) este o functie holderiana,
au fost studiate in lucrarile multor autori. Facem trimitere la lucrarea [1] care contine si o analiza bibliografica.
Cazul in care functia @'(t) este holderiana pe portiuni a fost studiat in mai multe lucriri, inclusiv in [2,3]. In
mod evident aceste conditii asupra functiei a(t) presupun ci conturul I’ este marginit. In cazul conturului
nemarginit, functia c(t) este si ea nemarginita. In consecinta [4], operatorul de translatie (V)(t) = p(a(t))
este, in general, nemarginit in spatiile functiilor in care operatorul cu nucleu Cauchy este marginit. De
exemplu, dacd ' =R(= (-00,0)) si a(t):E:R—>R, atunci operatorul (V¢)(t) :q)(%) nu este marginit in

t t
niciun spatiu L, (R, p), unde

pt) =", -1<p<p-1. (1)

Intr-adevar,

V0P = [0’ = [og) 1 o=

oo oo
0o b o= [0 ™ o

Din aceastd egalitate rezultd: daca presupunem ca operatorul V este marginit in L, (R, p), atunci in mod
necesar trebuie sa avem —2—f =, [ =-1 ceea ce este in contradictie cu conditiile (1). Mentiondm ca
conditiile (1) asupra ponderei p(t) sunt impuse de necesitatea ca operatorul integral singular sd fie marginit
in spatiul L, (R, p).

Aceste circumstante sugereaza ideea de a considera spatii cu ponderi speciale, de a defini in mod ,,rezonabil”
operatorul de translatie V, astfel incat operatorul integral singular cu translatia ¢(t) si devind mirginit.
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Pe conturul nemarginit I" considerém ecuatia integrala
(Ap)t) =a®e ) +b(t) j (P(T)d T et)plalt) +d 0 J (p(r)dr)

unde a(t) este o translatie a conturului F pe el Insusi (cu pdstrarea sau schlmbarea orientarii pe I') care
indeplineste conditiile lui Carleman: a(a(t))=t (a(t) #t).

In aceasta lucrare sunt stabilite conditiile necesare si suficiente in care operatorul A este noetherian, este
determinat simbolul si sunt calculate indicele acestui operator. Aceste rezultate sunt obtinute datorita studiu-
lui algebrei, generate de acesti operatori in spatiul L, cu o anumitd pondere, aleasa astfel incat sa asigure

fo), )

continuitatea operatorului A. In studiul algebrei respective un rol important are notiunea de echivalenti a
algebrelor Banach. Pentru a defini aceasta notiune vom introduce urmétoarea notatie. Fie B un spatiu Banach,
prin L(B) notam algebra Banach formata din toti operatorii liniari si marginiti care actioneaza din spatiul B
in el Insusi.

Definitie. Doua algebre (subalgebre) Banach A (c L(B,) si A,(c L(B,) le vom numi echivalente, daca
existd un operator inversabil M e L(B,,B,), astfel incat multimea operatorilor de forma MAM ™ (AeA,)
coincide cu algebra A, .

Astfel, avand o algebrd A, echivalentd cu o algebra A,, unele proprietati cunoscute pentru operatorii din
algebra A, se extind si asupra operatorilor din algebra A, De exemplu, dacé se cunosc conditiile de inversa-
bilitate (la stinga sau la dreapta) sau de rezolvabilitate normala a operatorilor din algebra A,, atunci facem
concluziile respective de inversabilitate sau de rezolvabilitate normala pentru operatorii din algebra A, .

In lucrare, in calitate de algebra A, se considerad algebra generata de operatorii integrali singulari cu coefi-

cienti continui pe portiuni, in care criteriile noetheriene si indicele acestor operatori se exprima prin simbolul
lor, definit in cunoscutele lucrari ale lui I.Gohberg si N.Krupnik (a se vedea [6], precum si bibliografia din
aceastd lucrare). Cu ajutorul echivalentei algebrelor se demonstreaza ca studiul ecuatiilor integrale singulare
cu translatii pe un contur nemarginit (de exemplu, pe axa reald) in spatii cu ponderi, alese in mod ,,corect”,
poate fi redus la cazuri cunoscute si studiate in [6-8] si in alte lucrari. De fiecare data, conditiile noetheriene
si marimea indicelui operatorilor din algebrele abordate in prezenta lucrare se exprima prin determinantul
unei matrice de functii, care depinde de coeficientii operatorilor, de functia de translatie si de spatiu. Aceasta
matrice se numeste Simbolul operatorului respectiv.

I. Criterii noetheriene pentru ecuatii integrale singulare cu translatii omografice (translatii directe)

Ne propunem si examinam cazul particular, insd foarte important in aplicatii, in care ' =R  iar a/(X)
este o translatie omografica.

Notam prin Lyp multimea functiilor ¢ complexe de variabila reald, care verifica conditia
L = {(0: ﬂgp(x)\”\x—a\ydx < oo} (-1<y<p-15eR).
In spatiul L7p norma se defineste in felul urmator:

ol = ([ |0 x—7 ) ™.

Se poate arata cu usurinta ca Ly este un spatiu Banach. In acest spatiu considerdm ecuatiile integrale

(Ap)0) =000 + X | 1 2 dy + cptatn + O | [ SO =t

(Bo)(X) =a(x)p()+ 2 b(x) s (”(y) A gy ooty + L [ 1D gy r g, a2

—00
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OX+p

X =& si indeplineste conditia lui Carleman a(a/(X)) = X.

In acest paragraf (in anumite conditii impuse functei (X)) se studiaza detaliat operatorii A si B, definiti
de partile stangi ale egalitatilor (1.1) si, respectiv, (1.2). Metoda de cercetare, aplicata in aceasta lucrare,
foloseste rezultatele din teoria lui Noether pentru operatorii integrali singulari (fara translatie) cu coeficienti
continui pe portiuni, elaborata in [5,7] si in alte lucrari.

De obicei (a se vedea [1]), in teoria operatorilor cu translatie de tip Carleman sunt evidentiate doua
cazuri: « pastreaza orientarea (translatie directd), sau & schimba orientarea (translatie inversa). Dupa cum
vom vedea, aceste conditii sunt esentiale, abordarea si rezultatele finale fiind diferite. In acest paragraf vom
studia cazul in care functia «:R-—>R pastreazd orientarea pe R, deci este indeplinitd conditia

unde g(x) = , B,8 €R. Observam cd aplicatia @(X) transforma punctul X =4 in , o in punctul

D =6+ 8 <0. Pentru a cerceta operatorii (1.1) si (1.2), vom apela la schema abstracti din [6,9,10]. Pentru
comoditate, 0 prezentdm succinct aici.
Fie A,A, si V operatori liniari si marginiti intr-un spatiu Banach B si V? =1 (V #* il). Consideram
operatorul A de forma
A=A +VA, (1.3)
FieAindeplinite urmatoarele axiome:
1) In B exista un operator noetherian U , astfel incat UV =-VU +T, unde T e T(B).

2) Operatorii A si A, cvasicomutd cu U
AU =UA +T, (j=12).
Atunci are loc urmatoarea teorema.
Teorema 1.1. Pentru ca operatorul A, definit prin egalitatea (1.3), sa fie noetherian in spatiul B, este
necesar §i suficient ca in spatiul B*> =BxB sa fie noetherian operatorul
A VAV
A, VAV

Dacda A este noetherian, atunci
IndA = ;Ind A.

Afirmatiile teoremei rezultd din urmétoarele trei constatari:
1. Are loc identitatea

I V| |A VAV]||I | _2A1+VA2 0
LI/ I
-V
sunt inversabili;

3. Din axiomele 1) si 2) rezulid ca exista un operator noetherian U , incat

(A +VA)U =U(A -VA,) +T,

2. Operatorii
IV

I -V

unde T este un operator compact.
Observatia 1.1. In condiiile teoremei 1.1, ambii operatori A +VA, si A —VA, sunt sau nu sunt noetherieni.
In plus, in cazul in care sunt noetherieni, are loc egalitatea
Ind(A +VA,) =Ind(A —VA,).
Definim urmatorul operator
@

14
gy e, 14

Vo)(x) =
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iz
unde = D2 e™? si (x—0)" g x-5[ e ?
Se arata usor ca operatorul V este involutiv, Vi=|.
Vom determina A € R din conditia ca operatorul V' sa fie marginit in spatiul L. Avem:

Vo

Asadar, dacd ;) = 27+ | atunci Vo|, =|@|, - Sa observam ci in acest caz
p P P

[1-sgn(x-5)]

E‘/p = ‘D‘ﬂp/z .ﬂ¢(OC(X))‘p ‘X—é“y—ipdx _ T‘(O(X)‘p ‘X_é.‘lp—Z—de.

-l<y<p-10<A<2.
Fie f e C(R). Convenim si notam prin f functia f (X) = f (a(x)). Astfel, T = f. Atunci operatorul A,
definit prin egalitatea (1.1), poate fi scris sub forma
A=A +VA,,
unde V este operatorul (1.4), A =al +bS, A, =c,1 +d,S,

_1 7oy o . o =
(Sp)(x) = 7ziJ;y—Xdy’ Co(X) = WC(X)’ do(x) = Wd (%).
Teorema 1.2. Fie a,b,c,,d, € C(R) . Operatorul
A=A +VA,
este noetherian in L7p , daca si numai daca
A, (%) =[a(x) £b(x)] [a() £6()]-[c() £ d(x)] [e(x) £d (x)]=0. (1.5)
Daca conditiile (1.5) sunt indeplinite, atunci
Ind A =—Lindg 2+ (1.6)
2 A (X

Pentru a ugura demonstratia acestei teoreme, vom enunta mai intdi urmatoarea lema.
Lema 1.1. Fie a,b,c e C(R) si
1+ 1+
Y A <1- -7,
p p
Operatorul M =al +bS +cH este noetherian in spatiul Lyp, daca si numai daca noetherian este ope-
ratorul M, =al +bS. In plus, IndM = Ind M,.

Demonstratie. Notam cu M (X, ££) si M, (X, 2) simbolurile operatorilor M si, respectiv, M. Simbolul

H=(x-8)"S(x-56)"" -8,

operatorului M, =al +bS are forma
a(x) +b(x) 0
0 a(x) —b(x)
Pentru determinarea simbolului lui M =al +bS +cH apelam la lucrarea [6], din care deducem ca sim-
bolul operatorului H in punctul x =6 are forma

M (X, ) = (1.7)

0 u(w)

_ 1.8
HEa =) )| 18)
unde
. sin G - exp (i6u) .
u(u)={2|“V‘”)C°S(”ﬂﬂ)e"p(_’“1) M= sino-epie) | F 0F0 g )
(p)cos(zA,)exp(7A) +1 y B p
U, daca 6=0

v() = M ()A-1(r)) O<p<]).
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Evident, operatorul H are singularitate numai in punctele X=¢ si X=o00,de aceea in punctele
x € R\ {5, el este echivalent cu operatorul nul. Prin urmare,

0 0
H(x,u) = , X#0, X# 0.
0 0

Pentru a calcula simbolul lui H 1in punctul X =oo, procedam in felul urmator. Consideram operatorul
liniar si marginit R:L (R,| X—=0o/ )—) L, (R,| P> ) definit prin relatia
1 ot-1
(Rp)(t) = *(ﬂ(i)

Operatorul R este inversabil,
1 1
R™Mw)(x)=- - :
(R )(X) ===y (-——=)
Este firesc ca simbolul operatorului H in punctul x = oo si-l definim prin simbolul operatorului RHR™

in punctul X=0. Calculim RHR™. Fie f (X)=(x—0)", atunci

1\" -
RfR* = [— tj | =t he™' ],

to-1

1 [1j
(RSRp)(t) =—:tL jj X = il jL)_ if= (So)(®).

t r ot
Prin urmare, RMR™ =t 2St* 1 si
1+ p_7_2<—/11<1—1+ p—y-2 .
p Y
Asadar, simbolul operatorului H in punctul x =co are forma (1.8), in care 4, trebuie inlocuit cu — 4,
jar @ cu — @, adici functia U(g) trebuie inlocuitd cu u(u) . Astfel, simbolul operatorului M are forma
M (x, 1) = a(x)+b(x) c(xX)o(x, 1)
0 a(x)—b(x) |’
unde w(x, ££) =0 pentru orice x e R\{5,00}, @(5, 1) =U(x) $i (oo, 1) =u(xz) . Deci, det M (x, 1) = det M (X, 12).

De aici rezulta ca operatorii M si M, sunt in acelasi timp noetherieni si IndM =IndM,. Lema este

(1.9)

demonstrata.
Observatia 1.2. Afirmatiile lemei sunt adevirate i in cazul in care functiile @,b,C sunt inlocuite prin
matrice de ordinul n cu elemente din C(R).
Observatia 1.3. In baza lemei 1.1 ajungem la concluzia ca operatorii de forma
- 1+ 1+
H=(x-08)S(x=08)" -8, -~V <p<1-=77
p p

(necompacti!) reprezintd perturbatii admisibile pentru operatorul integral singular al +bS in spatiul L,

proprietatea operatorului @l +bS de a fi noetherian este stabild in raport cu perturbatia lui cu operatori de

forma H. In plus, nici indicele lui nu se schimbd in rezultatul acestei perturbatii.

Demonstratia teoremei 1.2. Aplicam operatorului (1.5) teorema 1.1. Pentru aceasta vom construi
operatorul U care sa verifice axiomele 1) si 2) din aceasta teorema. In calitate de U consideram operatorul

Ug)(X) = B(X)e(X), unde B(x) =[x —a(x)]/fer(x) -i][x~i].
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Evident, #(x) e C(R) si B(X) =0 pentru orice x € R. De aceea, operatorul U este inversabil in L.
Evident cd UV =-VU. Asa cum functia S(X) este continui pe R, rezultd ci operatorul US —SU este
compact in L7 si, prin urmare, AU =UA+T, unde T este un operator compact. Astfel, operatorul U veri-
fica axiomele 1) si 2) din teorema 1.1. Atunci, din aceasta teorema rezulta ca operatorul A este noetherian in
L7p , daca si numai daca aceasta proprietate o are operatorul
al +bS  V(c,l +d,S)V
c,l +d,S V(al +bS)V

(1.10)

in spatiul (L@)2 =L x L. in plus, Ind A= ;Ind A.

Daci f e C(R), atunci VIV = T I (T (x) = f (a(x))). Sa stabilim cum actioneaza operatorul VSV . Fie
@ el , atunci

R 1

- p(a(y)) 2w T ola(y))
17 (y-9) w (y-9)
VSVp=V = dy = dy - (1.11)
4 ;ziJoc y—X y A(x-6)" < y-a(x) Y
Asa cum
D D(y-x) D
a(X)-6=—_, a(y)-a(X)=—=—"—+, d(Y)=—"—7,
X—6 (y-96)(x-9) (y-9o)
dupa schimbul de variabila in (1.11), obtinem
VSV = (x=8)"*S(x-8)""I. (1.12)
inlocuind (1.12) in (1.10), obtinem
~ la ¢ |[b d d
Ro|® Sy P Gl 0 doyy (L13)
C, a d, b 0 b

unde H =(x—8)"*S(x-06)""1 -S.

in baza lemei 1.1, operatorul A si operatorul
a ¢ [b d
c, ag |d, b

sunt in acelasi timp noetherieni si Ind A=Ind 'Kb Operatorul E‘o este un operator integral cu coeficienti

A= | + S

continui, el este noetherian [7] daca si numai daca
m, () = [a(x) £b(x)][a(x) £ (x)]~[c, () £ d, (%) ][S, () £ d, (x)] 0

si Ind A, =—ind[m, (x)/m_(x)]. Ramane sa observim ca m, (X) = A, (X). Teorema este demonstrata.

Corolarul 1.1. Problema Riemann la frontiera

AX)D"(X) + B(X)D™ (X) + C(X)@" (a(X)) + D(X)® (x(x)) = F(X)
cu translatie omografica si cu coeficientii  A(X), B(X),(Xx—8)*C(X), (x—8)*D(x) din C(R) este
noetheriand in spatiul U , dacd si numai daca
A (X) = AX)A(X) —C(X)C(x) 0, A,(X)=B(x)B(x)—D(x)D(x) 0.
Indicele & al problemei noetheriene se calculeaza din formula
=2 ind[A,9/8, (0]

Trecem la studiul operatorului B, definit de relatia (1.2).
Spre deosebire de operatorul A, operatorul B nu are forma (1.5), el are forma

B=B,+BV.

18
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Pentru a aplica schema generala din teorema 1.1, avem nevoie anume de forma (1.3). Cu ajutorul relatiei
(1.12) putem obtine o reprezentare de forma (1.3), insa cu pretul ,inrautatirii” formei operatorului A, , care
participa in egalitatea (1.3). Operatorul B poate fi transcris sub forma

B=B,+VB,, (1.14)
unde B, =al +bS, B, =C,| +(x—8)""S(x—5)""d,l.

VVom aplica operatorului (1.14) teorema 1.1. Definim operatorul U din aceasta teorema, ca si la demonst-
ratia teoremei 1.2. Verificdm axiomele 1) si 2). Avem VU =-UV. Calculim BU —UB,. Avem

BU —UBj = (x— &) S(x—=8)" - B(x)dy ()] —
=YX =8)"*S(x=8)"1dy ()1 = (x=8)[S SOOI ~ S Jdy ()(x— )"

Asa cum operatorul T =SA1 — S este compact in spatiul Ly;(l%)p (observam ci functia S(X) este
continua pe R si —1<y+(@-A)p< p—1), atunci din relatia B)JU —UB, = (x—8)"*T(x—8)" "1 rezultd
compacticitatea operatorului BjU —UB; in L,"*"*®. Deci, axiomele 1) si 2) sunt indeplinite.

Operatorul matriceal (1.13), definit pentru B in corespundere cu teorema 1.2, are forma
a ¢, b d, 0 O
c, aj d, b |d b
(scris cu exactitatea unui termen compact). Aplicand lema 1.1, obtinem

Teorema 1.3. Pentru ca operatorul B sd fie noetherian in spatiul L7, este necesar si suficient sda fie

| + S+ M

indeplinite conditiile _
m. (x) =[a(x) £b(x)][a(x) £ ()]~ [e, (x) £ dy (3)][6, () £d ()] 0.

In acest caz,

IndB = —;ind[m+(x)/m_(x)].
Observatia 1.4. Din teoremele 1.2 si 1.3 rezulta cd operatorii A si B sunt noetherieni simultan si Ind A= IndB.
I1. Algebre de operatori integrali singulari cu translatii (inverse) in spatiul L (R, p)

In acest paragraf vom studia algebra generata de operatorii al (a € CP(R)), S — operatorul cu nucleu

Cauchy si operatorul de translatie V, care va fi ulterior definit. Pentru operatorii din aceastd algebra se

defineste simbolul. in limbajul simbolului sunt stabilite conditiile necesare si suficiente in care operatorii cu
translatie sunt noetherieni. Indicele operatorior noetherieni se calculeaza cu ajutorul simbolurilor.
VVom incepe prin a introduce cateva notatii.

Fie T" un contur Liapunov pe portiuni (marginit sau nemarginit). Notdim cu X" (T, p) algebra generati
de operatorii
M =al +bS. (a,beCP,(I"),

. - A . m
care actioneaza in spatiul L (T, p), unde

n
p®=TTIt-t 1",
k=1

Notam prin ="(I", p; B) subalgebra algebrei L(L;(T", p)) care contine algebra ="(I, p) si operatotrul
B.Daci m=1, atunci punem 2'(..) =X2(...).
Asa cum am convenit, doud algebre A (c L(B,)) si A,(c L(B,)) le numim echivalente, daca existd un

operator inversabil M e L(B,,B,), astfel incat multimea operatorilor de forma MAM (A€ A,) coincide
cu algebra A,

19
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I1.1. Operatori integrali singulari cu translatia (X) =—X
Fie T=R, p(x) = x+1|”| x|*|x=1|"2, unde -1<a@,<p-1 —l<w <p-1 -1<2my+a,<p-1
Considreram cazul particular (X) =—X. Fie
(Vo) (X) = ().

Din rezultatele lucrarii [10] se poate deduce ca algebra X" (T, p;V,) este echivalenta cu algebra X*(R", 5),

-1 o
unde R* =[0;00) si B(X) = ‘X‘T‘X—l‘ °, iar algebra 3?(R*, ) este algebra cu simbol. Fie Ae (R, p;V,),
atunci MAM ™ = Ac 2%(R, 5). Convenim si notam prin A(X,&) (xeR", &eR) matricea o(MAM ™).
Aceasti matrice este simbolul operatorului A(e Z(R, p;V,)) . In continuare, simbolul operatorului A se va
scrie sub forma de blocuri de ordinul doi:

A& =loy (.8)|  (xeR, £€R).

Tinand cont de rezultatele din §1, putem enunta urmatorul rezultat.
Teorema 2.1. Fie AeX(R,p}V,) si A(x,&) simbolul lui. Operatorul A este noetherian in L (T, p),

daca si numai daca det A(x,&) #0 (xe R",& € R). Daca aceasta conditie este satisfacutd, atunci

IndA= —1{arg det A(x,£) } :
xeR™
e

27i det o,,(X,—) - det o, (X,+x)

Pentru a scrie in mod explicit simbolul operatorilor A din algebra Z(R, p;V,) , este suficienta cunoasterea
simbolului operatorilor al,S si V,. Vom scrie simbolul acestor operatori.

Definim urmatoarele functii
, pentrux=0,
@,, pentrux=1,

o(X) =1 @, -

+ @y, pentru X = +oo,

0, pentruxeR\{01+oo}

exp2z(E+il+o(X)/ p)] . _
() exp[27E +i(l+ (X)) / p]-1 M) =2k(c)
Dupa un sir de calcule si transformari (nu ne vom opri la detalii), obtinem ca simbolurile S(x,£),a(x,&), V,(x,&)

operatorilor S =S, al si V, sunt definite de urmatoarele relatii:
1 0
(xeR"\{0,0)),

S(x,8) = 1
0 1
850 -5 . 1m@Emi©) 0
50.9= S (&) =S58 % (5)_2 0 —(1+1)
850 5.0 gy AM@OEMIE) O
o ’é)_S;(é) -S5(&)] 58)=5 0 —(1+1)

Definim simbolul a(x,&) al operatorului al prin relatiile
I, (&)a(x+0)+1-1(5)a(x-0) h(&)(@(x+0)—a(x—0))

DT @Ex+0-a6-0) 1L ©ax+0)+a-1,E)ax-0)
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unde
= a(\/;) 0 R*\1{0,00
0= (xeR"\{0,f)
si h (&) este o ramura fixatd a functiei J(&A-1,(8) .
a(+0) 0 0 0 a(+o) 0 0 0
o a0 o 0 a0 a0 0
a0.e)=| 0 a0 o0 | )=l 0 a(+w) 0
0 0 0 a(-0) 0 0 0 a(-w)
Simbolul V,(x,&) al operatorului (V,p)(X) = ¢(—X) are forma
01 00
1 00
Vo(X,&) = 000 1
0O 010

Simbolul oricarui operator Ae (R, p;V) se formeaza cu ajutorul simbolurilor operatorilor S,al si V.
In particular, daca A=al +bS +V,(cl +dS), atunci simbolul lui are forma
A(x, &) = a(x, &) +b(x, E)S (X, &) +Vy (X, E)(C(x, &) +d (X, )S(x,&))
si conditiile

inf | det A(x,$)[>0

xeR*,£eR
sunt necesare si suficiente, in care A este noetherian in spatiul L, (I, o).
11.2. Cazul derivatei o'(t) holderiene
Fie aplicatia «:R — R indeplineste conditiile:
(i) o) =o0;
(ii) exista o'(x) e H(R), unde H(R) este multimea tuturor functiilor care satisfac conditiile Iui Holder pe R

% =%
(@ % ) “@ % )~

a'(x)—a'(x) <¢c

¢ este o constanta si 0 < <1,
(i) a(a(x)) = x.

Evident, aplicatia &¢(X) =—X indeplineste conditiile (i)-(iii).

Asa cum punctul z =oo este fix pentru aplicatia «, atunci o schimba orientarea pe R . Notdm cu X, al
doilea punct fix al aplicatiei @ (a(o0) =0, (X,) = X,) - Consideram algebra Z(R, p;V), unde (V¢)(x) = @(a(X))
si P x=% 1 @<y<p-1).’

Vom reduce studiul algebrei Z(R,p;V) la algebra Z(R, p,;V,) (0,(X) = X[, (V@) (X) = (—X))
demonstrand ca aceste doua algebre sunt echivalente. Aceasta ne va permite sa extindem simbolul de pe
2(R, py;V,) pe algebra (R, p;V) si si calculim indicele operatorilor noetherieni.

Teorema 2.2. Algebra (R, p;V) este echivalentd cu algebra *(R", p) , unde

B(x)=1 x|’ [ﬁ= 7;1)

! Mentiondm cd rezultatele acestei sectiuni ramdn adevdrate i pentru clase mai generale de spatii.
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In baza rationamentelor de mai sus, este suficient a demonstra ci Z(R, 0;V) este echivalenti cu algebra
2(R, piV,), unde p,(X) = x| si (Vo@)(X) =@(—X)) . Pentru a demonstra aceasta afirmatie, vom avea
nevoie de urmatoarea lema.

Lema 2.1. Fie a:R — R indeplineste conditiile (i)-(iii). Atunci exista o astfel de aplicatie v:R — R,
care verifica conditiile

V'(X) e H(R), V(X)) =0 (xeR), (2.2)
(v oaov)(X)=—X, (2.2)
unde o o v inseamnd comporzitia aplicatiilor v si « .

Demonstratie. Fie ;R — R o aplicatie care indeplineste conditiile z(X,) =0, () =0, 0% £/(X) € H(R).
Atunci aplicatia A = groao tr:R — R verifica conditiile:

AA(X)) =%, 0= A (x) e H(R) si 4(0)=0.

Consideram o aplicatie 7: R~ — R™ care indeplineste conditiile 0= 7'(X) e H(R™), 7(0)=0, 77(x) =00 .
Prelungim functia 77 pe toatd axa R, considerand 77(X) =-71(4(X)) pentru x e R™.

Notam

7(0+0)=_lim 7(9 5 7(0-0)=_lim 7'(x).

Asacum 77'(0-) =—77'(0+)- A'(0) si A'(0) =-1, rezulti ca 77'(0—) =7'(0+). In mod similar se verifica
egalitatea 77'(+o0) =77'(—00). Astfel, functia 77'(X) este holderiani pe toatd axa R si este diferiti de zero.

Punem v =z o™, Din proprietitile functiilor £(X) si 7(X) se deduce ci aplicatia v indeplineste
conditiile (2.1) si (2.2). Lema este demonstrata.

Demonstratia teoremei. Fie functia v:R — R definitd in lema 2.1 si (M@)(X) = @(v(X)). Vom arata ca

operatorul M este marginit din L (R, p) in L, (R, p,). Fie 7(x)=v7(x) si p e L (R, p), atunci

O m.y = | (X)X ax=|@e(X)]" 7(X)] [ (X)ax =
ML, 2 = | 00O d =[O0 (7 /(0 <
<max () [[e0)" k= X"(XX) dx (23)
- — %o
Asa cum
a ;(Xx)o = T(Xi_i(x")ﬂ’(xo)sto, tim ")~ im /(9 = (e0) %0,
0 - 0 — 0 — —>00

0

atunci din (2.3) rezulta ca

7(X) — X .
0

p
M., g, < SUP v

700] sup
Evident, operatorul M este inversabil si (M "'y)(X) = (z(x)). Din lema 2.1 rezultd ca MVM ™ =V, .
Deoarece functia v'(X) € H(R) si V/(X) #0, atunci operatorul MSM ™ =S este compact in L, (R, 0,).
Se stie din [1] c& operatorii compacti apartin algebrei X(R, p,), prin urmare si algebrei (R, p,;V,). Asa
cum MaM ™ =a(v(x))l € CP(R) pentru orice functie a € CP(R), atunci MAM ™ € 2(R, p,;V,) pentru
orice operator A€ X(R, p;V). Cu aceasta demonstratia teoremei este incheiati.
Fie AeX(R, p;V). Notam prin A(x,&) simbolul operatorului MAM ™ in algebra (R, p,;V,). Matricea

A(X,£) o vom numi simbol al operatorului A in algebra Z(R, 0;V) si o vom scrie sub forma
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_ 011(X, &) 01,(%,$)
A= 021(X, &)

In baza proprietitilor simbolului din algebra Z(R, p,;V,), obtinem

,(xeR", £eR).

Teorema 2.3. Operatorul A€ X(R, p;V) este noetherian in spagiul L (R, p), daca si numai daca

inf
xeR™,£eR

det A(X, 5)‘ > 0. Daca aceasta conditie este indeplinita, atunci

IndA= —1{arg det A(x,<) } .
2 xeR*

T det o,,(X,— o) det o, (X, + )
£eR

In incheierea acestei sectiuni consideram in spatiul L,(R, p) problema la frontierd Riemann cu translatie:
a(x)@" (x) +b(X)D" (x) + c(X)@ " ((x)) +d (X)D ((X)) = f(X) (2.4)

cu coeficientii a,b,c,d € CP(R). Functiile ®*(z) (Imz >0) si (Imz<0) pot fi reprezentate cu ajutorul
integralei Cauchy. De aceea, avem

D (X) = ¢(X)+—J‘@dy (xeRsi pel (R, p)).

Astfel, problema (2.4) este echivalenta cu ecua‘;la
aPp-bQe+V (P -dQ)p=f, (2.5)
unde p = %(I +S), Q=1-P si h(x)=h(a(x)). Partea stanga a egalitatii (2.5) este un operator din algebra

>(R, p;V) sidin teorema 2.3 rezultd
Corolarul 2.1. Problema la frontiera (2.4) este noetheriand in spatiul Lp (R, p), daca si numai daca

determinantul simbolului ei este diferit de zero pe R* xR. Daca aceasta conditie este satisfacutd, atunci
indicele problemei se exprimd prin simbolul ei.

11.3. Cazul translatiei homografice arbitrare
In aceasta sectiune vom considera operatorul

(AP0 =200+ X | 195 © ay + oot + 400 | 1,7 ( & e
si algebra generata de astfel de operatori in cazul in care
oxX+p
a(X) =
X—=0

cu conditia D=6%+ £>0. Din ultima conditie deducem ci « schimbi orientarea pe R si punctele

X\ =0—O+p , X, =5+ \/6%+ B sunt puncte fixe pentru aplicatia . Observam ci operatorul de
translatie in forma obisnuita, (V¢)(x) = @(a(x)) , nu este marginit in spatiul L (R, p), unde

pO) =] [Ix=% I (-1<f, <p-1, -1<Y A, <p-1). 27)
k=1 k=1
Intr-adevir, fie, de exemplu, p(X) = ‘X — 5‘y (-1<y<p-12), atunci
Vol = j p(a()’[x—8 dx=D""" j P(9)° v ‘N

si V este marginit doar pentru ¥ =—1. Pe de altd parte, insd, —1< y < p—1, ceea ce este imposibil.
Tinénd cont de aceste circumstante, vom defini operatorul V in felul urmator
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)

Vo) (x) = —qo(a(X)), (2.8)
iar in calitate de pondere vom lua functia p(X) = ‘X 51 "2 unde
1< +p5,<p-1, ﬁozwgi -1< p_Zi(zﬂl+'32)<p_2_ (2.9)
p

Ultimele conditii impuse numerelor 4, (j =0,1, 2) asigura continuitatea operatorului S in spatiul L (R, p).

In plus, are loc
Teorema 2.4. Operatorul V ce actioneaza din spatiul L, (R, p) in el insusi este involutiv si mdrginit in

acest spatiu.
Demonstratie. Fie p € L (R, p), atunci

‘N@Hp —Dr/? ﬂ(o(a(x))\p\x _ 5‘7pp(X)dX —3_ .H(p(X)‘p‘X _ 5‘D*Z*ﬂ0*/}1’ﬁ2 ‘X _ Xl‘ﬂl ‘X — X, ‘ﬂz dx = HgDHP'

. - =\y2 <
Asadar, V| =1. Se mai observi cd V° = | . Teorema este demonstrata.

Avand in vedere de a scrie operatorul (2.6) sub forma A=A +VA,, unde A si A, sunt operatori de
forma al +bS (a,b € CP(R)), vom cere ca functiile

D o

5C(@() st dy(x) =

54(@()

Co(X) =

sd apartind multimii CP(R) . Atunci

A=al +bS +V(c,I +d,S). (2.10)
Teorema 2.5. Algebra X(R, p;V) este echivalentd cu algebra Z(R, py;V,), unde

po(¥) =[x +1 X" [x =1 5i (Vo@)(X) = p(~x).

. - = A : : = 2 7 =
Demonstratie. Fara a restrange generalitatea, putem considera ca D =6 +  =1. In caz contrar, aceasta

conditie o putem obtine cu ajutorul operatorului inversabil (N@)(X) = (0(\/5 -X). Intr-adevir, se observa

< 1 :
usorcd NSN™ =S si

(NN )9 =~ ;/(w(xi/*_@/}ﬂ/[’}

unde( /7) +# _1. Asadar, vom presupune cd D =1, iarinacestcaz X, =5 —1si X, =5+1.
/D D

Vom demonstra ca operatorul M, definit prin relatia

(M.)(y) =1¢{5 y”j,
y y

este liniar §i marginitdin L (R, p) in L (R, p,), CU ponderea
Bo

p(x) = ‘X 5‘

Intr-adevar, fie p € L (R, p) , atunci

- p

1 (oy+1

)

y y

Ml =] v ly+1* ly-1"dy =

—0

w P
= ﬂ@(x)\ \X_(S‘ﬂo ‘X_Xl‘ﬂl ‘X_XZ‘ﬂz dXZH?”“i(F p)
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Prin urmare, operatorul M, este linear si mirginit. In plus, el este inversabil si

(M; w)(t)—tlgw(t L 5)

oy+1

Se aratd ugor ca M,SM,* =S. Asa cum M,aM,* :a{ J' (aeCP(R)) si (MlVMllgo)(y):lgo(lj:
y Yy

atunci Z(R, p;V) ~ Z(R, p;V;) , unde (V,)(x) :1(0(1)
X\ x

Cu ajutorul operatorului inversabil

M) (x) = 1¢[X+ﬂ (( )0 = (ﬁj}

se stabileste in mod similar ci algebrele X(R, p;;V,) si Z(R, pO;VO) sunt echivalente (observam ca
MV,M," =-V, € Z(R, p,;V,).
Fie M = M,M, . Atunci, in baza celor deja stabilite, avem MAM € 2(R, p,;V,) pentru orice Ae (R, p;V)

si teorema este demonstrata.

Am putea enunta si corolarul 2.1 pentru problema la frontiera cu translatie homografica, insa la aceasta nu
ne vom opri.

Teorema demonstrata, impreuna cu teorema 2.3, ne permit sd definim simbolul pentru operatorul din

algebra (R, p;V), si stabilim criterii in care operatorii din Z(R, p;V') sunt noetherieni, precum si formula
pentru calcularea indicelui acestor operatori. Astfel, problema noetheriana pentru operatori cu translatie
homografica si cu coeficienti continui pe portiuni este complet rezolvata.

I11. Operatorul (2.6) cu coeficienti continui in punctele fixe ale translatiei «

Urmatorul exemplu ne aratd cd in cazul in care coeficientii operatorului (2.6) sunt functii discontinue,
atunci rationamentele de mai sus nu mai pot fi folosite 1n studiul acestui operator.

Fie aplicatia o:R — R indeplineste conditiile de mai sus, X, si X,— punctele fixe ale lui o, iar p(X)
ponderea definita prin 2.1 sau 2.2. Operatorului de forma
A=al +bS +(cl +dS)V (3.1)
in spatiul L (R, p) ii asociem operatorul

a C
c a

b
d

care actioneaza in spatiul sz (R,p). Daci functiile a,b,c,d sunt continue pe R, atunci [9] are loc urmi-

I +

A= “os (=10 (32

toarea teorema.
Teorema 3.1. Operatorul A este noetherian in Lp (R, p), daca si numai daca este noetherian operatorul

A,. Daca A este noetherian, atunci Ind A= ;Ind A, .

Corolarul 3.1. Fie a,b,c,d € C(R). Operatorul (2.6) este noetherian in spatiul L,(R,p), daca si
numai daca
A(t) = (a(t) +b(t))(@(t) - b (t) - (c(t) + d ()€ () —d (t)) # 0.
Dacd aceastd conditie este verificatd, atunci Ind A=—ind A(t).
Insa, daca @,b,c,d au puncte de discontinuitate de speta intai pe R, atunci din faptul ca A, este

noetherian rezulti ci si A este noetherian. Reciproca acestei propozitii este, in general, falsa. Intr-adevar, fie
(a se compara cu [6])
A=1+05 y(X)SV

25



STUDIA UNIVERSITATIS MOLDAVIAE, 2017, nr.2(102)

Seria “Stiinte exacte si economice” ISSN 1857-2073  ISSN online 2345-1033 p.13-29

unde & =const, y este functia caracteristicd a multimii R™ si (V@)(X) =@(—X). Operatorul A apartine
algebrei (R, V)=%(R,LV), studiata la inceputul paragrafului precedent, si simbolul lui in spatiul L,(R) are
forma

a,(X%, &) 1 -6
A(x, &) = 0 a22(x,§)’unde azz(x,é)z0 L)
1 o .
0 1 pentru X #0 i X =00;
ulxs)= r+i5sinﬂf((§) 5cos (&) pentru x =0
0 0 $1 X =00,

si f(&)=e"°/(e** +1). Asadar, det A(x,&) =1 pentru X # 0 si X # 0. In punctele X =0 si X =00 avem
det A(0,&) =det A(oo, &) =1+i8sinz T ().

Dacd ludm & =, atunci det A(X,&) =0 V(x,&) e R* xR si, prin urmare, operatorul | —i y(x)SV este
noetherian in spatiul L,(R). Insd, dacd & =1, atunci det A(0,0)=0 si, prin urmare, operatorul | +i x(x)SV
nu este noetherian in L,(R).

Fie B=1—i XSV si C=1+ixX)SV ; din cele mentionate mai sus B este noetherian in L,(R), iar C
nu este noetherian. Atunci, in baza egalitatii

B 0| 1)t -V I
0o c| 2 VB"—VV

I
-V Vv

si inversabilitatii operatorilor
I -V
IV

si

rezultd cd B, nu este noetherian in L3(R).

In acest exemplu, dificultitile suplimentare care au apdrut in studiul operatorului de forma (2.6) sunt
conditionate de faptul cd coeficientii operatorului sunt functii discontinue in punctele fixe ale aplicatiei

a(X) =—X si teorema 3.1, partea ei necesard, nu mai are loc. Vom arita ci in cazul in care coeficientii
operatorului A sunt continui in punctele fixe ale aplicatiei «(X), atunci teorema 3.1 rimane adevirati.

Pentru a demonstra aceasta afirmatie, vom avea nevoie de principiul local al lui I.Gohberg si N.Krupnik [6],
pe care il vom modifica astfel, Incat sa-1 putem aplica in studiul operatorilor integrali singulari cu translatii
(care nu poseda asa-numita proprietate locala).

I11.1. Principiul local

Doua matrici de functii a = Haij si b= Hbik H cu elemente din CP(I') se numesc echivalente in punctul

el notatia a~b, daci pentru orice & >0 existi o vecinitate U(7) a punctului 7, incat
a, () -b, () <& (teu)lsjksm).

a(r

r )
Teorema 3.2. Fie a;~b, si a; ~b; (j=12,3,4). Daca operatorul al +a,S+(a,l +a,S)V este

local noetherian in punctul T, atunci aceeasi proprietate o are si operatorul b1 +b,S + (b,1 +b,S)V.

a(r)

Teorema 3.3. Fie a;~a] si a; ~ & (j=12,3,4). Daca operatorul A’ =a’l+a/S+(ajl +aS)Vv
este local noetherian pentru orice 7 €I', atunci operatorul A=a,l +a,S +(a,] +a,S)V este noetherian

in spagiul L7 (T, p).
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In teoremele 3.2 si 3.3 functia a(t) este o aplicatie a conturului I' pe el insusi si verifici conditiile

lui Carleman. Demonstratia acestor teoreme este similard cu demonstratia teoremelor respective din [6], de
aceea nu o prezentam. Mentiondm doar ca aici in calitate de algebra A din [6] se considera algebra cat

L(LY(T, p))/ T(L} (T, p)). Clasele localizatoare M, reprezinta multimea elementelor XA de forma
x=XI, unde X =diag(x,X,,...,X,), iar functiile X; €CP() sunt egale cu 1 fintr-o vecinitate a
punctului 7 si verifica conditiile X;(t) >0, X;(a(t)) = Xx;(t).

111.2. Criterii noetheriene pentru operatorul (2.6) cu coeficienti continui in punctele fixe ale translatiei «

Teorema 3.4. Fie A=al +bS +(cl +dS)V (a,b,c,d e CP(R)) si A(X,&) simbolul definit in sectiunile 2.1
si 2.2. Operatorul A este local noetherian in punctul z, e R, daca si numai daca det A(z,,&) #0 (£ eR).

Demonstragie. Consideram o vecindtate v(z,) a punctului z,, incat det A(7,&) #0 (V7 eu(z,) \ 7, VéeR),
unde u(z,) = V(ro)Ua(V(rO)) si coeficientii operatorului A sa nu mai aiba alte puncte de discontinuitate in
afard, eventual, de punctele 7, si a(z,). Alegem operatorul

A=al +bS+ (€l +dS)V (a,b,c,d eCP(R)),

astfel incat coeficientii lui pe multimea U(z,)sd coincidd cu coeficientii respectivi ai operatorului A
si detA(r,&)#20 (VreR\7,,VEe€R). Presupunem ci detA(z,,&) =0 (£eR), atunci
det A(7,&) =0 (V7 eR,VEeR). In baza teoremei 2.3 operatorul A este noetherian, iar din teorema 3.3
deducem ca A este local noetherian in punctul z,. Reciproc, fie A local noetherian in punctul z,, atunci
aceasta proprietate o are si operatorul A. Asa cum det A(z,&) =0 (Vzr e R\ 7,, V& € R) , atunci, in baza
celor demonstrate deja, operatorul A este local noetherian si in punctele 7 # 7,. Astfel, A este local noetherian in
orice punct 7 eR, deci, In baza teoremei 3.3, este noetherian. Prin urmare, det A(z,&) #0 (V7 eR,VEeR).
De aici rezulti ca det A(z,, &) = det A(z,, &) = 0. Teorema este demonstrata.

Teorema 3.5. Fie a,b,c,d (€ CP(R)) continue in vecindtdtile U(X) si U(X,), unde X, si X, sunt
punctele fixe ale aplicatiei o . Atunci operatorul A este noetherian in spatiul L (R,p), daca si numai daca

noetherian este operatorul A, si Ind A= %Ind A, -

Demonstratie. Notam prin M si N operatorii M =al +bS , N =cl +dS. Atunci operatorul A se transcrie
A=M +NV. (3.3)
M+NV 0

M N I
NV VMV -V 0 M —NV

In partea stangi a egalitatii (3.4), factorul din mijloc coincide (cu exactitatea unui termen compact) cu
operatrorul A, . Astfel, teorema va fi demonstrata, daca vom demonstra ca operatoprii M + NV si M — NV

Usor se verifica identitatea

. (3.4)

IV
I -V

sunt simultan noetherieni si indicii lor coincid. Consideram operatorul

= 2= s,
(a(x) =) (x—1)

unde functia h(X) verifici urmitoarele conditii:
1) heC(R); 2) este egald cu zero pentru X € R\ (U(X)wu(X,));

h =h : Ol(X)—X —
3) h(x) =h(a(x)); 4) (a(x)_i)(x_i)ih(x)io,XeR.
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Se verifica usor [11] cd o astfel de functie existd. Mentionam ca din conditiile 1) si 4) rezultd ca operatorul
H este noetherian in L (R,p). Vom demonstra ca operatorii M + NV si M — NV verifici relatia

(M=NV)H=H(M +NV)+T, (3.5
unde T este un operator compact in L,(R.p), efectuand calculele necesare. Pentru a simplifica calculele,
notim prin @(X) functia
o(X)= a(®)-x

(a(x) —i)(x—1i)

Observam ca Vo =—-Vwe, adica oV =-Vwl si hV =Vh|. La verificarea egalitatii (3.5) vom mai folosi:

a) produsul i/ -h este functie continud pe R pentru orice functie y e CP(R) si continud in vecinatitile
u(x) si u(x,),

b) operatorul gS —Sgl este compact in L (R,p) pentru orice functie g continua pe R,

c) operatorul VS + SV este compact in L,(R,p) si

d) S*=1.

Cu aceste observatii obtinem:

MH =[al +bS][@l +hS]=awl +ahS +bSal +bShS = (aw+bh)l + (ah+bw)S +T,,  (3.6)
HM = [l +hS][al +bS]=aw! +bewS +hSal +hShS =aw! +baS + Sahl +SbhS +T,=

(aw+bh)l +(ah+bw)S +T;; (3.7)
NVH = (cl +dS)V (@l +hS) =(cl +dS)(—al —hS)V +T, =
—(co+dh)V —(dw+ch)SV +T; (3.8)
HNV = (wl +hS)(cl +dS)V = (wcl + wdS +hScl +hSdS)V =
(ocl +wdS +hShcl +ShdS)V + T, = (wc++hd)V + (wd+ch)SV +T,, (3.9)

unde T, (j=12,.,7) sunt operatori compacti. Din relatiile (3.6)-(3.9) rezulticd (M —NV)H =H(M + NV)+T

si egalitatea (3.5) este demonstratd. Din aceasta egalitate, tinind cont de faptul cd H este noetherian, rezulta
ca operatorii M + NV si M — NV sunt simultan noetherieni si indicii lor coincid. Atunci din egalitatea (3.4)
obtinem ca Ind(M + NV) = %lnd A, . Teorema este demonstrata.

Observatie. Teorema 3.5 ramdne adevarata si in cazul in care conturul de integrare I este orice curba
simpla inchisa de tip Liapunov i functia de translatie o verifica conditiile lui Carleman.

Demonstratia se face in mod similar. In acest caz, operatorul H se alege in felul urmator:

H =(a(t)-t)I +h(t)S,

unde functia h(t) verificd conditii asemanatoare celor din 1)-3) si conditiei 4) «(t) —t+h(t) =0, care asigura
rezolvabilitatea normala a operatorului H .

Concluzii

Metodele algebrelor Banach cu simbol au permis stabilirea criteriilor noetheriene pentru ecuatiile singulare
cu translatii in cazul conturului nemarginit. In procesul elaborarii teoriei lui Noether pentru algebra A gene-
ratd de operatorii singulari cu translatii au fost evidentiate urmatoarele etape: a) construirea algebrei de sim-
boluri S; b) determinarea izomorfismului dintre algebra S si algebra cat ATT; c¢) studierea si stabilirea con-
ditiilor de inversabilitate a simbolurilor; d) calcularea indicelui operatorilor noetherieni, care se exprima prin
simbolurile lor.

Metodele utilizate si rezultatele obtinute in aceasta lucrare pot fi folosite in studiul ulterior al operatorilor
singulari in vederea largirii clasei de contururi de integrare, a spatiilor de cercetare, precum si a coeficientilor
operatorilor.
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