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In lucrare este studiatd problema de transport si sunt prezentate citeva observatii ce tin de unele cazuri sau situatii
particulare ce pot aparea in procesul de solutionare a problemei de transport prin metoda potentialelor. Este expusa o
modalitate de imbunatatire a metodei pentru cazul problemei de transport degenerate.
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ON THE POTENTIAL METHOD FOR THE DEGENERATE TRANSPORTATION PROBLEM

We study the transportation problem and make some observations about cases or situations that can appear during
the process of solution with the potential method. In addition, we expose an approach to improve the potential method
to solve efficiently the degenerate transportation problems.

Keywords: transportation problem, degenerate solution, optimal solution.

Introducere

Denumirea ,,Problema de Transport” este un nume generic dat unui tip special de probleme matematice si
economice ce tin de optimizarea cheltuielilor de transport si alocare a resurselor. O problema clasica de
transport reprezinta o problema particulara de programare liniara care consta in determinarea unui plan optim
de transport a unui produs omogen de la surse (unitdti de aprovizionare, furnizori, centre de productie) la
destinatii (unitati adresate, consumatori, beneficiari, centre de distributie) cu scopul de a le satisface cererile
minimizand concomitent cheltuielile totale de transport.

Pentru prima data problema de transport a fost formulatd si cercetatd de catre matematicianul francez
Gaspard Monge in 1781 [1]. In anii 1920 problema a fost studiatd din perspectiva matematica de citre
A.N. Tolstoi. Un progres considerabil in studierea si solutionarea problemei de transport a fost realizat de catre
matematicianul si economistul sovietic Leonid V. Kantorovich [2] in anii 1940. In consecinti, problema de
transport este numita problema de transport Monge-Kantorovich. Sub forma de problema de programare
liniara problema a fost considerata in anii 1940 si de catre savantii americani, fiind cunoscuta si sub denumirea
de problemda de transport Hitchcock-Koopmans.

Metoda potentialelor este prima metoda exacta de solutionare a problemei de transport. A fost propusa in 1949
de catre L.V. Kantorovici si M.C. Gavurin. Aceasta reprezinta 0 modificare a metodei simplex, tinand cont de
specificul problemei de transport. Algoritmul metodei potentialelor difera de un algoritm al metodei simplex
prin lipsa pasului de control al functiei la nemarginire pe multimea de solutii. Lipsa acestui pas in metoda
potentialelor este conditionata de faptul ca orice problema echilibrata de transport este intotdeauna solutionabila.

In continuare ne vom referi doar la problema de transport ca problema de programare liniara.

Problema de transport prezinta interes numai daca respectd urmatoarele ipoteze:

« cel putin o sursd poate aproviziona mai multe destinatii si cel putin 0 destinatie poate primi unitati de

flux de la mai multe surse;

« unele rute de legatura pot avea restrictii superioare si / sau inferioare asupra capacitatii de transportare;

 existd un cost al deplasarii unei unitati de flux de la un punct la altul, care poate fi exprimat in unitati

monetare, timp sau distanta.

1. Formularea problemei clasice de transport

Se considera ca exista un numar m de surse care poseda un produs dat in cantitatea a;, i = 1, m si n desti-
natii care solicitd acest produs si au necesitétile by, j = 1,n. Se presupune cd o unitate de produs transportata

de la sursa i la destinatia j costd c;; unitati monetare, unde i = 1,m, j = 1,n. Se cere sd se determine planul

optim de transport, adica ce cantitati x;; de produs, unde i = 1,m, j = 1,n, trebuie sa fie transportate de la
fiecare sursa la fiecare destinatar, astfel incat costul total de transport sa fie minim.
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Problema clasica de transport consta in determinarea unui plan x*, astfel incat functia obiectiv

F(x) = izn:cijxij

i=1j=1
sa atingd valoarea minima F (x*) = min,cx F(x) , unde X este multimea de solutii admisibile.
Modelul matematic al problemei de transport in forma standard este:
F(x) - min

Z}l:lxij = a, i = 1,m
Yit1%j = b j=1n 1)
x;j 2 0, i=1m,j=1n
Vom spune ca problema de transport este echilibrata si admite solutii daca satisface conditiile:
Zﬁlai=Z?=1bj,ai20,bj20,i=1,m,j=1,n (2)

in cazul in care problema de transport nu este echilibrata, ea poate fi echilibrata in felul urmator:
o pentru ¥, a; > Y71 b; se introduce o destinatie fictiva pentru care
bpy1 =% a; — Z?:l bj,
iar costurile de transport c¢; ,, 41, { = 1, m sunt egale cu zero;
o pentru Y%, a; < ¥, b se introduce o sursa fictiva pentru care
Um+1 = Z?=1 b; — XiZs ai,
iar costurile de transport ¢, 44 j, j = 1,n sunt egale cu zero.
In cele mai dese cazuri, problemele economice concrete implica restrictii, din motive tehnice sau economice,
ale capacitatii de transportare pe unele rute. Modelul matematic al unei astfel de probleme poate fi descris astfel:
F(x) - min
Yicixij = a; J
Yit1xij = b j=1n
O0<x;<mj = 1,m,j
pentru care sunt satisfacute relatiile ce asigura existenta solutiei:
- ﬁlai=2?=1bj, aiZO,bjZO,Tij20i=1,m,j=1,n,
Yi=1Tij = agpentrui=1,m, ¥ r;; = b; pentru i = 1,m.

Daca avem in vedere erorile de rotunjire ce apar inevitabil cand se fac calcule pe calculator, orice eroare
propagandu-se imediat la tot tabelul, acest fapt este depasit aplicand varianta revizuitd a algoritmului simplex.
In prezent, exista variate softuri performante pentru rezolvarea problemei de optimizare liniara, unul dintre
ele fiind ,,Wolfram Mathematica”.

i
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2. Metoda potentialelor

Problema de transport poate fi solutionata utilizand metoda simplex [3]. Totusi, specificul problemei permite
construirea unor metode mai eficiente. in primul rand, trebuie mentionat faptul ca matricea coeficientilor din
sistemul de restrictii este dominata de zerouri. Este un argument destul de important, cel putin in cazul dimen-
siunilor mari, de a folosi metoda potentialelor.

Vom remarca faptul ca intr-o problema de transport nu poate aparea decat varianta de optim finit existand
intotdeauna solutii admisibile, iar minimumul —oo nu este posibil, deoarece avem de minimizat o functie
liniard cu toti coeficientii pozitivi pe 0 multime de solutii cu toate componentele pozitive. In continuare
enumeram cateva rezultate importante bine cunoscute.

Teorema 1: Problema de transport contine totdeauna o solutie §i o restrictie egalitate redundanta. Cand
este inlaturata oricare dintre restrictiile-egalitati, sistemul format din cele n + m — 1 ramase formeaza un
sistem liniar independent [4].

Din Teorema 1 rezulta ca o baza pentru problema de transport este formata din m +n — 1 vectori liniar
independenti, iar solutia admisibild de bazd are m + n — 1 variabile. Daca solutia admisibila de baza are
exact m + n — 1 componente pozitive, ea se numeste solutie admisibild de baza nedegeneratd. Daca solutia
admisibila de baza are mai putin de m +n — 1 componente pozitive, ea se numeste solutie admisibila de
baza degenerata.
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Teorema 2: O problema de transport are solutii degenerate daca si numai dacd exista o submultime strictd
si nevida a furnizorilor si 0 submultime stricta si nevida a consumatorilor, astfel incdr suma disponibilizatilor
furnizorilor din prima submultime este egald cu suma cererilor consumatorilor din a doua.

Metoda potentialelor este o versiune a algoritmului simplex revizuit si se numeste algoritm de transport, expus
initial de catre L.V. Kantorovich [5].

In continuare vom descrie pasii care trebuie indepliniti pentru solutionarea unei probleme de transport
conform metodei potentialelor.

Pasul 1: Se construieste tabelul de transport in care vom introduce datele ce se refera la cantitatea de

produs pe care o contine fiecare sursa a;, i = 1, m, cantitatea de produs de care are nevoie fiecare destinatie
b;, j = 1,n si cheltuielile de transport din sursa i in destinatia j data de valorile ¢;;, ceea ce inseamna ca se
completeaza Tabelul 1:

Tabelul 1
Tabelul de transport. Forma generala
B.
A. ! Bl BQ .o Bn ai
1
A, C11 C12 Cin a
X11 X12 Xi1n
A, Ca C22 Con a,
X21 X22 . X2n
A Cm1 Cm2 Crn a
" Xm1 Xm2 Xmn "
b; b, b, . b,

Pasul 2: Determinarea unei solutii initiale de baza care poate fi obtinuta utilizand una dintre metodele
ce urmeaza:

e Metoda coltului nord — vest (G. Dantzig) [6] consta in completarea consecutiva a celulelor tabelului cu
cantitati maximal posibile de produs dupa regula de sus in jos si de la stinga la dreapta, deci initial se com-
pleteaza celula din stanga sus, apoi se completeaza una dupa alta tot randul, se trece la urmatorul rand, care
iarasi se completeaza de la stanga la dreapta, si asa continudm pana se completeaza intregul tabel.

e Metoda costului minim (H. S. Houthakker) consta in completarea celulei care contine costul unitar de
transport minimal, apoi se completeaza urmatoarea celula cu cost unitar minimal, si asa mai departe pana cand
se completeaza intregul tabel.

Fiind aleasa celula in care va fi inscrisa prima variabila bazica, dar si fiecare alta mai tarziu, conform
uneia dintre metodele descrie mai sus, celulei i se va atribui valoarea posibila in dependenta de sumele de pe
linii si, respectiv, coloane, adica x,, = min(ay, by), iar ca urmare putem avea una din situatii [7]:

1) a; < by, deci toate variabilele din linia k vor obtine valoarea zero si se suprima linia k din tabel, iar
marimea b; = b; — ay; procesul se va repeta si pentru variabilele din tabelul nou obtinut cu m — 1 linii si n
coloane;

2) ai > by, deci toate variabilele din coloana [ vor obtine valoarea zero si se suprima coloana [ din tabel,
iar marimea a; = a; — b;; procesul se va repeta si pentru variabilele din tabelul nou obtinut cu m linii sin — 1
coloane;

3) ay = by, deci va fi stearsa linia k sau coloana [, dar in niciun caz ambele: daca in tabelul nou obtinut
vom avea cateva coloane si o singura linie, atunci se va suprima coloana [, iar in caz ca se vor obtine mai
multe linii si o singura coloana, se va suprima linia k.

Teorema 3: Variabilele obtinute dupd metoda descrisa mai sus in calitate de solutie initiald formeaza baza.

Pasul 3: Se verificd dacd solutia curentii este optimd. In acest scop initial se formuleazi duala problemei

de transport in felul urmator: fiecarei restrictii Z}Ll Xij = a;, L =1,mise asociazd o variabild u;, i =1,m,

iar fiecarei restrictii {4 x;; = bj, j = 1,n i se asociazd o variabild v;, j = 1,n, care sunt variabile in
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problema duala. Deoarece fiecare variabild apare cate o singurad data in fiecare dintre restrictii, duala poate fi
scrisa astfel:
>imau; + 27:1 bjv; - max

U +v; < Cij,i =1m,j=1n

pentruV u;, v;,i =1,m,j=1n

Deoarece vom porni de la o solutie de bazd nedegenerata, unde sunt m + n — 1 componente pozitive x;; > 0,
atunci solutia va fi optima daca ¢;; = u; + v;.

Se va completa Tabelul 2 care va contine:

a) Pe ultima linie valorile v;, j = 1,7 si, respectiv, pe ultima coloand valorile u;, i = 1,m care vor fi
determinate din relatiile: u; + v; = ¢, i = 1,m, j= 1,n - bazice.

Acest sistem admite o infinitate de solutii, deoarece avem m + n — 1 astfel de ecuatii, dar numarul de
necunoscute este m + n. Deci, pentru a obtine valori unice se va considera u; = 0, iar restul necunoscutelor
vor fi determinate din ecuatii. VValorile u; si v; astfel obtinute vor transforma in zerouri coeficientii variabilelor
bazice.

b) Pentru fiecare celula se calculeazd §;; = ¢;;—(u; +vj), i = 1,m, j = 1,n. in cazul elementelor din
linia i si coloana j ce corespund componentelor nenule ale solutiei admisibile de bazd avem §;; = 0.

Tabelul 2
Tabelul de transport ce contine o solutie initiald de baza
B.
A ’ B: B> .es B, Ui
Cn C12 Cin
Aq X11 X12 . Xin U,
on o1 Oin
Coa1 C22 Con
A2 X1 X2 eee Xon U,
o o On
le Cm2 Cmn
Am Xm1 Xm2 [ Xmn Un
Om1 Om2 Omn
\ A Vs Vi,

In dependenta de valorile &; ; din Tabelul 2 putem lua decizia in ce€a ce priveste optimalitatea solutiei curente:

1. Daci pentru orice i = 1,m si orice j = 1,n avem 8;; = 0, atunci solutia curentd este solutie optima a
problemei. STOP.

2. Daci existd §;; < 0, atunci solutia curenta nu este optima si se trece la pasul 4.

Teorema 4: Problema de transport (1) are plan optim daca si numai daca este echilibratd.

Pasul 4. Imbunatatirea solutiei curente consti in determinarea unei variabile dintre cele nebazice, care
sa intre in baza si sd devind nenuld, si in determinarea unei variabile care va parasi baza, ceea ce este posibil
utilizind conditia de admisibilitate si, in consecinti, solutia se va imbunatiti. In asa fel, obtinem alta solutie
de baza, dupa care trecem la pasul 3.

Definitie: Numim ciclu ce corespunde unei celule libere o succesiune de celule doua cdte doua alaturate
pe aceeasi linie, sau respectiv pe aceeasi coloand, cu treceri alternative pe linii §i coloane, succesiunea care
incepe imediat dupa celula aleasa si se incheie in vecinatatea aceleiasi celule.

In scopul imbunatitirii solutiei se determina &, = min &; ; si, incepand cu celula (I, k), se construieste un
ciclu format din acele celule (i, j) ale tabelului carora le corespund valorile x;; > 0 trecand alternativ pe linii
si coloane, incat sa fie asiguratad intoarcerea in celula (I, k) din care a pornit ciclul. Asociem celulelor din
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circuitul alternativ “+” si “-” alegandu-se un sens de parcurgere oarecare, pornind pe linie sau coloana, incepand
cu celula (1, k). Pentru determinarea cantitatii de produs care trebuie transportat pentru imbunatatirea solutiei
vom alege astfel de marime care satisface conditia x,; = min {xl- jloricare i, j din ciclu cu semnul " — "}.
Dupa care modificam varibelele ce apartin ciclului dupa regula:
_ (Xij — Xrs, pentrucelule cu semnul " —
Xij = {xij + x5, pentrucelule cu semnul" +"
Dupa modificarea solutiei se va trece la pasul 3 pentru a verifica daca solutia obtinuta este una optima
pentru problema formulata.

Din algoritmul descris putem face urmatoarele observatii:

a) In cazul in care nu exista ruti intre anumite surse si destinatii problema poate fi solutionati utilizand
aceeasi metoda, asociind costuri de transport foarte mari in raport cu celelalte costuri si in asa fel, aplicand
algoritmul, vor fi evitate rutele blocate.

b) Pentru determinarea unei solutii initiale de baza, in cazul problemelor de transport cu restrictii asupra
capacitatii de transportare pe unele rute, se va tine cont de faptul cd variabila x,, este de bazd doar daca avem
Xpq = min{ap,bq,rij} = ap sau xpq = min{ap,bq,rij} = by. Chiar si in asemenea conditii este posibil ca
disponibilul de produs sa nu fie complet epuizat sau ca necesarul de produs sa nu fie complet satisfacut.

¢) In cazul in care la pasul ce prevede verificarea solutiei dacd este optima avem cateva valori egale
81 = min §;;, atunci alegem acea celula céareia 1i corespunde valoarea minima a costului pentru unitate de
produs.

d) In cazul in care pentru o solutie optimi avem &; ; =0, unde i si j sunt indici in afara bazei, putem
obtine o solutie noud pornind de la acea celuld si vom spune ca problema are solutie optima multipla.

e) In cazul in care determinand cantitatea de produs care trebuie transportat pentru a imbunitati solutia
alegem x,; = min{x;;|orice i,j din ciclu cu semnul " — "}, care este o valoare multipld, implica iesirea din
solutie a tuturor, fapt ce conduce la obtinerea unei solutii degenerate si care poate duce la ciclarea algoritmului.
Ca optiune in acest caz s-ar putea de inlocuit zerourile in exces cu 0%, care vor impune participarea in solutie
ca valori neegale cu zero.

f) In cazul in care avem o problema de transport care necesitd maximizarea functiei obiectiv, la fel poate
fi aplicat algoritmul descris cu unele modificari: 1. Pentru a afla o solutie admisibila initiala de baza se va
utiliza metoda elementului maxim. 2. Se va verifica daca solutia curentd este sau nu optima; adica, daca exista
8;j > 0, ea nu este optima si se va trece la pasul 4 al algoritmului.

g) Fiecare linie sau coloana a tabelului de transport contine doua elemente din ciclu sau niciunul.

js

3. Tratarea solutiei degenerate in solutionarea problemei clasice de transport

In cazul in care solutia admisibild de bazi are mai putin de m 4+ n — 1 componente pozitive si avem o
solutie admisibild de bazi degenerati, putem obtine o solutie nedegenerata inlocuind zerourile in exces cu 0,
care vor impune participarea in solutie ca valori neegale cu zero.

O altd modalitate constd in alcatuirea sistemului u; + vi=¢j, t=1m,j=1n - bazice. In cazul
degenerat numérul de variabile cérora li se pot atribui valori arbitrare este mai mare decat unu. Solutionam
sistemul si calculam diferentele finite &;; = ¢;j—(u; + v;), i = 1,m, j = 1,n. Alegem celula cu cea mai
mica valoare negativa. Pentru ea gasim un ciclu de redistribuire reiesind din considerentul ca toate celulele
marcate cu “-” trebuie neapdrat sa fie ocupate, adica valoarea inscrisa intr-o celula etichetata cu “-” trebuie sa
fie pozitiva. Existenta cel putin a unui ciclu este garantati de varianta obisnuitd a metodei potentialelor. In
urma redistribuirii valorilor se efectueaza trecerea de la planul degenerat de transport la unul imbunatatit, dar
nu neaparat la unul nedegenerat. O asemenea metoda de imbunatatire a planurilor de transport degenerate
exclude cazurile cand se efectueazi trecerea de la un plan la altul cu schimbarea doar a valorilor 0 dintr-o
celuld 1n alta. Prin urmare, cu evidentd, o asemenea metoda de tratare a cazurilor degenerate poate micgora
numarul de iteratii ale metodei potentialelor la rezolvarea problemelor degenerate.

O modalitate de imbunatatire a solutiei sau/si de obtinere a unei solutii nedegenerate este sa respectam
urmdtoarele recomandari:

1. Se construieste un ciclu, care va incepe cu o celula ce are valoarea fluxului egala cu zero, cea careia ii
corespunde un cost minim in cazul in care avem posibilitatea de a alege din cateva optiuni si care va fi
marcata cu “t7;
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2. Pentru ciclu se vor alege astfel de celule marcate cu “-” incat neaparat sa contina un flux de produs, iar
celulele marcate cu “+” pot fi chiar si toate cu valori nule de flux;

3. Pentru determinarea cantitatii de produs care trebuie transportata astfel incat sa imbunatatim solutia vom
alege x,s = min{xl- jloricare i,j din ciclu cu semnul " — "}. Dupa care modificam varibilele care apartin

ciclului dupa regula:
_ (Xij — Xrs, pentrucelule cu semnul " —
Xij = {xl-j + x5, pentrucelule cu semnul" +"

4. Ne intoarcem la pasul 3 al metodei potentialilor pentru a verifica daca solutia obtinuta este optima; in
caz contrar, ne intoarcem la punctul 1 si repetam procedura de construire a ciclului si de imbunatatire a solutiei
pentru o solutie degenerata.

Exemplu: Fie este dat Tabelul 3 de transport cu solutia initiala degenerata.

Tabelul 3
Tabelul de transport ce contine o solutie degenerati
B;
A B1 B Bs Ba4 Qi
5‘_,’ 7 2
Al 50 g 50
“” 10 10
A2 Y 50 50
3 “_” 3
A3 GG+77 50 50
2 2 “_’,
A4 NRY 50 50
b; 50 50 50 50

Din Tabel se vede ca am obtinut o solutie x; = (50, 50,50,50,0,0,0) care contine doar 4 componente nenule,
deci este o solutie degenerata. In acest caz, costul cheltuielilor este F(x;) = 1900. Urmand recomandarile
de mai sus, vom construi un ciclu (44, B1), (A,, B1), (A3,B5), (A3, B3), (A3, B3), (A4, B3), (A4, B,), (A1, Bs)
si vom asocia incepand cu (A4, B;) semnul “-”, iar pentru (A,, B,) semnul “+”. In urma transportarii cantitatii
de produs de marimea 50 obtinem Tabelul 4:

Tabelul 4
Tabelul de transport ce contine o solutie degenerata imbunatitita
B.

A 1 B, B, B3 B, a;

A, ! | e 50

A, i 10 10 50

A; 50 3 3 50

As | e 2 50

b; 50 50 50 50

Ca rezultat se va obtine o solutie degenerata, dar careia ii corespunde un cost mult mai mic F(x;) = 700.
Acest proces poate fi repetat, fapt ce ne va conduce la o solutie optima.
Concluzii

In cazul respectirii recomandarilor descrise mai sus, se va ajunge la aceeasi solutie optima care ar fi fost
obtinutd utilizand 0" pentru a evita cazul solutiei degenerate. Aceste reguli pot conduce la obtinerea unei solutii
optime in mai putine iteratii in cazul unor probleme degenerate.
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