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In scopul formarii gandirii probabiliste la elevi se propune un sistem complex de exercitii (rezolvate sau propuse
spre rezolvare). In principiu, aici este vorba despre exercitii care se refera la experimente aleatoare devenite ,,clasice”,
legate de aruncarea monedei, aruncarea zarului, alegerea la intAimplare a unui punct dintr-o multime oarecare de puncte,
extragerea unei bile dintr-o urna etc. Modelarea unor astfel de experimente este, credem noi, un suport bun, dar si un
instrument eficient pentru crearea la elevi a unei gandiri probabiliste. Modelarea se poate efectua utilizind tabele de
numere aleatoare sau elaborand programe in diverse limbaje de programare.

Cuvinte-cheie: gandire probabilista, experiemente aleatoare, modelarea experiementelor aleatoare, definitia statistica
a probabilitatii.

THE MODELING OF RANDOM EXPERIMENTS AND TRAINING OF THE PROBABILISTIC
THINKING OF PUPILS

The purpose of cultivating a probabilistic thinking involves a complex system of exercises and problems (to be solved or
to be proposed to be solved). In general we are speaking about problems which refer to some "classic” random experi-
ments about the tossing of a coin, the throwing of a dice, the randomly choosing of a point in a set of points, the extraction
of a ball from an urn, etc. The modeling of such experiments is, we believe, a good support, but also an effective tool for
creating a probabilistic thinking of pupils. In our work we present examples of modeling performed by using random
number tables or by proposing programs in various programming languages.
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Introducere

Teoria probabilitatilor este o structurd matematica care verificad un anumit sistem de axiome. Acest concept
std la baza oricarui curs de Teoria Probabilitatilor in scoala superioard. Accentul se pune pe insusirea apara-
tului matematic, necesar la examinarea modelelor probabiliste. In liceu o astfel de abordare nu pare rationala.
in general, o gandire probabilisti se formeaza greu si intr-un timp mai indelungat, timp pe care programa
analitica nu-l poate asigura. In ceea ce priveste alte discipline matematice, lucrurile par mai simple, dat fiind
continuitatea materiei lor.

In liceu, predarea elementelor de teoria probabilitatilor are urmitoarele scopuri:

o clevul trebuie sa se familiarizeze cu unele legitati ce apar in procesele in care factorul aleator intervine

in mod esential;

« elevul trebuie sa invete a crea modele matematice probabiliste pentru unele situatii (fenomene) reale;

« elevul trebuie sa poata utiliza modelele matematice create pentru studierea situatiilor reale si pentru a

prognoza rezultatele experimentelor respective.

Aceste competente trebuie sd asigure formarea la elevi a unei gandiri probabiliste.

Scopul cultivarii unei gandiri probabiliste presupune un sistem complex de exercitii si probleme, rezolvate
sau propuse spre rezolvare.

O buna parte din probleme se refera la experimente aleatoare ce tin de:

v’ alegerea ,,la intAmplare” a unor elemente dintr-o multime oarecare: a unei bile dintr-o urna, a unui punct

dintr-o multime de puncte (interval, dreptunghi, cerc etc.);

v’ aruncarea la ,,intimplare” a unei monede (a doud, trei etc.), a unui zar etc.

1. Definitia statistica a probabilitatii
Amintim ca definitia clasicd a probabilitatii se aplica doar in cazul experimentelor cu un numar finit de

rezultate echiprobabile (evenimente elementare echiprobabile) [1,2]. Totodata, existd numeroase experimente
aleatoare, ale caror rezultate fie ca nu sunt echiprobabile, fie numarul lor este infinit. Dar, problema principala
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consta 1n aceea cd pentru cele mai multe experimente aleatoare este imposibil sd reprezingi rezultatul ca o
multime de evenimente elementare. In consecintd, a fost necesar sa fie formulate si alte definitii ale probabi-
litatii, care sa cuprinda clase mai largi de experimente.

Practica, intuifia ne spun ca un eveniment aleator este cu atat mai probabil cu cat se produce mai des. Prin
urmare, probabilitatea trebuie sa fie legata de frecventa. Astfel, ajungem la definitia statistica a probabilitatii.

Definitie: Probabilitate a evenimentului aleator A se numeste numdrul P (A) de care se apropie frecventa
relativa a acestui eveniment intr-o serie lunga de experimente.

Aceasta definitie, cunoscuta ca definifia statistica a probabilitatii, ne da o estimatie a acestei probabilitati.
Cu cit mai mare este N, cu atdt mai exactd este aceastd aproximatie. In practicd, drept probabilitate a eveni-

Vn (A)

mentului se ia frecventa lui relativa intr-o serie de experimente suficient de lunga: P(A) ~

In legatura cu definitia statistica, modelarea experimentelor este un suport bun, dar si un instrument
eficient pentru crearea la elevi a unei gandiri probabiliste. Modelarea se poate efectua utilizand tabele de
numere aleatoare sau elaborand programe in diverse limbaje de programare.

Exemplu. in patratul de mai jos se ia un punct la intimplare. Care este probabilitatea P ca punctul luat si
apartind multimii de puncte A?

Solutie. Raspunsul (aproximativ) il gasim cu ajutorul definitiei statistice a probabilitdtii: ludm In pétrat de n

Vﬂ (A)

ori cite un punct la intAmplare, numaram punctele care nimeresc in A (fie numarul lor) si luam P(A) = .

Doar ci aici apare o problema: cum va fi efectuat realmente acest experiment, cum vom lua la intdmplare
un punct din acest patrat?

2. Modelarea unor experimente aleatoare
Sa revenim la exemplul de mai sus, luand in calitate de A o multime concretd, de exemplu:

yA
1

_y:x2

/1

Presupunem ca lungimea laturii patratului este de 1 cm, iar varfurile lui sunt (0,0), (1,0), (1,1), (0,1). Vom lua
la intdmplare cateva puncte in patrat, folosind numerele aleatoare din urmatorul tabel cu numere aleatoare [3]:

X

0

5446 3226 6265
9057 0639 7936
5673 8229 0856
9831 4705 8186
1538 9852 0518
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Luam primele doud perechi de numere: 54 s 46, si consideram in plan punctul cu coordonatele (0,54;0,46).
Acest punct ,,luat la intAmplare” in patrat nu verifici conditia X 2> y. Continuand, luim din tabel urmitoarea
pereche 32 si 26. Punctul respectiv (0.32;0.26) de asemenea nu apartine multimii A. Dintre 15 puncte care se
obtin cu numerele aleatoare din tabel, doar trei apartin multimii A. Acestea sunt perechile: (0.06;0.39), (0.08;0.56),
(0.05;0.18).

Astfel, frecventa relativa a evenimentului aleator A = {un punct luat la intdmplare in patrat nimereste in
multimea A } este egala cu: vio(A) = 0,2.

In baza definitiei statistice a probabilitatii putem lua acest numar drept probabilitatea ca un punct, luat la
intamplare in patratul dat, sa nimereasca in multimea A = {(x,y): y<x?}.

De fapt, valoarea exactd a probabilitatii este 1/3, de care, bineinteles, se va apropia frecventa relativa la
cresterea numarului de puncte luate la intdmplare in patrat.

Pastrarea in memoria calculatorului a unui tabel de numere aleatoare, suficient de voluminos, nu este un
lucru rentabil. In toate limbajele de programare existd generatoare de numere aleatoare (mai exact — ,,aproape”
aleatoare sau pseudoaleatoare). De exemplu, in limbajul de programare Pascal drept generator serveste functia
RANDOM. Cu ajutorul ei putem lua ,,la intdmplare” numere pe segmentul [0,1], sau dintr-un cerc oarecare,
dintr-un patrat, bunaoara din patratul mentionat in exemplul de mai sus etc.

De exemplu, utilizand acest generator, putem scrie un program care ia ,,la intdmplare” un punct din patratul
[0,1]x [0,1] si, totodata, se verificd daca acest punct apartine multimii A = {(x,y): y < x>}

Program Punct;

Var x, y: real;

Begin

randomize;

X: = random;

y: = random;

writeln(”’s-a ales punctul:”, X,”,”,y);

if (x*x >y) then writeln(“Punctul apartine patratului’)

else writeln(“Punctul nu apartine patratului’)

end.

In legiturd cu problemele, in care intervine aruncarea monedei, a zarului, extragerea unei bile dintr-o urni
cu bile de diferite culori, precum si alte experimente aleatoare ar fi binevenita elaborarea unui pachet de
programe care sa modeleze experimentele respective si sa calculeze probabilitatile statistice corespunzatoare.
Astfel, elevii vor putea urmari nemijlocit procesul de stabilizare a frecventei relative odata cu cresterea
numarului de experimente.

Prezentam o aplicatie-web [4] care ilustreaza aruncarea zarului, aruncarea a doua zaruri, extragerea bilelor
conform schemei cu intoarcere. Utilizatorul poate observa rezultatele fiecarei probe si frecventa relativa a
evenimentului aleator prezentat in aplicatie. Putem indica numarul de repetari ale experimentului; astfel, se
poate observa ca odata cu cresterea numarului de repetari ale experimentului frecventa relativa se apropie de
valoarea probabilitatii calculata cu ajutorul definitiei clasice.

Aruncarea zarului:

o @ START 1000
- e SET TIME 50 ‘ms
Ghoose
L Ld L & & Ld Ld & & L] pr
o o o oo e o o . o o o o
e oo o0 o . 0 o o .
e o L] L] e o
PS e o o ole oo . e o @
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. . . . e (e o o
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® oi® ohe ojj® o
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Total: 155 160 175 184 166 160
f. 0.155 0.180 0175 0.184 0.168 0.160

%: 16% 16% 18% 18% 17% 16%
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Aruncarea a doua zaruri:

o CombinationiSet|[ 1 —[ 1 START 1000
© B8 Combination2Set| [6 —-[6  SETTIME |[ 50  m

Choose
e @ °o o e e o L ] L ] i
e o} _cime 1° _°] L Jje ] LS L Y|
L N ) L ] [ ] L BN ] [ ] L ] L] L ] L] L]
[ ) o . . . .
P 1® je o) (s eje e e o) jLe *1e |
® ® e o o o ° . o o o .

Total:
f: 0.027 0.032
%: 3% 3%

Alegerea bilelor cate una dintr-o urnd conform schemei cu intoarcere:

START 1000 @[5
SET TIME 50 ms @[5
5

QJQJ' J °,°
.. .9
00.04. J..
..J

6
-
Total: 333

f 0.328 0333 0.338
Y%: 33% 33% 34%

Concluzie

Modelarea diverselor experimente aletoare si estimarea probabilitatilor este, consideram, un suport bun,
dar si un instrument eficient pentru crearea la elevi a unei gandiri probabiliste.
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