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We present a fast algorithm with O(nlog, n) computational complexity for the approximate solution of Cauchy

singular integral equations with smooth continuous coefficients, defined on the unit circle of the complex plane. In
order to obtain this algorithm we adopt Amosov's idea [1] to the quadrature method. In the case when the approximate
method is applicable [2], the solution (@, of the mentioned fast algorithm satisfies the same convergence rate as the

solution @ of the quadrature method.

Introducere
Fie I', este circumferinta unitate a planului complex [J cu centrul in origine, iar L,(I";) este spatiul

tuturor functiilor £ :I") =[] masurabile dupa Lebesgue si integrabile la patrat pe I'; .

In L,(T",) vom considera ecuatia integrala singulara

(A0 2 2,090+ 2 [ 2D gy L [ht,mprade=F(1), teT,, 1)
mop Tt 2wy

unde a,, b, f:I'y—>0, h:T';xI'j >l sunt  functii  cunoscute, a,,b,eC(I)),
heCT' xI'y)),f eL,(I')) ,iar @:I') >[I este functia necunoscuta.

In cele ce urmeaza este comod de a scrie ecuatia (1) sub forma echivalenta

(A =) a(t)(Pe)(t) + b(t)(Qp)(t) + (Ke)(t) =f(t), tel, )
unde a(t)=a,(t)+b,(t), b(t)=a,(t)—b,(t),P=(1+S)/2,Q=1-P, I—operatorul unitate, S—opera-
torul integral singular, iar K este operatorul integral regular.

In [2] a fost demonstrat cd inversabilitatea operatorului A , descris de membrul sting al ecuatiei (2),
implica convergenta in L,(I";) a metodelor de colocatii i de cuadraturi pentru rezolvarea aproximativa a
acestei ecuatii. In vederea obtinerii unor estimatii efective pentru viteza de convergenti a solutiilor
aproximative catre cea exactd, se poate considera scara spatiilor Sobolev periodice H"(I",),r € R, definite

ca inchiderea multimii C*(I'j) a tuturor functiilor infinit diferentiabile f:IT"; —[ 1in raport cu norma

T

kell

It

12
2 D o e oa .
c (f )| j , unde c, (f) sunt coeficientii Fourier ai functiei f in raport cu sistemul

{t} (teTl,). Fie coeficientii ecuatiei (1) a,,b, € H(T,), q>1/2, iar partea dreapti feH*(T,),
1/ 2 <s<q. Vom considera ca nucleul h(t,) este functie suficient de neteda, astfel incat operatorul K sa
fie marginit ca operator ce actioneaza din L,(I",) in H*(I';) . La aplicarea metodei de colocatii (in cazul

cand se satisfac conditiile de convergentd a metodei), pentru solutia aproximativa @, (t)= Z aktk si
k=-n

solutia exacta @(t) a ecuatiei (1), are loc estimatia
|o—o: f]

unde c este o constantd ce nu depinde de n si f. Estimatia (3) raimane adevarata si in cazul metodei de

r—s
Lcn

L, Vre[0;s], (3)
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cuadraturi (a se vedea [3]). Vom mentiona ca estimatia (3) nu poate fi imbunatatita dupa ordinul marimii n
in clasa metodelor de aproximare cu polinoame trigonometrice (a se vedea [1]).
Este bine cunoscut cd pentru a gasi solutia aproximativd a ecuatiei (1) de forma polinomului

. . o . . . . . 3 ..
trigonometric ¢, conform cdreiva metode direct-aproximative, sunt necesare cel putin O(n”) operatii
aritmetice, tindndu-se cont de faptul cd problema se reduce la rezolvarea unui sistem de ecuatii algebrice
lineare de dimensiune 2n +1, iar acesta, in mod obisnuit, se rezolva prin metoda Gauss.

In prezenta lucrare se propune un algoritm pentru rezolvarea aproximativa a ecuatiei (1) esential mai

econom in comparatie cu metoda colocatiilor sau cu metoda cuadraturilor mecanice. Acest algoritm permite
sd se combine estimatia asimptoticd optimala a vitezei de convergenta a aproximatiilor 1n spatiile Sobolev cu

estimatia O(nlog, n) a numarului de operatii aritmetice necesare pentru a calcula cei 2n+1 coeficienti ai

polinomului trigonometric ce aproximeaza solutia exactd. Volumul de memorie operativa necesar pentru
realizarea algoritmului este de O(n), pe cand pentru alte metode direct-aproximative aceastd marime este

Oo(n’).

Descrierea metodei
Vom tine cont cd operatorul integral K este complet continuu in L,(I")). Daca coeficientii ecuatiei (2)

satisfac conditiei a(t)#0,b(t)#0,tel’), atunci operatorul A admite regularizare, iar unul dintre

regularizatorii lui A este operatorul B=a 'P+b™'Q (a se vedea [4]).
Fiind dat numarul n se va alege mell astfel incdt 0<m<n si (2n+1)/(2m+1)€ll . Vom nota

n JRS—
prin P multimea polinoamelor trigonometrice de forma Z rt* (tel,), unde 1 (k=-n,n) sunt
k=-n

numere complexe arbitrare. La fel, vom considera pe I';, retelele A si A~ de puncte echidistante
t" =exp(2nij/(2n+1)), j=—n,n si, respectiv, t™ =exp(2nij/(2m+1)), j=-m,m.

Pentru functia f definitd pe I', integrabila Riemann, exista un singur polinom de interpolare Lagrange

(L, H)t)= z At eP ., A =Qn+1)" Z f(‘[j)tj_k , astfel incat (L f)(t;)=1f(t;) pentru fiecare
k=-n

j=n

j=-n,n. Operatorul L este proiectorul de interpolare Lagrange. Introducem si proiectorul ortogonal P _,

ce asociaza functiei feL,(I')) polinomul (P f)(t)= z c, ()t eP

k=-n

unde c, (f) sunt coeficientii

n?’

Fourier ai functiei f in raport cu sistemul {t*}.
Observam cd proiectia v =P_¢ a solutiei exacte ¢ pe subspatiul P_ satisface ecuatiei
Av=f-AQ. o, @)

in care Q, =1-P . Daca A =aP+bQ este partea caracteristica a operatorului A, atunci, deoarece

[Kt']| >0 cand [ — o0, avem |AQ,0-A.Q, 0] =[KQ,¢] < il\cj((p)mmi” +
=

00
+ Z ‘cj ((p)H‘KtJH — 0, m — . Tinand cont de aceasta, vom aproxima ecuatia de mai sus cu ecuatia
j=m+l1

1
M ale acestora are loc

AV =f-A Q. 0. Pentru solutiile v si v
v =v[<[a7

Deoarece valorile functiei A Q_¢ nu sunt cunoscute, vom proceda in modul urmator. Tinadnd cont ca

|1AQ,0— A, Q0] >0, m—>w.
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operatorul B este regularizator al lui A, usor se poate ardta cda Q_Bf =Q,_¢@+Q, T, unde T - operator
complet continuu in L,(I')), iar, 1in virtutea relatiei ||QmT(p|| —>0,m —> o, obtinem
||Qme —Qm(p” —0,m —>oo. Functia Bf o vom aproxima cu polinomul q =L BL f. Vom avea
|la, —Bf|| <|L,BL,f -BL,f]|+|B||L.f -] >0, n— o, si atunci
[Qnd, = Quol < |Qul|

inlocuita cu o ecuatie ce o aproximeaza

q, —Bf||+||Qme—Qm(p|| — 0, m,n — 00; prin urmare, ultima ecuatie poate fi

AV? =f-AQ,q,, (5)

iar pentru solutiile v si v*) ale acestora avem HV(Z) -vPl< HA71H”Ac |qu11 —Qm(p” — 0, m,n —>o0.

Pentru solutiile ecuatiilor (4) si (5) are loc Hv(z) - VH < Hv(z) - V(I)H + HV(I) - VH —0,m,n >0, de
aceea, este rational sa se caute solutia aproximativa a ecuatiei (5) de forma unui polinom trigonometric din
P_ . Tinand cont de aceasta, vom descrie un algoritm efectiv pentru rezolvarea ecuatiei (2) la baza cdruia sta

urmadtoarea combinatie.
Solutia aproximativa a ecuatiei (2) se va cauta de forma polinomului

n

¢, (=D ¢, (p)t“ P, . (6)

k=-n

Coeficientii Fourier ,,superiori” ¢, (|k| >m) ai polinomului @, se calculeaza nemijlocit cu ajutorul

regularizatorului B, utilizdind in acest scop formula asimptotica c, (¢)L c, (Bf),

k| >0 Ceilalti
coeficienti ¢, (|k|£m) se gasesc rezolvind aproximativ ecuatia (5) conform metodei cuadraturilor

mecanice, cu utilizarea unei retele de puncte mai rare A_. Deoarece 2n+1 este divizibil prin 2m+1,
m n
fiecare dintre nodurile sistemului {tgm) } ~ coincide cu careva nod al sistemului {tg")} _

j=—m j=-n
Fie v, €P_ este solutia aproximativd a ecuatiei (5), obtinutd conform metodei cuadraturilor mecanice.

In baza celor exspuse mai sus, solutia aproximativa a ecuatiei (2) se defineste de relatiile

Q.. =Q,4, ()

si Po,=v,. (8)
Insumand membrii corespunzitori ai relatiilor (7) si (8), obtinem

0p =V +Qp0, - )

In completi analogie cu cele spuse in [1, p.556-558], se poate arita ci in cazul cand a,,b, € H'(T',),
feH(T,), 1/2<s<q, iar KeL(L,(I,),H(T,)), si daca se satisfac conditiile de convergentd a
metodei de cuadraturi, atunci pentru n suficient de mari si m= O(nl/ 3) are loc estimatia
”(P_(Pn Sentt f|
definita prin relatia (9)).

,» bentru toti r> 1/2, astfel incat s—(q—s)/2<r<s (¢, (t) este aproximatia

Analiza complexititii algoritmului

Vom  considera cd  sunt  cunoscute  valorile a(tE“)), b(tg“)), f (tﬁ“)), 1= —n,n si

A ey . : n 1 1
h(tim), tgm)), r,s =—m,m. In cele ce urmeaza vom utiliza matricea Fourier F, = {(tﬁn))k }j ep 5B respectiv,
n
inversaei F.'=(2n+1)" {(tﬁ‘“)’k}

jk=-n"
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Utilizand ~ notatia @ =e®™/®"Y (i* =—1), usor se poate verifica ci coeficientii

A, =C2n+1)" Z f(tg“))(tﬁn))fk ai polinomului Lagrange (L f)(t)= z A, t* se pot calcula conform

j:—n k=-n
relatiei A =F'f™ unde f™ ={f(t")}_, A={A i}iz_n - Calculele din ultima relatie se pot realiza in
O(nlog, n) operatii aritmetice, utilizand algoritmul transformarii rapide Fourier-TRF (a se vedea in [5]
algoritmul Cooley-Tukey).
Pentru polinomul q, (t)=(L BL,{)(t) vom avea q,()=(Lp)t)=D &', & =2n+1)" > p(t™™)(t")™,

n -1
p(t)=BL, (D) =a (DD AL +b (1) D At*.
k=0 k=—n
Valorile p(t"),s= —n,n, se vor calcula in O(nlog, n) operatii aritmetice in modul urmator. Se va

n —1 _
utiliza algoritmul TRF pentru a calcula valorile 7, :Z:Ak(tgn))k , O, = z A ("), s=-n,n, din
k=0 k=-n

.. —_ 1 AD =_g om A0 _ i i
relatiile Y=E A", v={yv)o A’ =(...,0,A,A,....A,) si, respectiv,

n

s=n?

SZFH A2, S:{Ss}“ A?=(A_,...A,0,..,0). Apoi, mai sunt necesare O(n) operatii pentru a calcula

n+l

p(tMy=a"'(t)y, + b7 (t")8, s =—n,n.

Cunoscand valorile p(t™) (s= —n,_n) , coeficientii § (r= —n,_n) se vor calcula din relatia
EM = F'p,p={pt™)y_, g™ = {€;}-_.» In O(nlog, n) operatii, utilizand algoritmul TRF.

Astfel, intregul proces de obtinere a coeficientilor polinomului trigonometric q, (t) necesita O(nlog, n)
operatii aritmetice.

Pentru a rezolva ecuatia (5) conform metodei cuadraturilor mecanice, este necesar sd se cunoasca valorile

partii drepte g(t) =f(t)—(A.Q,q,)(t) in punctele tgm), j=-m,m. Tindnd cont de expresia pentru

polinomul q, (t), vom avea (A_Q,.q,)(t) =a(t) Zn: E.t'+b(t) i:l gt

r=m-+1 r=-n

n -m-1
Valorile Cﬁl) = z E',r(tﬁm))r , T]El) = z &r(tﬁm))r, j=-m,m, se vor calcula in O(nlog, n) operatii in
r=m+1 r=-n

modul urmator. Se vor determina vectorii C={C;}. , si m={n;}_, conform relatiilor

C= Fnci(l), Efl) =(0,...,0,&_.,,.--.&, )T, si, respectiv, N = Fném , F,(z) = (&_n,...,i_m_l,o,...,O)T . Deoarece
—_— —_—

n+m+l n+m+l

(2n+1)/(2m+1)ell , atunci pentru k=-n,n, j=-m,m existdi exact 2m-+1 valori pentru care

tf(“) = tgm) , si atunci, drept urmare, din vectorii { si, respectiv 1, se vor selecta cite 2m+1 elemente,
pozitiile de pe care acestea se selecteaza fiind determinate de acei indici k , pentru care tf{n) = tgm) .

Acum, pentru a calcula g(tﬁm)) (= —H) , conform relatiei g(tﬁm)) = f(tgm)) - (a(tﬁm) )Cgl) + b(tgm) )‘r]gl)) ,
mai sunt necesare O(m) operatii; astfel, in baza celor expuse, calculul valorilor partii drepte a ecuatiei (5)

necesita in total O(nlog, n) operatii.
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Coeficientii polinomului v, €P_~ (solutia aproximativd a ecuatiei (5), obtinutd conform metodei

cuadraturilor mecanice) se pot gasi in O(m’) operatii, rezolvand un SEAL de dimensiune 2m+1 conform
metodei Gauss. Tinand cont de observatia referitor la calculul valorilor partii drepte a ecuatiei (5), numarul
operatiilor aritmetice necesare pentru determinarea solutiei aproximative v, este de O(m’ +nlog, n).

1/3 /3

Vom alege m astfel, incat ¢,n”> <m<c¢,n"”’, unde ¢, si ¢, sunt constante pozitive ce nu depind de n

si m. Atunci, se poate concluziona cd pentru a obtine solutia aproximativa @, (t) este necesar un volum de

calcule O(nlog, n).

Descrierea algoritmului de calcul
Algoritmul metodei descrise mai sus poate fi divizat in cinci pasi.
Pasul 0

Fiind dat numirul nel] (n>1), vom alege mell, astfel incit (2n+1)/2m+1)el si
m=0(n"3).
Pasul 1

Se determind vectorul E(“) ={& },_, (ale carui componente sunt coeficientii polinomului

q,(t)= Z €, t*) conform relatiei

k=-n
EM=F'A'FL'E'f™ +F'B'F I F'f™
unde £ ={f(t™)__ | I' =diag(0,...0,1,...1), I =diag(l,..1,0,...0), A '=diag(@a™)”,
— —_— ——

—
n n+l n n+l

B.' =diag(b™)", @™)" :{a"l(tﬁ"))} o (B(“))‘l:{b"l(tg“))}::_n, iar F si F' sunt respectiv,

n
j:_

matricea Fourier §i inversa ei.

Pasul 2
Se determina vectorul g™ = {g(tgm))}jlm in modul urmator
g™ =f™—(AL, FI'+B I FI)IE™,
unde
A, =diag@™), B, =diag (0™), 3™ = {a(t™)|” 0™ ={b™)}" T ={f(™)}"
j=—m j=-m j=-m

I7 =diag(l,...,1,0,..,0,1...,1), I ={d, }. d; = , j=—m,m, k=-n,n.
—_— — ’

n-m 2m+l1 n-m

Pasul 3

Se determind coeficientii o, (k =-m, m) ca solutie a SEAL

m -1 m m
a(t™)) o (™) (™) D o (1) +@m+ 1) D oy DT (™, V))<= g(t),
k=0 k=—m k=—m s=—m

(m) _ ¢(n)
{l,dacr t" =t

0, m rest

j=-m,m. SEAL se rezolva utilizind metoda Gauss.
Pasul 4
Se calculeaza solutia aproximativa ¢, a ecuatiei initiale conform relatiei

—-m-—1

0,(t)= Z aktk + z &ktk + Z &ktk .
k=—m k=-n

k=m+1
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