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Se cercetează  comportarea plăcilor ortotropice solicitate cu forţele externe ce acţionează în planul plăcii. Se 
presupune că  direcţia forţelor aplicate nu se schimbă în procesul deformării. Proprietăţile ortotropice ale plăcilor se 
descriu prin dependenţa  φ(x,y) care reprezintă unghiul înclinării axelor de ortotropie în punctul cu coordonate 

 la axele sistemului de coordonate al plăcii. Forţa critică de  pierdere a stabilităţii depinde în principal de 
distribuirea unghiului de anizotropie. Se examinează problema privind proiectarea plăcilor ortotropice cu valoarea 
extremală a forţei critice  de pierdere  a stabilităţii prin alegerea raţională a unghiului de ortotropie 

Ω∈),( yx

),( yxϕ . 
Calculele numerice ale forţelor critice au fost efectuate cu ajutorul metodei de elemente finite, dar problema de 

optimizare a fost rezolvată prin metoda de optimizare succesivă. Soluţia optimală a fost obţinută pentru placa pătrată 
simplă rezemată  din sticlă-plastic solicitată cu forţele de compresiune la contur. Calculele numerice au demonstrat că 
numai distribuirea optimă a unghiului de anizotropie poate  majora suficient forţa  critică de pierdere a stabilităţii. 

 
The behavior of elastic orthotropic plates subjected to compressive inplane loads is examined. The case of 

conservative loads is considered, i.e. the direction of applied loads is considered permanently during the deformation. 
Anisotropic properties of plates are described by the function φ(x,y) that represent  the angle between axes of 
orthotropy in the point (x,y) and co-ordinates  xy connected with the plate. The loads applied to the boundary of the 
plate are varied proportionally to a parameter λ. Then this parameter runs up to the value called critical, the plate 
becomes unstable and bulges. The value of critical buckling load depends on as both the rigid and orthotropic properties 
of the plate. The problem of maximization of critical buckling load with respect to orthotropic orientations φ(x,y) is 
considered. 

Numeric calculations of critical buckling loads were performed by using the finite element method. The problem of 
optimization was solved using the method of sequential optimization. Calculations were done for square uniformly 
compressed simply supported plate made of glass-fiber material. Numeric calculations have shown that only by means 
accurate choice of fiber orientations the critical buckling load can be significantly increased. 

 
 

Исследуется поведение упругой ортотропной пластины, нагруженной сжимающими силами, 
приложенными к внешнему контуру пластины. Предполагается, что направление внешних нагрузок, 
воздействующих на пластину, не меняется в процессе деформации. Анизотропные свойства пластины 
описываются функцией ),( yxϕ – углом наклона осей ортотропии в точке с координатами  к 
осям связанной с пластиной неподвижной системы координат. Прикладываемые в срединной 
плоскости пластины силы изменяются пропорционально параметру 

),( yx

λ , и при некотором значении 
этого параметра, называемом критическим, плоская пластина теряет свое равновесие, выпучивается  
и принимает изогнутую форму, описываемую функцией ;  представляет собой 
смещение из плоскости. Критическая сила потери устойчивости анизотропной пластины, наряду с 
другими механическими и геометрическими характеристиками, существенным образом зависит от 
распределения угла анизотропии. Рассматривается задача проектирования ортотропной пластины с 
экстремальным значением критической силы потери устойчивости за счет рационального выбора 
угла анизотропии 

),( yxw ),( yxw

),( yxϕ .  
1. Математическая формулировка задачи 
Критическая сила потери устойчивости может быть определена из условия минимума 

функционала  [1]: 
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где ),( wV ϕ – плотность потенциальной энергии изгиба, ),( wA ϕ  – плотность  работы внешних сил 
на перемещениях пластины при потере устойчивости, – прогиб пластины при ее выпучива-
нии. При этом величина этой работы отвечает значению внешних нагрузок, характеризуемых 
значением 

),( yxw

1=λ . ЧерезΩ обозначена область, занимаемая пластиной.  
Плотность потенциальной энергии поперечного изгиба ортотропной пластины  и плотности 

работы внешних сил при поперечной деформации определяются выражениями [1]:  
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где )(),(),( 000000 ϕσϕσϕσ yyyyxyxyxxxx hNhNhN === ,  

  h – толщина пластинки, )(),(),( 000 ϕσϕσϕσ yyxyxx  – компоненты тензора напряжений плос-
кого напряженно-деформированного докритического состояния пластины, вызванного внешними 
усилиями, отвечающими значению 1=λ , )(ϕijD – изгибные жесткости пластины. Компоненты 

тензора напряжений )(),(),( 000 ϕσϕσϕσ yyxyxx  удовлетворяют уравнениям равновесия: 
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и обобщенному закону Гука [2]: 
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a изгибные жесткости )(ϕijD  определяются из соотношений [3]:  
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где , , , ,  определяются соотношениями: 1D xD yD xyD 3D
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Выражения для вычисления коэффициентов ортотропии )(ϕijA  в фиксированной системе коор-

динат ),( yx  аналогичны формулам для коэффициентов )(ϕijD  с соответствием )()( ϕϕ ijij AD →  и 
значениями изгибных жесткостей и постоянных ортотропии  
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при этом )(,,,, 21212121121221 νννν EEGEE =  – технические постоянные анизотропного материала. 

Рассматриваемая задача оптимизации состоит в нахождении  распределения угла анизотропии, для 
которого критическая сила потери устойчивости принимает максимальное значение: 

                          
),(

max)),((:),(
yx

yxyx
ϕ

ϕλϕ → .  (9) 
 

2. Дискретная формулировка задачи оптимизации 
Для численного решения сформулированной  задачи оптимизации применялся метод конечных 

элементов. Область, занимаемая пластиной, разбивалась на  N  треугольных элементов, на каждом из 
которых функция прогиба 

e

),( yxw  аппроксимировалась кубическим полиномом (элемент Зенкевича), 
а  функция перемещений ),(),,(( yxvyxu  в плоскости пластины – линейными функциями [4].  

 В результате дискретизации конечноэлементная формулировка задачи определения критической 
силы потери устойчивости принимает следующий вид: 
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где }{},{ qw rr
– глобальные векторы узловых перемещений, описывающих изгиб и плоское деформи-

рованное состояние соответственно, ),....,( 1 eN
ϕϕϕ =v  – вектор углов ориентации осей ортотропии, 

при этом принимается, что в пределах элемента угол постоянен. Через })]{,([}],){([ qKwK gизг
rrrr ϕϕ   

обозначены глобальная матрица жесткости и глобальная геометрическая матрица жесткости плас-
тины соответственно.   

Из необходимого условия оптимальности вариационной задачи (10) приходим к алгебраической 
задаче на собственные значения:  

}}]{{,([})]{([ wqKwK gизг
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ϕλϕ −= ,  (11) 

где глобальный вектор перемещений  находится из решения плоской задачи теории упругости  }{qr

         }{})]{([ fqKпл

rrr
=ϕ .  (12) 

Через )]([ ϕrплK обозначена  глобальная матрица жесткости плоской задачи, }{ f
r

– глобальный 
вектор действующих в плоскости пластины внешних узловых нагрузок, отвечающих значению 
параметра 1=λ .  

Обозначим через 1λ  минимальное значение критической силы потери устойчивости, полученное 
из решения задачи на собственные значения (11). Тогда конечноэлементная формулировка задачи 
оптимизации определяется следующим образом: найти распределение угла анизотропии 
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 доставляющего экстремум функционалу 

)min(max)(
,....,,....,

1
2121 eNeN ϕϕϕϕϕϕ

ϕλ →
r

.   (13) 

 297



Seria “{tiin\e ale naturii”, 2007 
Nr.1                                      Fizic=                            ISSN 1857-1735 
 

3. Численное решение  задачи оптимизации 

Численные расчеты были выполнены для шарнирно закрепленной по граничному контуру квад-
ратной пластины единичной площади, изготовленной из стеклопластика, характеризуемого значе-
ниями упругих модулей: 3/ 21 =EE , 6/ 121 =GE , 6/ 121 =GE , 83.012 =ν , 25.021 =ν . 

При проведении численных расчетов  пластину разбивали на  800=N  конечных элементов. 
Схема разбиения на конечные элементы показана на рис.1.  С учетом симметричности области 
приложенных нагрузок и граничных условий, оптимальное распределения угла анизотропии искалось 
в классе функций ),( yxϕ , сохраняющих симметрию квадрата, т.е. симметричных относительно 
преобразований симметрии квадрата – отражений  в плоскостях, проходящих через диагонали 
квадрата и середины его сторон, а также вращений пластинки относительно ее центра на углы, 
кратные 4/π .  В качестве начального приближения выбиралось 4/),( πϕ −=yx  на 1/8 пластины.  

Ω 

Рис.1. Схема разбиения квадратной пластины на треугольные элементы. 

Для численного решения задачи оптимизации применялся градиентный метод [5], в соответствии 
с которым 

)(1 nnn ϕτϕϕ rrr
Λ+=+ , n=0,1,2…,  (14) 

где τ  – шаг движения по градиенту, )( nϕ
r

Λ – значение градиента для функционала (13). 

Расчеты проводились до выполнения с заданной точностью необходимого условия оптимальности  – 
обращения в ноль градиента  Λ . 

Для выбранного начального приближения критическая сила потери устойчивости равнялась 

;343,11 =λ  норма градиента, вычисляемая как ∑Λ
i

i
2 , равнялась . Полученное опти-

мальное распределение показано на рис.2. Касательная в каждой точке приведенных линий совпадает 
с направлением большей из осей ортотропии. Для полученного оптимального решения норма гра-
диента равнялась , а само значение критической силы потери устойчивости . 

110*77,0 −

310*3,0 − 467,1)(1 =optϕλ
Для сравнение приведем отношения найденного оптимального значения критической силы потери 

устойчивости и значения ее для  распределения 0),( ≡yxϕ , Ω∈),( yx : 

                          7,1
)0(

)(

1

1 =
≡ϕλ

ϕλ opt

.  (15) 

Таким образом, видно, что влияние распределения угла анизотропии на значение критической 
силы потери устойчивости является существенным. 
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Рис. 2. Оптимальное распределение угла анизотропии для шарнирнозакрепленной пластины. 
 
 
Литература: 

1. Тимошенко С.П. Устойчивость стержней, пластин и оболочек. - Москва: Наука, 1971.  
2. Лехницкий С.Г. Теоpия упpугости анизотpопного тела. - Москва: Наука, 1977. 
3. Лехницкий С.Г. Анизотpопные пластинки. - Москва: Гостехиздат, 1957. 
4. Зенкевич О. Метод конечных элементов в технике. - Москва: Мир, 1975. 
5. Баничук Н.В.  Введение в оптимизацию конструкций. - Москва: Наука, 1986. 
 

Prezentat la 25.01.2007 

 299


